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چکیده
ضرایب با بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات حل -�Lp به پایان�نامه این در
فصل�ها سایر در نیاز مورد اولیه�ی مفاهیم و تعاریف از پاره�ای به اول فصل در می����پردازیم. پیوسته
را کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات دوم فصل در می�پردازیم.
نهایی مقدار و باشد پیوسته یکنواخت طور به (y, z) در f مولد اگر می�دهیم نشان و می�کنیم بررسی
یک�- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی باشد، (١ ≤ p < ٢) Lp(Ω,FT , P ) از عضوی ξ
و شده آورده برآونی -G فرآیند و امید -G مفاهیم سوم فصل در است. یکتا �حل -�Lp دارای بعدی
فصل در پایان در است. شده بررسی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G حل یکتایی و وجود سپس
این حل یکتایی و وجود و گرفته قرار مطالعه مورد بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G چهارم

است. شده ثابت g و f توابع لیپشیتس پیوستگی شرط تحت معادلات
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دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مردنی و نخورم

می�داری. دوست تو که
تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
برق که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگی بزرگ لذت تنها
احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان در امید
افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروی بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم.

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان
من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن از
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سکوت، در فداکاری
داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی بی�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بی�آنکه

ت دا وم،باز ھا ن ھا ا
ت... ن دا ه ن اوجا

شریعتی. علی دکتر از ١مناجاتی



اری... پاس
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

دسترنج، الهام دکتر خانم سر�کار خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه
و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که حجازی رضا سید دکتر آقای جناب از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در

این که خلیقی، وفا آقای جناب مخصوصاً زی�پرشین، بسته آورندگان پدید از می�دانم لازم همچنین
خاطر به ربیعی محمدرضا دکتر آقای از نیز و است شده آماده بسته، این از استفاده با پایان�نامه

باشم. داشته را قدردانی کمال ،LATEX مورد در سوالاتم به پاسخ�گویی
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
و سرشار عاطفه پاس به مهربانم همسر و عزیز برادران از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای

ی ۱۳۹۴یم



چ

ھد
دانشگاه ریاضی دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی ملکی مجتبی اینجانب
بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات حل �-Lp عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد دسترنج الهام دکتر خانم راهنمایی تحت پیوسته، باضرایب

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

شاهرود دانشگاه نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به University of Shahrood یا

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ی ۱۳۹۴یم
ر ق و ج تا ت مال

رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •
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تصاویر لیست

۶ . . . . . . . . . . . . . است. {U, V } باز پوشش مطیع {ρU , ρV } واحد افراز ١.١

١



٢ تصاویر لیست



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

٣



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

مقدمه ١.١

مفاهیم این می�شود. گرفته کار به پایان�نامه این سراسر در فصل، این در شده ارائه مفاهیم و تعاریف
بود. خواهد احتمال نظریه�ی و اندازه نظریه�ی تابعی، آنالیز در موضوعاتی شامل

آنالیز از مفاهیمی ٢.١

می�کنیم. یادآوری را [٣٩ ،١٠ ،٣۶] از مفاهیمی خلاصه طور به بخش این در

هر برای هرگاه گوییم، برداری شبکه یک را ”≤” جزئی ترتیب به مجهز V برداری فضای .١.١ تعریف
،x, y ∈ V

می�دهیم، نشان x ∧ y با را آن که باشد عضو کوچکترین دارای V .١

می�دهیم، نشان x ∨ y با را آن که باشد عضو بزرگترین دارای V .٢

،x+ z ≤ y + z ،z ∈ V هر برای آن�گاه ،x ≤ y اگر .٣

.cx ≤ cy آن�گاه ،c ∈ R+ و x ≤ y اگر .۴

هر�گاه گوییم V روی نرم یک را ∥ · ∥ : V → R تابع باشد، برداری فضایی V کنید فرض .٢.١ تعریف

،x = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ > ٠ ،x ∈ V هر برای .١

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ C و x ∈ V هر برای .٢

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ V هر برای .٣

کامل متریک فضای یک d(x, y) = ∥x− y∥ متر با V هر�گاه می�گوییم. نرمدار فضای را (V, ∥ · ∥)
می�گوییم. باناخ١ فضای آن به باشد،

باشند. نرمدار فضاهایی E٢ و E١ ،X کنید فرض بخش این ادامه�ی در

برای هر�گاه گوییم نرم شبه را p : X → R نگاشت باشد. برداری فضایی V کنید فرض .٣.١ تعریف
،α ∈ C و x, y ∈ V هر

،p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) .١

١Banach



۵ آنالیز از مفاهیمی .٢.١

.p(αx) = |α|p(x) .٢

زیر صورت به و می�دهیم نشان ker(f) با را f : E١ → E٢ خطی نگاشت پوچ فضای .۴.١ یادآوری
می�کنیم تعریف

ker(f) = {x ∈ E١ | f(x) = ٠}.

است. پیوسته نگاشت یک ∥ · ∥ : E → R نگاشت ،(E, ∥ · ∥) نرمدار فضای هر در .۵.١ تذکر

باشد. پیوسته نقطه یک در اگر فقط و اگر است پیوسته f : E١ → E٢ خطی نگاشت .۶.١ قضیه

صورت این در ،(xn) → x و x ∈ E١ کنید فرض و باشد پیوسته x٠ ∈ E١ در f کنید فرض برهان.
بنابراین ،(xn − x+ x٠) → x٠

∥f(xn)− f(x)∥ = ∥f(xn − x+ x٠)− f(x)∥ → ٠.

باشد. M روی پیوسته و خطی تابعکی f و X نرمدار فضای از فضایی زیر M کنید فرض .٧.١ قضیه
است. X روی پیوسته و خطی تابعک به گسترش قابل f صورت این در

کنید. مراجعه [٣۶] به برهان.

برای که باشد داشته وجود K ∈ R هر�گاه گوییم کراندار را f : E١ → E٢ خطی نگاشت .٨.١ تعریف
،x ∈ E١ هر

∥f(x)∥ ≤ K∥x∥.

است پیوسته f : E١ → E٢ خطی نگاشت باشند. نرمدار فضا�هایی E٢ و E١ کنید فرض .٩.١ قضیه
باشد. کراندار اگر فقط و اگر

معادلند. هم با یکنواخت پیوستگی و پیوستگی خطی، نگاشت هر برای .١٠.١ توجه

گوییم انقباضی را f : A → E نگاشت .A ⊆ E و نرمدار فضای یک E کنید فرض .١١.١ تعریف
که باشد داشته وجود α ∈ R هر�گاه

∀x, y ∈ A, ∥f(x)− f(y)∥ ≤ α∥x− y∥, ٠ < α < ١.

هرگاه �می�نامیم، محدب را φ : R → R تابع .١٢.١ تعریف

∀a, b ∈ R,٠ ≤ s ≤ ١ : φ ((١− s)a+ sb) ≤ (١− s)φ(a) + sφ(b).

باشد. محدب (−φ) هرگاه گوییم مقعر را φ تابع
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که باشند مثبت حقیقی عدد دو q و p و نامنفی حقیقی عدد دو b و a کنید فرض یانگ٢. نامساوی
صورت این در ،١

p
+ ١

q
= ١

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

.E ⊆ Y و باشد توپولوژیکی فضایی Y کنید فرض .١٣.١ تعریف
صدق زیر شرایط در که است C(Y ) به متعلق توابع از {hα}α∈I مانند گردآیه�ای E از واحد افرازی

می�کند.

،٠ ≤ hα(x) ≤ ١ ،α ∈ I و x ∈ Y هر برای •

غیر�صفر آن روی �hαها از متناهی تعداد تنها که باشد موجود x از همسایگی�ای ،x ∈ Y هر برای •
باشند،

.
∑

α∈I hα(x) = ١ ،x ∈ E هر برای •

می�نامیم E از {Uα}α∈I باز پوشش (وابسته) مطیع را E ⊆ Y از {hα}α∈I واحد افراز .١۴.١ تعریف
.supp(hα) ⊆ Uα ،α ∈ I هر ازای به هر�گاه

ρV و باشند R در (−١,∞) و (−∞,٢) باز بازه�های ترتیب به V و U کنید فرض .١۵.١ مثال
و supp(ρV ) ⊆ V صورت این در .ρU = ١ − ρV کنید فرض باشد. ١.١ شکل در نمودار با تابعی

است. {U, V } باز پوشش مطیع واحد افراز یک {ρU , ρV } نتیجه در .supp(ρU) ⊆ U

است. {U, V } باز پوشش مطیع {ρU , ρV } واحد افراز :١.١ شکل

٢Young’s inequality
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نرمدار فضاهای تکمیل ١.٢.١

فضای تکمیل را (Ẽ, ∥ · ∥١) نرمدار فضای باشد. نرمدار فضایی (E, ∥ · ∥) کنید فرض .١۶.١ تعریف
که باشد داشته وجود Φ : E → Ẽ یک به یک و خطی نگاشت هرگاه، گوییم (E, ∥ · ∥)

،∥x∥ = ∥Φ(x)∥١ ،x ∈ E هر برای •

باشد، چگال Ẽ در Φ(E) •

باشد. کامل Ẽ •

می�شود. ساخته زیر صورت به Ẽ فضای
(Yn) و (xn) کوشی دنباله�ی دو هر برای می�کنیم: تعریف زیر صورت به E روی را ∼ ارزی هم رابطه�ی

داریم E در

(xn) ∼ (yn) ⇐⇒ lim ∥xn − yn∥ = ٠.

می�دهیم قرار

Ẽ =
E

∼
= {[(Xn)] | است E در کوشی دنباله�ای (xn)}.

می�کنیم تعریف زیر صورت به Ẽ روی را اسکالر ضرب و جمع

[(xn)] + [(yn)] = [(xn + yn)], λ[(xn)] = [(λxn)].

می�شود تعریف زیر صورت به Ẽ روی را ∥ · ∥١ نرم همچنین

∥[(xn)]∥١ = lim
n→∞

∥xn∥.

شناسایی آن از ثابت کوشی دنباله�های تمام گردآیه�ی کمک به می�توان را E فضای که است روشن
زیر صورت به ثابت کوشی دنباله�های این کمک به Φ : E → Ẽ یک به یک و خطی نگاشت کرد.

می�شود تعریف

Φ(x) = [(xn)]; ∀n ∈ N, xn = x.

که است روشن

.∥x∥ = ∥Φ(x)∥١ ،x ∈ E هر برای •

است: چگال Ẽ در Φ(E) •
.Φ ((xn)) → [(xn)] که دارد وجود E از (xn) کوشی دنباله�ی ،Ẽ از [(xn)] عضو هر برای زیرا
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است: باناخ Ẽ •
که دارد وجود E در (xn) دنباله�ی بنابراین باشد. Ẽ در کوشی دنباله�ای (x̃n) کنید فرض

∥Φ(xn)− x̃n∥١ <
١
n
.

است، کوشی دنباله�ی یک (xn) که می�کنیم ادعا

∥xn − xm∥ = ∥Φ(xn)− Φ(xm)∥١

≤ ∥Φ(xn)− x̃n∥١ + ∥x̃n − x̃m∥١ + ∥x̃m − Φ(xm)∥١

≤ ∥x̃n − x̃m∥١ +
١
n
+

١
m
.

صورت این در .x̃ = [(xn)] می�دهیم قرار

∥x̃n − x̃∥١ ≤ ∥x̃n − Φ(xn)∥١ + ∥Φ(xn)− x̃∥١

<
١
n
+ ∥Φ(xn)− x̃∥١ → ٠.

احتمال نظریه�ی و اندازه نظریه�ی از مفاهیمی ٣.١

می�پردازیم. [٣٩ ،٣٨ ،١٣ ،١ ،٢٧] از مفاهیمی یادآوری به خلاصه طور به بخش این در

تصادفی متغیر و احتمال فضای ١.٣.١

می�نامیم میدان -σ یک را ،Ω ناتهی مجموعه�ی زیر�مجموعه�های از F نا�تهی دسته�ی .١٧.١ تعریف
باشد. زیر ویژگی�های دارای هر�گاه

∅ ∈ F ,

A ∈ F ⇒ Ac ∈ F ,

(An)n∈N ⊆ F ⇒
∪
n∈N

An ∈ F .

می�گوییم. اندازه�پذیر فضای یک را (Ω,F ) زوج باشد. Ω روی میدان -σ یک F کنید فرض

گوییم اندازه را µ : A → [٠,∞] تابع باشد. اندازه�پذیر فضای یک (X,A ) کنید فرض .١٨.١ تعریف
هر�گاه،

،µ(∅) = ٠ •
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A مجزای دو به دو مجموعه�های از (An)n∈N دنباله هر برای •

P

(
∞∪
n=١

An

)
=

∞∑
i=١

P (An).

هرگاه می�نامیم پوچ -µ را A ∈ A مجموعه�ی می�گوییم. اندازه فضای را (X,A , µ) تایی سه
.µ(A) = ٠

باشیم. Xداشته عناصر متضمن رابطه�ای و باشد اندازه یکفضای (X,A , µ) فرضکنید تعریف١٩.١.
A مجموعه�ی هر�گاه است برقرار (a.e. یا Almost everywhere) جا همه تقریبا رابطه این می�گوییم

باشد. پوچ -µ مجموعه�ای نیست، برقرار رابطه این آن�ها ازای به که نقاطی همه�ی از متشکل

است P : F → [٠,١] مانند تابعی (Ω,F ) اندازه�پذیر فضای روی احتمال یکاندازه .٢٠.١ تعریف
می�کند صدق زیر شرایط در که

P (∅) = ٠, P (Ω) = ١,

F مجزای دو به دو مجموعه�های از (An)n∈N دنباله هر برای

P

(
∞∪
n=١

An

)
=

∞∑
i=١

P (An).

می�گوییم. احتمال فضای را (Ω,F , P ) تایی سه

هر زیر�مجموعه�های تمام شامل F هر�گاه می�نامیم کامل را (Ω,F , P ) احتمال فضای .٢١.١ تعریف
باشد. پوچ -P مجموعه�ی

مجموعه�ی هر مجموعه�های زیر کردن اضافه با می�توان را (Ω,F , P ) احتمال فضای هر روشنی، به
نمود. کامل F به پوچ -P

.٢٢.١ تعریف

می�دهیم قرار باشد. اندازه فضای یک (X,A , µ) کنید فرض .٢٣.١ قضیه
N = {N ∈ A : µ(N) = ٠},

و
Ā = {E ∪ F : F ⊂ N باشیم داشته N ∈ N برای و E ∈ A }.

وجود Ā روی کامل اندازه یک عنوان به µ از µ̄ یکتای توسیع و است میدان -σ یک Ā صورت این در
دارد.
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کنید. مراجعه [١٠] به برهان.

می�نامیم. µ اندازه به نسبت A میدان -σ شده�ی کامل را Ā میدان -σ .٢۴.١ تعریف

را آن احتمال اصطلاح در که ،A ∈ F هرگاه می�نامیم �اندازه�پذیر -F را Ω از A مجموعه�ی زیر
می�نامند. پیشامد

یقین به قریب A یا می�دهد رخ ١ احتمال با A پیشامد می�گوییم P (A) = ١ اگر .٢۵.١ قرارداد
می�دهد. رخ (a.s. یا Almost surely)

را U شامل میدان -σ کوچکترین باشد. Ω مجموعه�های زیر از گردآیه�ای U کنید فرض .٢۶.١ تعریف
مجموعه�های زیر توسط شده تولید �میدان -σ ،Ω = Rn اگر می�گوییم. U توسط شده تولید �میدان -σ
استاندارد توپولوژی ،Rn اقلیدسی فضای روی مفروض (توپولوژی می�گوییم بورل میدان -σ را Ω باز

است).

،B ∈ B و A ∈ A برای باشند. اندازه فضای دو (Y,B, ν) و (X,A, µ) کنید فرض .٢٧.١ تعریف
گوییم. گوشه راست یک را A×B

می�دهیم قرار
A× B := {A×B| A ∈ A, B ∈ B}.

می�گوییم حاصلضربی میدان -σ آن به و می�دهیم نشان A⊗B با را A×B توسط شده تولید میدان -σ
است. اندازه�پذیر فضای یک (X × Y,A⊗ B) صورت این در و

را f : (X,A , µ) → (Rn,B) تابع باشد، اندازه فضای یک (X,A , µ) کنید فرض .٢٨.١ تعریف
هرگاه گوییم اندازه�پذیر -A یا اندازه�پذیر

f−١(U) := {x ∈ X; f(x) ∈ U} ∈ A , U ∈ B.

،Y توسط شده تولید FY �میدان -σ بگیرید. نظر در را Y : (Ω,F , P ) → (Rn,B) تابع
های مجموعه شامل Ω روی میدان -σ کوچکترین

Y −١(B); B ∈ B,

دیگر عبارت به می�باشد،

FY = {Y −١(B); B ∈ B}.

است. اندازه�پذیر ،FY به نسبت Y وضوح به
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است �اندازه�پذیر -FX ،Y صورت این در باشند، تابع دو X,Y : Ω → Rn کنید فرض .٢٩.١ لم
که طوری به باشد داشته وجود f : Rn → Rn اندازه�پذیر بورل تابع اگر تنها و اگر

Y = f ◦X.

شود. مراجعه [٢٧] به برهان.

روی مفروض توپولوژی و احتمال فضای (Ω,F , P ) از منظور جا همه پس، این از .٣٠.١ قرارداد
است. بورل میدان -σ آن روی مفروض میدان -σ و استاندارد توپولوژی اقلیدسی فضاهای

متغیر هر می�نامیم. تصادفی یکمتغیر را X : (Ω,F , P ) → (R,B) پذیر �اندازه تابع .٣١.١ تعریف
آن که می�کند القا زیر صورت به (R,B) روی احتمال اندازه یک X : (Ω,F , P ) → (R,B) تصادفی

می�دهیم. نشان PX نماد با و می�نامیم X تصادفی متغیر توزیع را

PX(B) = P
(
X−١(B)

)
, ∀B ∈ B.

نسبت را µ١ اندازه باشند. (Ω,F ) اندازه�پذیر فضای روی اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض .٣٢.١ تعریف
هرگاه ،µ١ ≪ µ٢ می�نویسیم و گوییم پیوسته مطلقا µ٢ به

∀A ∈ F ; µ٢(A) = ٠ ⇒ µ١(A) = ٠.

پیوسته مطلقا ،R روی لبگ اندازه به نسبت PX هر�گاه گوییم پیوسته را X تصادفی متغیر .٣٣.١ تعریف
باشد.

تعریف زیر صورت به ریاضی امید ،X : (Ω,F , P ) → (R,B) تصادفی متغیر برای .٣۴.١ تعریف
می�شود.

E(X) :=

∫
Ω

X(ω) dP (ω) =

∫
R

x dPX(x).

٠ < λ < ١ هر برای .٣۵.١ لم
aλb١−λ ≤ λa+ (١− λ)b. (١.١)

فرض است. برقرار روشنی به b = ٠ و a = ٠ ،a = b حالت�های از یک هر برای نا�مساوی برهان.
به می�کنیم. تعریف g(t) = t١−λ ضابطه با را g : [a, b] → R تابع صورت این در ،٠ < a < b کنید

داریم میانگین مقدار قضیه بر بنا است. پذیر مشتق و پیوسته تابع این روشنی

∃c ∈ (a, b); g′(c) =
g(b)− g(a)

b− a
=
b١−λ − a١−λ

b− a
= (١− λ)

١
cλ
.
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٠ < λ < ١ =⇒ (١− λ)
١
cλ
< (١− λ)

١
aλ
,

=⇒ g(b)− g(a)

b− a
=
b١−λ − a١−λ

b− a
< (١− λ)

١
aλ
,

=⇒ b١−λ − a١−λ < (١− λ)(b− a)
١
aλ
,

=⇒ aλb١−λ − a < (١− λ)b+ aλ− a,

=⇒ aλb١−λ ≤ λa+ (١− λ)b.

صورت این در ،١
p
+ ١

q
= ١ و p, q > ١ کنید فرض هولدر٣). (نا�مساوی ٣۶.١ لم

E[|XY |] ≤ E[|X|p]
١
p · E[|X|q]

١
q .

کنید فرض است. برقرار نتیجه روشنی به E[|Y |q] = ٠ یا E[|X|p] = ٠ که حالتی در برهان.
می�دهیم قرار λ = ١

p
فرض با ،E[|Y |q] ̸= ٠ و E[|X|p] ̸= ٠

a :=
|X|p

E[|X|p]
, b :=

|Y |q

E[|Y |q]
.

داریم قبل لم بر بنا ١− λ = ١
q
این�که به توجه با

aλb١−λ ≤ λa+ (١− λ)b.

|X|p

E[|X|p]
١
p

· |Y |q

E[|Y |q]
١
q

≤ ١
p
· |X|p

E[|X|p]
+
١
q
· |Y |q

E[|Y |q]
,

می�گیریم E[·] نامساوی این طرفین از

E

[
|XY |

E[|X|p]
١
p · E[|Y |q]

١
q

]
≤ E

[
١
p
· |X|p

E[|X|p]
+
١
q
· |Y |q

E[|Y |q]

]
=
١
p
· E[|X|p]
E[|X|p]

+
١
q
· E[|Y |q]
E[|Y |q]

= ١,

=⇒ E[|XY |] ≤ E[|X|p]
١
p · E[|X|q]

١
q .

می�کنیم تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان σ٢(X) با را X تصادفی واریانسمتغیر .٣٧.١ تعریف

σ٢(X) = E
[
(X − E(X))٢

]
.

٣Holder
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آن�گاه
∫
Ω

|f (X(ω)) | dP (ω) <∞ و باشد اندازه�پذیر f : R → R اگر کلی طور به

E [f(X)] :=

∫
Ω

f (X(ω)) dP (ω) =

∫
R

f(x) dPX(x).

هرگاه می�نامیم مستقل را B و A پیشامد دو .٣٨.١ تعریف

P (A ∩B) = P (A)P (B).

میدان�های -σ هر�گاه گوییم مستقل ,Xرا Y : (Ω,F , P ) → (R,B) تصادفی متغیر دو .٣٩.١ تعریف
B ∈ FY و A ∈ FX هر برای یعنی باشند. هم از مستقل FY و FX یعنی Y و X توسط شده تولید

باشیم داشته

P (A ∩B) = P (A)P (B).

تصادفی فرآیند ٢.٣.١

مفروض میدان -σ همچنین است. مفروض احتمال فضای (Ω,F , P ) از مقصود بخش این سراسر در
است. بورل میدان -σ اقلیدسی فضاهای روی

را (Ω,F , P ) مشترک احتمال فضای روی تصادفی متغیر�های از {Xt}t∈I خانواده�ی .۴٠.١ تعریف
باشد). ناپذیر شمارش یا پذیر شمارش می�تواند I گذار اندیس (مجموعه�ی می�نامیم تصادفی یکفرآیند

می�نامیم. مسیر یک را t→ Xt(ω) نگاشت ،ω ∈ Ω هر برای .۴١.١ تعریف

راست از تابع یک آن مسیر هر هرگاه گوییم پیوسته راست از را {Xt}t∈I تصادفی فرآیند .۴٢.١ تعریف
متناهی حد دارای چپ از و پیوسته راست از هرگاه، گوییم ۴ کدلاگ را X تصادفی فرآیند باشد. پیوسته

باشد.

هرگاه می�نامیم فیلتر یک را F میدان�های -σ زیر از F = {Ft, t ≥ ٠} خانواده�ی .۴٣.١ تعریف
هر�گاه، می�کند صدق معمول شرایط در F فیلتر گوییم .Fs ⊆ Ft باشیم داشته s ≤ t هر برای

باشد، پوچ -P مجموعه�های تمام شامل F٠ •

.Ft = ∩u>tFu یعنی باشد، راست پیوسته F •
۴Càdlàg
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سازگار � F فیلتر به نسبت را {Xt}t≥٠ تصادفی فرآیند باشد. فیلتر یک F کنید فرض .۴۴.١ تعریف
باشد. �اندازه�پذیر -Ft ،Xt تصادفی متغیر ، یعنی .Xt ∈ Ft ،t ≥ ٠ هر برای هر�گاه می�گوییم

می�نویسیم و است بزرگ�تر F فیلتر Gاز فیلتر می�گوییم باشند. فیلتر Gدو و F کنید فرض .۴۵.١ تعریف
هر�گاه ،F ⊂ G

∀t, Ft ⊂ Gt.

F = {Ft, t ≥ ٠} مانند فیلتر کوچکترین ،{Xt}t≥٠ تصادفی فرآیند طبیعی فیلتر .۴۶.١ تعریف
،t ≥ ٠ هر برای و ) است سازگار آن به نسبت {Xt}t≥٠ و می�کند صدق معمول شرایط در که است

.(Ft = σ(Xs; ٠ ≤ s ≤ t)

گوییم متناهی تغییر با [٠,١] بازه روی را {Xt}t≥٠ پیوسته�ی راست از تصادفی فرآیند .۴٧.١ تعریف
هر�گاه

VX(t, ω) := sup
n∑

i=١
|Xti(ω)−Xti−١(ω)| =

∫ t

٠
| dXs(ω)|,

مانند [٠,١] متناهی افراز�های روی سوپریمم آن در که باشد، متناهی a.s.

(٠ = t٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tn = ١),

است. شده گرفته

t ≥ ٠ هر برای هرگاه گوییم اندازه�پذیر تدریج به یا تدریجی را X تصادفی فرآیند .۴٨.١ تعریف
باشد. �اندازه�پذیر ([٠, t]× Ω,B[٠, t]⊗ Ft) روی (s, ω) → Xs(ω) حقیقی نگاشت

آن�گاه باشد، تدریجی X اگر است. اندازه�پذیر و سازگار تدریجی فرآیند هر .۴٩.١ توجه

E

[∫ ∞

٠
Xtdt

]
=

∫ ∞

٠
E[Xt]dt.

باشیم داشته و X٠ = ٠ هرگاه گوییم صعودی را {Xt}t∈I سازگار تصادفی فرآیند .۵٠.١ تعریف
(t١ ≤ t٢ ≤ · · · ) ⇒ (٠ = X٠ ≤ Xt١ ≤ Xt٢ ≤ · · · ).

می�نامیم. پیوسته صعودی فرآیند یک را فرآیندی چنین باشد، پیوسته I مجموعه�ی هرگاه علاوه به

سازگار تصادفی فرآیند به باشد. F روی فیلتر یک {Ft}t∈R+ کنید فرض .۵١.١ تعریف
باشیم داشته هر�گاه گوییم استاندارد۵ برآونی حرکت W = {Wt}t∈R+

.a.s. ،W٠ = ٠ الف)

۵Standard Brownian motion
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واریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای Wt −Ws تصادفی متغیر ،٠ ≤ s < t هر برای ب)
باشد، t− s

t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn برای Wtn −Wtn−١ ،... ،Wt٣ −Wt٢ ،Wt٢ −Wt١ تصادفی متغیر�های ج)
است). مستقل نمو�های دارای Wt (گوییم باشند مستقل

وینر فرآیند�های از (W ١
t , . . . ,W

n
t ) �تایی -n می�گوییم. نیز وینر۶ فرآیند را استاندارد برآونی حرکت

می�گوییم. (Rn (در �بعدی -n وینر فرآیند یک را (R (در W n
t ،. . . ،W ١

t مستقل

شرطی امید ٣.٣.١

دنباله�ای هرگاه، گوییم متناهی -σ را µ باشد. (X,A ) روی اندازه یک µ کنید فرض .۵٢.١ تعریف
و X = ∪∞

n=١Xn باشیم داشته که طوری به باشد داشته وجود A اعضای از X١, X٢, · · · مانند
∀n ≥ ١, µ(Xn) <∞.

از �میدانی -σ زیر D کنید فرض و باشد احتمال فضای یک (Ω,F , P ) کنید فرض .۵٣.١ تعریف
-D تصادفی متغیر یک D شرط به Y امید باشد. انتگرال�پذیر و نامنفی تصادفی، متغیری Y و F

داریم و می�دهیم نشان E(Y |D) با را آن که است �اندازه�پذیر

∀D ∈ D ,

∫
D

E(Y |D) dP =

∫
D

Y dP.

به باشند (X,A ) روی متناهی -σ اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض نیکودیم٧). (رادون ۵۴.١ قضیه
و f ≥ ٠ که دارد وجود X روی f �انتگرال�پذیر -µ٢ و �اندازه�پذیر -A تابع .µ١ ≪ µ٢ که طوری

∀A ∈ A , µ١(A) =

∫
A

f dµ٢.

به نیکودیم رادون مشتق قضیه�ی از ،Y نامنفی تصادفی متغیر برای شرطی امید وجود .۵۵.١ توجه
می�شود. نتیجه سادگی

می�شود تعریف زیر صورت به شرطی امید دلخواه، انتگرال�پذیر تصادفی متغیر برای .۵۶.١ تعریف

E(Y |D) = E(Y +|D)− E(Y −|D),

.Y −(ω) = max{−Y (ω),٠} و Y +(ω) = max{Y (ω),٠} ،ω هر برای آن در که
۶Wiener process
٧Radon-Nikodym
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تصادفی متغیر�های و باشد محدب تابعی φ : R → R کنید فرض جنسن٨). (نامساوی ۵٧.١ قضیه
صورت این در باشند. انتگرال�پذیر φ(Y ) و Y

φ (E(Y |D)) ≤ E (φ(Y )|D) , a.s.

باشد. اندازه فضای یک (X,A , µ) کنید فرض

(X,A , µ) فضای روی نا�منفی اندازه�پذیر توابع از دلخواه دنباله�ای {fn} کنید فرض (فاتو٩). ۵٨.١ لم
صورت این در ∫باشند،

(lim inf fn) dµ ≤ lim inf

∫
fn dµ.

کنید. رجوع [١٠] به برهان.

تابعی و باشد انتگرال�پذیر توابع از دنباله�ای {fn} کنید فرض تسلطی). همگرایی (قضیه�ی ۵٩.١ قضیه
آن�گاه a.e. ،fn → f اگر .|fn| ≤ g باشیم داشته n هر برای که باشد داشته وجود g مانند انتگرال�پذیر

و است انتگرال�پذیر تابعی f

lim
n→∞

∫
fndµ =

∫
lim
n→∞

fndµ =

∫
fdµ.

کنید. رجوع [١٠] به برهان.

مارتینگل ۴.٣.١
مارتینگل١٠ F = {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را تصادفی متغیر�های از {Xn}n∈Z+ دنباله�ی تعریف۶٠.١.

هرگاه می�نامیم

،E(|Xn|) <∞ ،n هر برای یعنی باشد. انتگرال�پذیر Xn ،n هر برای .١

باشد، سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .٢

.a.s. ،E(Xn+١|Fn) = Xn ،n هر برای .٣

هرگاه گوییم پیش�بینی قابل {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفی فرآیند .۶١.١ تعریف
باشد. �اندازه�پذیر -Fn−١ ،Xn تصادفی متغیر ،n ∈ N هر برای

٨Jensen’s Inequality
٩Fatou
١٠Martingale
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فیلتر به نسبت مارکوف) زمان (یا توقف زمان را τ : Ω → Z+ ∪ {∞} نگاشت .۶٢.١ تعریف
باشیم داشته n ∈ Z+ هر برای هرگاه گوییم F = {Fn}n∈Z+

{τ ≤ n} ∈ Fn.

تنها و اگر است توقف زمان یک τ صورت این در .τ : Ω → Z+ ∪ {∞} کنید فرض .۶٣.١ گزاره
باشیم داشته n ∈ Z+ هر برای اگر

{τ = n} ∈ Fn.

کنید. مراجعه [٣٩] به برهان.

به را ]]ν, τ ]] تصادفی بازه باشند. F فیلتر به نسبت توقف زمان دو ν و τ کنید فرض .۶۴.١ تعریف
می�کنیم. تعریف زیر صورت

]]ν, τ ]] = {(t, ω) : ν(ω) < t ≤ τ(ω)}.

�میدان -σ ،ν ≤ τ آن در که ،]]ν, τ ]] تصادفی بازه�های وسیله�ی به B ⊗F در شده تولید �میدان -σ به
می�گوییم. پیش�بینی قابل

یکنواخت طور به را انتگرال�پذیر تصادفی متغیر�های از {Xα, α ∈ I} خانواده�ی .۶۵.١ تعریف
که باشد موجود M > ٠ ،ϵ > ٠ هر برای هر�گاه گوییم انتگرال�پذیر

∀α ∈ I E(|Xα|χ{|Xα|>M}) =

∫
{|Xα|>M}

|Xα| dP < ϵ.

برای هرگاه، می�نامیم موضعی دنباله�ی یک را توقف زمان�های از {Tn}n∈Z+ دنباله�ی .۶۶.١ تعریف
.a.s. ،limn→∞ Tn = ∞ و Tn ≥ Tn−١ ،n ≥ ١ هر

هرگاه می�نامیم موضعی مارتینگل را {Xt}t≥٠ پیوسته�ی راست از و سازگار فرآیند .۶٧.١ تعریف
فرآیند n هر برای که طوری به باشد داشته وجود {Tn}n∈Z+ توقف زمان�های از موضعی دنباله�ای

{XTn∧tχ{Tn>٠} : t ≥ ٠},

باشد. انتگرال�پذیر یکنواخت طور به مارتینگل یک

با (موضعا موضعی متناهی تغییر با فرآیند یک را {Xt}t≥٠ متناهی تغییر با فرآیند .۶٨.١ تعریف
طوری به باشد داشته وجود {Tn}n∈Z+ توقف زمان�های از موضعی دنباله�ای هر�گاه می�نامیم متناهی) تغییر

باشد. متناهی تغییر با فرآیند یک {XTn∧t}t≥٠ فرآیند که

گاه هر می�نامیم �بعدی -d پیوسته مارتینگل نیم یک را X مقدار -Rd تصادفی فرآیند .۶٩.١ تعریف
موضعی مارتینگل Mیک i که باشد، X i =M i +Ai صورت به ای تجزیه دارای آن از X i مولفه�ی هر

است. متناهی تغییر با موضعا سازگار و پیوسته فرآیند یک Ai و M i
٠ = ٠ با پیوسته
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تصادفی انتگرال ۵.٣.١

انتگرال می�خواهیم باشد. شده داده f(t, ω) : [٠,∞)× Ω → R و ٠ ≤ s < T کنید ∫فرض T

s

f(t, ω)dBt(ω),

انتگرال این ابتدا منظور، این برای است. بعدی یک- برآونی حرکت یک Bt(ω) که کنیم تعریف را
ساده توابع با آن�ها تقریب طریق از را کلی�تر توابع آن�گاه و می�کنیم تعریف ساده توابع از رده�ای برای را
متغیر و a < b که b و a حقیقی اعداد یعنی باشد؛ ابتدایی تابع یک f کنید فرض ابتدا می�کنیم. بررسی

و است پذیر اندازه Fa ،X که باشد موجود X تصادفی
f(t, ω) = X(ω)I(a,b](t),

صورت این در است. مشخصه تابع I ∫که t

a

f(s, ω)dBs(ω) = X(ω)(Bb∧t(ω)−Ba∧t(ω)). (٢.١)

یعنی باشد، ساده تابع یک f کنید فرض حال

f =
N∑
j=٠

fj,

صورت این در هستند. بالا صورت به ابتدایی توابع �fjها ∫که t

a

f(s, ω)dBs(ω) =
N∑
j=٠

∫ t

a

fj(s, ω)dBs(ω). (٣.١)

این با است توابع از رده�ای ،[٠,∞) × Ω مجموعه�ی روی f(t, ω) توابع از P٢ رده�ی .٧٠.١ تعریف
ویژگی�ها

باشد، اندازه�پذیر -B × F ،(t, ω) → f(t, ω) تابع •

باشد، اندازه�پذیر -Ft ،f(t, ·) تابع ،t هر ازای به •

.E
[∫ T

٠ f٢(s, ω)ds
]
<∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آن�گاه باشد، ابتدایی و کراندار ϕ(t, ω) تابع اگر ایتو). ایزومتری (لم ٧١.١ لم

E

[(∫ T

S

ϕ(t, ω)dBt(ω)

)٢]
= E

[∫ T

S

ϕ٢(t, ω)dt

]
.

کنید. مراجعه [٢٧] به برهان.

،T هر برای که است موجود ساده توابع از {fn} دنباله�ی آن�گاه ،f ∈ P٢ اگر .٧٢.١ قضیه

E

[∫ T

٠
(f(s)− fn(s))

٢ ds

]
n→∞−−−→ ٠.
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کنید. مراجعه [٢٧] به برهان.

که است موجود {ϕn} مانند ابتدایی توابع از دنباله�ای ،f ∈ P٢ برای .٧٣.١ نتیجه

E

[∫ T

٠
|f(s)− ϕn(s)|٢ ds

]
n→∞−−−→ ٠.

نوشت می�توان نتیجه در

I[f ](ω) =

∫ T

S

f(t, ω)dBt(ω) := lim
n→∞

∫ T

S

ϕn(t, ω)dBt(ω).

دنباله�ی ایتو ایزومتری لم طبق زیرا دارد وجود L٢(Ω, P ) از عضوی عنوان به حد ∫این T

S

ϕn(t, ω)dBt(ω),

است. L٢(Ω, P ) در کوشی دنباله�ای

ایتو فرمول ۶.٣.١

تصادفی انتگرال یک باشد. (Ω,F , P ) روی برآونی حرکت یک (Bt)t≥٠ کنید فرض .٧۴.١ تعریف
می�شود. تعریف زیر صورت به و است (Ω,F , P ) روی Xt تصادفی فرآیند یک بعدی، یک-

Xt(ω) = X٠(ω) +

∫ t

٠
u(s, ω)ds+

∫ t

٠
v(s, ω)dBs(ω).

با است معادل که

dXt = udt+ vdBt.

این در ،Yt = g(t,Xt) و dXt = udt+ vdBt کنید فرض ایتو١١). بعدی یک- فرمول ) ٧۵.١ قضیه
صورت

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
dXt +

١
٢
∂٢g

∂x٢
(t,Xt)(dXt)

٢.

داریم .٧۶.١ توجه

(dB)٢ = dt, dt · dt = dt · dBt = dBt · dt = ٠.

لذا .g(t, x) = x٢ صورت این در ،Yt = B٢
t کنید فرض .٧٧.١ مثال

∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂x
= ٢x, ∂g

∂x
= ٢,

داریم ایتو فرمول از استفاده با

dYt = ٢BtdBt + dt.

١١Ito
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و بعدی -n تصادفی انتگرال یک dXt = udt + vdBt کنید فرض ایتو). کلی (فرمول ٧٨.١ قضیه
صورت این در باشد. C٢ نگاشت یک g : [٠,∞)× R٢ → R٢

Y (t, ω) = g(t,Xt),

داریم و است تصادفی انتگرال یک

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
dXi +

١
٢
∑
i,j

∂٢g

∂xixj
(t,Xt)dXidXj.

داریم .٧٩.١ توجه
dBi · dBj = δijdt, dt = dt · dBi = dBi · dt = ٠.

لذا .g(t, x) = x٢١ + x٢٢ آن�گاه ،Xt = B٢
١(t) +B٢

٢(t) اگر .٨٠.١ مثال
∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂xi
= ٢xi,

∂g

∂xi∂xj
= ٢δij.

بنابراین

dXt =
٢∑

i=١
٢BidBi +

١
٢

٢∑
i,j

٢δijdBidBj = ٢(B١dB١ +B٢dB٢ + dt).



٢ فصل

تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای
کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی

٢١



٢٢ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

حالت در را پیوسته ضرایب با بعد�ی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات فصل این در
این حل یکتایی و وجود در اساسی، قضایای از پاره�ای به پس می�دهیم. قرار مطالعه مورد کلاسیک

می�پردازیم. معادلات

است زیر شکل به معادله�ای (BSDE) بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی یک

Yt = ξ +

∫ T

t

f(s, Ys, Zs) ds−
∫ T

t

Zs dWs, = t ∈ [٠, T ], (١.٢)

f : [٠, T ]×Ω×R×Rd → R تصادفی تابع و هستند نامعلوم Z و Y تصادفی فرآیند�های آن در که
شده�اند. داده می�شوند، نامیده نهایی مقدار و مولد ترتیب به که ξ تصادفی متغیر و

مقدمه ١.٢

او شدند. معرفی ١٩٧٣ سال در خطی فرم یک در [٢] ١ بیسموت توسط بار اولین برای BSDEها

غیر�خطی ریکاتی بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی برای را کراندار جوابی یکتایی و وجود آن از پس
معمولی غیر�خطی �BSDEهای روی که بودند افرادی جمله از [٢٨] پنگ٣ و پارادوکس٢ .[٣] داد نشان
پس آن از کردند. اثبات را معادلات نوع این سازگار جواب�های یکتایی و وجود ١٩٩٠ سال در و مطالعه
مالی، ریاضیات مانند علوم مختلف شاخه�های در و گرفتند قرار مطالعه مورد گسترده طور به BSDEها

که است این زمینه این در مهم سوال یک کردند. پیدا ورود جزئی دیفرانسیل معادلات و تصادفی کنترل
روی ۴ لیپشیتس پیوستگی شرط تضعیف با را پنگ و پارادوکس یکتایی و وجود نتایج می�توان چطور
حالت در می�پردازیم. زمینه این در شده انجام تلاش�های برخی بیان به این�جا در بخشید؟ بهبود f مولد
f مولد به که لیپشیتس پیوسته�ی توابع از یکنوا دنباله�ای ساختن با سان�مارتین۶ و لپلتیر۵ بعدی، یک�-
مولد آن در که BSDE برای را مینیمال جوابی وجود [١٨] در مقایسه قضیه�ی از استفاده و می�کند میل
را وجودی نتیجه�ای [١۶] کابیلانسکی٧ کردند. اثبات دارد، خطی رشدی و است پیوسته (y, z) در f
است، کراندار نهایی شرط و بوده z در دوم درجه رشدی دارای و است پیوسته (y, z) در f که زمانی

١Bismut
٢Pardoux
٣Peng
۴Lipschitz
۵Lepeltier
۶San Martin
٧Kobylanski



٢٣ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب وجودی بررسی .٢.٢

یکتایی و وجود نتایج ترتیب به [۵ ،۴] هو٩ و برایند٨ نیست، کراندار نهایی شرط که زمانی نمود. اثبات
و پیوسته، z در یکنواخت طور به f مولد که زمانی را جواب یکتایی [١۴] در ١٠ جی�آی کردند. ارائه را

است. آورده دست به را است یکنواخت یا لیپشیتس پیوسته�ی y در

(y, z) به نسبت f مولد که زمانی را بعدی یک�-� BSDE یک حل -�Lp یکتایی و وجود فصل این در
می�کنیم. اثبات را (١ < p ≤ ٢) ξ ∈ Lp نهایی مقدار و است پیوسته یکنواخت طور به

ضرایب با ��BSDEها حل -�Lp وجود به ٢.٢ بخش است. شده بندی طبقه زیر صورت به فصل این
یکنواخت پیوسته ضرایب با �BSDEها �حل -LP یکتایی اثبات شامل ٣.٢ بخش است. پرداخته پیوسته

است.

بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب وجودی بررسی ٢.٢

به ابتدا منظور این برای می�پردازیم. �BSDEها حل -Lp وجود بررسی به خلاصه طور به بخش این در
می�کنیم. بیان را [٧] اصلی قضایای و مفاهیم سپس و می�پردازیم [١٨ ،۶] از قضیه و لم چند یاد�آوری

می�پردازیم. می�شود، استفاده بخش این سراسر در که نماد�هایی معرفی به زیر در

کنید فرض بخش این سراسر در .١.٢ قرارداد
-d استاندارد برآونی Wحرکت = {Wt}t∈[٠,T ] و کامل احتمال فضای یک (Ω,F , P ) کنید فرض (١

باشد. مثبت و ثابت عددی T و باشد آن روی (Rd در مقادیر (با بعدی
مجموعه�های وسیله�ی به شده کامل ،W برآونی حرکت طبیعی فیلتر نشانگر {Ft}t∈[٠,T ] مجموعه�ی (٢

است. F پوچ -�P
بازه�ی از ثابت پس این از و دلخواه عددی p و Ft × B[٠, T ] بینی پیش قابل میدان -��σ � زیر D (٣

است. (١,٢]
می�کنیم تعریف ،x, y ∈ Rn و n ∈ N برای (۴

|x| ≜

√√√√ n∑
i=١

x٢i , ⟨x, y⟩ ≜
n∑

i=١
xiyi.

صورت به ,٠)Hpیا T ;Rd) با را {ηt}t∈[٠,T ] �مقدار -Rd و �اندازه�پذیر -D فرآیند�های تمام مجموعه�ی (۵

٨Braind
٩Hu
١٠Jia



٢۴ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

که می�دهیم، نشان Hp
d با ساده�تر

∥η∥Hp
d
≜
{
E

[(∫ T

٠
|η(t)|٢ dt

) p
٢
]} ١

p

<∞.

که را {η(t)}t∈[٠,T ] بعدی یک�-� پیوسته�ی و سازگار فرآیند�های تمام مجموعه�ی (۶

∥η∥Sp ≜
[
E

(
sup

٠≤t≤T
|ηt|p

)] ١
p

<∞,

می�دهیم. نشان Sp با ساده�تر طور به یا و Sp(٠, T ;R) با را
-Ft مقدار حقیقی تصادفی متغیر�های مجموعه�ی نشان�دهنده�ی Lp ساده�تر طور به یا Lp(Ω,Ft, P ) (٧

طوری�که به است ξ �اندازه�پذیر
∥ξ∥Lp ≜ (E|ξ|p)

١
p <∞.

هستند. باناخ (Sp, ∥.∥Sp) و (Hp
d , ∥.∥Hp

d
) فضاهای که کرد بررسی می�توان سادگی به

کنید فرض پس این از

داریم است، اندازه�پذیر -D ⊗ B(Rd+١) ،f : [٠, T ]× Ω× R× Rd → R مولد A1

∀(t, ω, y, z) ∈ [٠, T ]× Ω× R× Rd, |f(t, ω, y, z)| ≤ K(١+ |y|+ |z|),

است. مثبت و ثابت عددی K آن در که

است. پیوسته (y, z) در f(t, y, z) ،(t, ω) ∈ [٠, T ]× Ω هر برای A2

می�باشد. Lp به متعلق ξ نهایی مقدار A3

S٢ ×H٢
d در (Y, Z) جواب دارای (١.٢) معادله باشند، برقرار A2 و A1 و ξ ∈ L٢ اگر .٢.٢ قضیه

است.

کنید. مراجعه [١٨] به برهان.

دارای (١.٢) معادله�ی A3–A1 شرایط تحت که می�کنیم ثابت [١٨] با مشابه طریقی به .٣.٢ توجه
است. زیر مفهوم به (Y , Z) ∈ Sp × Hp

d مینیمال جواب و (Y , Z) ∈ Sp × Hp
d ماکسیمال جواب

داریم (١.٢) معادله�ی از (Y, Z) ∈ Sp ×Hp
d جواب هر برای

∀٠ ≤ t ≤ T, Y t ≤ Yt ≤ Y t, a.s..

می�دهیم قرار n ∈ N هر برای .۴.٢ قرارداد

f
n
(t, y, z) ≜ inf

(u,v)∈Rd+١
{f(t, u, v) + n(|y − u|+ |z − v|)}, (٢.٢)

f̄n(t, y, z) ≜ sup
(u,v)∈Rd+١

{f(t, u, v)− n(|y − u|+ |z − v|)}. (٣.٢)



٢۵ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب وجودی بررسی .٢.٢

نوشت. زیر صورت به می�توان را f
n

∀(y, z) ∈ Rd+١, f
n
(t, y, z) = inf

(u,v)∈Rd+١
{f(t, y − u, z − v) + n(|u|+ |v|)}.

هستند زیر ویژگی�های دارای f̄n و f
n
توابع n ≥ K هر برای .۵.٢ لم

داریم (t, ω, y, z) هر برای خطی: رشد (i)

−K(|y|+ |z|+ ١) ≤ f
n
(t, y, z) ≤ f(t, y, z) ≤ f̄n(t, y, z) ≤ K(|y|+ |z|+ ١);

f̄n؛ ≥ f̄n+١ و f
n
≤ f

n+١ ،(t, ω, y, z) هر برای :n در یکنوایی (ii)

داریم ،(t, ω, y, z), (t, ω, y′, z′) ∈ [٠, T ]× Ω× R× Rd برای لیپشیتس: پیوستگی (iii)

|f
n
(t, y, z)− f

n
(t, y′, z′)| ≤ n(|y − y′|+ |z − z′|),

|f̄n(t, y, z)− f̄n(t, y
′, z′)| ≤ n(|y − y′|+ |z − z′|);

آن�گاه (yn, zn) → (y, z) اگر قوی: همگرایی (iv)
lim
n→∞

f
n
(t, yn, zn) = f(t, y, z),

و
lim
n→∞

f̄n(t, yn, zn) = f(t, y, z).

کنید. مراجعه [١٨] به برهان.

می�گیریم. نظر در را زیر BSDE دو

Yt = ξ +

∫ T

t

f
n
(s, Ys, Zs) ds−

∫ T

t

Zs dWs, n ≥ K, (۴.٢)

و

Ut = ξ +

∫ T

t

K(١+ |Us|+ |Vs|) ds−
∫ T

t

Vs dWs. (۵.٢)

می�دهد. نشان را �BSDEها �حل -Lp یکتایی و وجود زیر قضیه�ی

و باشد �D-�اندازه�پذیر ⊗ B(R٢l+d) ،�g : [٠, T ] × Ω × Rl × Rl×d → Rl کنید فرض .۶.٢ قضیه
: باشیم داشته

هر برای به�طوری�که، باشند داشته وجود µ ∈ R و λ ≥ ٠ ثابت (i)
(t, y, y′, z, z′) ∈ [٠, T ]× Rl × Rl × Rl×d × Rl×d

باشیم داشته

|g(t, y, z)− g(t, y, z′)| ≤ λ|z − z′|, ⟨y − y′, g(t, y, z)− g(t, y′, z)⟩ ≤ µ|y − y′|٢, a.s.,



٢۶ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

است، پیوسته y 7→ g(t, y, z) نگاشت ،(t, z) ∈ [٠, T ]× Rl×d هر برای ،a.s. (ii)

.∀r > ٠, Φr(t) ≜ sup|y|≤r |g(t, y,٠)− g(t,٠,٠)| ∈ L٠])١, T ]× Ω, dt× dP ) (iii)

(Y, Z) یکتای حل دارای (ξ, g) به بسته (١.٢) BSDE آن�گاه ،ξ ∈ (Lp)l و g(.,٠,٠) ∈ Hp
l اگر

به�طوری�که دارد، وجود T و p ،µ ،λ به وابسته C ثابت علاوه به است. (Sp ×Hp
d)

l در

E

[(
sup

٠≤t≤T
|Yt|p

)
+

(∫ T

٠
|Zt|٢ dt

) p
٢
]
≤ CE

[
|ξ|p +

(∫ T

٠
|g(t,٠,٠)|٢ dt

) p
٢
]
.

کنید. مراجعه [۶] به برهان.

در یکتایی جواب�های دارای (٣٣.۴) و (٣٢.۴) معادله�ی دو که دانیم می ۶.٢ قضیه�ی از .٧.٢ توجه
در مقایسه قضیه�ی از می�دهیم. نشان (U, V ) و (Y n, Zn) با را آن�ها ترتیب به که هستند، Sp ×Hp

d

داریم [٩]
∀n ≥ m ≥ K, Y m

t ≤ Y n
t ≤ Ut, ∀t ∈ [٠, T ], a.s.. (۶.٢)

به�طوری�که دارد، وجود L ثابت عدد .٨.٢ لم

∀n ≥ K, ∥(Y n, Zn)∥Sp×Hp
d
≤ L, ∥(U, V )∥Sp×Hp

d
≤ L.

که است موجود D ثابت (۶.٢) رابطه�ی و ۶.٢ قضیه�ی به توجه با برهان.
sup
n≥K

∥Y n∥Sp ≤ D, ∥U∥Sp ≤ D, ∥V ∥Hp
d
≤ D. (٧.٢)

داریم ٢ab ≤ ϵa٢ + (ϵ)−١b٢ نامساوی و (Y n)٢ برای ایتو فرمول از

(Y n
٠)

٢ +

∫ T

٠
|Zn

t |٢ dt = ξ٢ + ٢
∫ T

٠
Y n

t fn
(t, Y n

t , Z
n
t ) dt− ٢

∫ T

٠
Y n

t Z
n
t dWt

≤ ξ٢ + ٢K
∫ T

٠
|Y n

t |(١+ |Y n
t |+ |Zn

t |) dt+ ٢
∣∣∣∣∫ T

٠
Y n

t Z
n
t dWt

∣∣∣∣
≤ ξ٢ + ٢KT sup

٠≤t≤T
|Y n

t |+ ٢KT sup
٠≤t≤T

|Y n
t |٢

+

∫ T

٠

(
K٢

ϵ
|Y n

t |٢ + ϵ|Zn
t |٢
)

dt+ ٢
∣∣∣∣∫ T

٠
Y n

t Z
n
t dWt

∣∣∣∣ .
صورت این در ،ϵ = ١

٢ می�دهیم ∫قرار T

٠
|Zn

t |٢ dt ≤ ٢ξ٢+۴KT sup
٠≤t≤T

|Y n
t |+۴KT (K+١) sup

٠≤t≤T
|Y n

t |٢+۴
∣∣∣∣∫ T

٠
Y n

t Z
n
t dWt

∣∣∣∣ .
نتیجه در و

E

[(∫ T

٠
|Zn

t |٢ dt
) p

٢
]
≤ CpE

(
|ξ|p + sup

٠≤t≤T
|Y n

t |
p
٢ + sup

٠≤t≤T
|Y n

t |p +
∣∣∣∣∫ T

٠
Y n

t Z
n
t dWt

∣∣∣∣
p
٢
)
,



٢٧ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب وجودی بررسی .٢.٢

داریم BDG نامساوی از علاوه به است. p و T ،K به وابسته ثابتی Cp که

CpE

(∣∣∣∣∫ T

٠
Y n

t Z
n
t dWt

∣∣∣∣
p
٢
)

≤ CpE

(
sup

٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ T

٠
Y n

t Z
n
t dWt

∣∣∣∣
p
٢
)

≤ CpE

[(∫ T

٠
|Y n

t |٢|Zn
t |٢ dt

) p
۴
]

≤ CpE

[
sup

٠≤t≤T
|Y n

t |
p
٢

(∫ T

٠
|Zn

t |٢ dt
) p

۴
]

≤ ϵE

[(∫ T

٠
|Zn

t |٢ dt
) p

٢
]
+ ϵ−١C٢

pE

(
sup

٠≤t≤T
|Y n

t |p
)
.

می�رسیم. مطلوب نتیجه به (٧.٢) رابطه�ی موجب به ترتیب این به .ϵ = ١
٢ می�دهیم قرار مجددا

. ŷ ≜ y

|y|
χ{y ̸=٠} کنید فرض می�پردازیم. ایتو معروف فرمول از توسیعی بیان به اکنون

صورت به شده تعریف {Xt}t∈[٠,T ] �Rl-�مقدار نیم�-�مارتینگل .٩.٢ لم

Xt = X٠ +

∫ t

٠
Ks ds+

∫ t

٠
Hs dWs, ٠ ≤ t ≤ T

دارای ترتیب به و اندازه�پذیر تدریج به فرآیند دو {Ht}t∈[٠,T ] و {Kt}t∈[٠,T ] آن در که بگیرید نظر در را
و هستند Rl×d و Rl در ∫مقادیر T

٠
(|Kt|+ |Ht|٢) dt <∞ a.s..

داریم p ≥ ١ هر برای صورت این در

|Xt|p − χ{p=١}Lt

= |X٠|p + p

∫ t

٠
|Xs|p−١⟨X̂s, Ks⟩ ds+ p

∫ t

٠
|Xs|p−١⟨X̂s, Hs dWs⟩

+
p

٢

∫ t

٠
|Xs|p−٢χ{Xs ̸=٢)}{٠− p)(|Hs|٢ − ⟨X̂s, HsH

∗
s X̂s⟩) + (p− ١)|Hs|٢} ds,

مجموعه مرز روی تنها فرآیند این .L٠ = ٠ و است پیوسته و صعودی فرآیندی {Lt}t∈[٠,T ] آن در که
می�کند. صعود {t ∈ [٠, T ], Xt = ٠} تصادفی

کنید. مراجعه [۶] به برهان.

است. Sp ×Hp
d در کوشی١١ دنباله�ای (Y n, Zn) .١٠.٢ لم

١١Cauchy



٢٨ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

از پس است، کراندار Sp در (Y n) دنباله�ی می�دهیم. نشان Y با را (Y n) صعودی دنباله�ی حد برهان.
داریم تسلطی همگرایی قضیه�ی و فاتو لم

E

(
sup

٠≤t≤T
|Y t|p

)
<∞, (٨.٢)

E

∫ T

٠
|Y n

t − Y t|p dt→ ٠. (٩.٢)

،m,n ≥ K هر برای ٩.٢ لم طبق است. Sp در کوشی دنباله�ای (Y n)n≥K می�دهیم نشان اکنون
،Ht = −(Zn

t −Zm
t ) و Kt = f

n
(t, Y n

t , Z
n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t ) ،Xt = Y n

t − Y m
t دادن قرار با

داریم

|Y n
t − Y m

t |p +
p(p− ١)

٢

∫ T

t

|Y n
s − Y m

s |p−٢χ{Y n
s−Y m

s ̸=٠}|Zn
s − Zm

s |٢ ds

≤ p

∫ T

t

|Y n
s − Y m

s |p−١( ̂Y n
s − Y m

s )[fn
(s, Y n

s , Z
n
s )− f

m
(s, Y m

s , Z
m
s )] ds

− p

∫ T

t

|Y n
s − Y m

s |p−١( ̂Y n
s − Y m

s )(Z
n
s − Zm

s ) dWs. (١٠.٢)

داریم هولدر نامساوی و BDG نامساوی از

E

(∣∣∣∣∫ T

٠
|Y n

s − Y m
s |p−١( ̂Y n

s − Y m
s )(Z

n
s − Zm

s ) dWs

∣∣∣∣)
≤ E

(
sup

٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠
|Y n

s − Y m
s |p−١( ̂Y n

s − Y m
s )(Z

n
s − Zm

s ) dWs

∣∣∣∣)

≤ CpE

(∫ T

٠
|Y n

s − Y m
s |٢p−٢|Zn

s − Zm
s |٢ ds

) ١
٢


≤ CpE

 sup
٠≤t≤T

|Y n
t − Y m

t |p−١
(∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) ١
٢


≤ Cp

(
E sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y m
t |p
) p−١

p

{
E

[(∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) p
٢
]} ١

p

<∞,

موضعی مارتینگل می�دهد نشان ∫که t

٠
|Y n

s − Y m
s |p−١( ̂Y n

s − Y m
s )(Z

n
s − Zm

s ) dWs, t ∈ [٠, T ]



٢٩ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب وجودی بررسی .٢.٢

داریم (١٠.٢) رابطه�ی به توجه با بنابراین است. مارتینگل یک

E

∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p−٢χ{Y n

t −Y m
t ̸=٠}|Zn

t − Zm
t |٢ dt

≤ ٢
p− ١E

∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p−١( ̂Y n

t − Y m
t )[fn

(t, Y n
t , Z

n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )] dt. (١١.٢)

داریم ٢ab ≤ ϵa٢ + ϵ−١b٢ نامساوی� و هولدر نامساوی� از همچنین

E

(
sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y m
t |p
)

≤ pE

∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p−١|fn

(t, Y n
t , Z

n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )| dt

+ ٢pE
(

sup
٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠
|Y n

s − Y m
s |p−١( ̂Y n

s − Y m
s )(Z

n
s − Zm

s ) dWs

∣∣∣∣)
≤ pE

∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p−١|fn

(t, Y n
t , Z

n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )| dt

+ ٢pCpE

(∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |٢p−٢χ{Y n

t −Y m
t ̸=٠}|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) ١
٢


≤ pE

∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p−١|fn

(t, Y n
t , Z

n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )| dt

+ ٢pCpE

 sup
٠≤t≤T

|Y n
t − Y m

t |
p
٢

(∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p−٢χ{Y n

t −Y m
t ̸=٠}|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) ١
٢


≤ pE

∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p−١|fn

(t, Y n
t , Z

n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )| dt

+ ϵ−١p٢C٢
pE

∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p−٢χ{Y n

t −Y m
t ̸=٠}|Zn

t − Zm
t |٢ dt

+ ϵE

(
sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y m
t |p
)
. (١٢.٢)

داریم (١٢.٢) و (١١.٢) روابط از استفاده و ϵ = ١
٢ دادن قرار با

E

(
sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y m
t |p
)

≤ CpE

∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p−١|fn

(t, Y n
t , Z

n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )| dt

≤ Cp

(
E

∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |p dt

) p−١
p
(
E

∫ T

٠
|f

n
(t, Y n

t , Z
n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )|p dt

) ١
p

.



٣٠ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

داریم هولدر نامساوی و ٨.٢ لم ،f
n
خطی رشد از

E

∫ T

٠
|f

n
(t, Y n

t , Z
n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )|p dt

≤ CpE

∫ T

٠
(١+ |Y n

t |p + |Zn
t |p + |Y m

t |p + |Zm
t |p) dt

≤ Cp

(
T + T∥Y n

t ∥
p
Sp + T∥Y m

t ∥
p
Sp + T

٢−p
٢ ∥Zn

t ∥
p
Hp

d
+ T

٢−p
٢ ∥Zm

t ∥
p
Hp

d

)
<∞. (١٣.٢)

داشت خواهیم ،(١٣.٢) و (٩.٢) روابط از بنابراین

lim
n,m→∞

E

(
sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y m
t |p
)

= ٠.

،(Y n
t −Y m

t )
٢ برای ایتو فرمول از است. Hp

d در کوشی دنباله�ای (Zn) دنباله�ی که می�کنیم ثابت اکنون
داریم

(Y n
٠ − Y m

٠ )
٢ +

∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t |٢ dt

= ٢
∫ T

٠
(Y n

t − Y m
t )[fn

(t, Y n
t , Z

n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )] dt

− ٢
∫ T

٠
(Y n

t − Y m
t )(Z

n
t − Zm

t ) dWt

≤ ٢
∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t ||fn

(t, Y n
t , Z

n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )| dt

+ ٢ sup
٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠
(Y n

t − Y m
t )(Z

n
t − Zm

t ) dWt

∣∣∣∣ .
بنابراین

E

[(∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) p
٢
]

≤ CpE

[(∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t ||fn

(t, Y n
t , Z

n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )| dt

) p
٢

+

(
sup

٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠
(Y n

t − Y m
t )(Z

n
t − Zm

t ) dWt

∣∣∣∣)
p
٢
]
. (١۴.٢)



٣١ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب وجودی بررسی .٢.٢

داریم ٢ab ≤ ϵa٢ + ϵ−١b٢ و BDG نامساوی از طرفی از

CpE

(
sup

٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠
(Y n

t − Y m
t )(Z

n
t − Zm

t ) dWt

∣∣∣∣
p
٢
)

≤ CpE

[(∫ T

٠
|Y n

t − Y m
t |٢|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) p
۴
]

≤ CpE

[
sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y m
t |

p
٢

(∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) p
۴
]

≤ ϵE

[(∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) p
٢
]
+ ϵ−١C٢

pE

(
sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y m
t |p
)
.

داریم هولدر نامساوی و (١۴.٢) رابطه�ی به توجه با صورت این در ،ϵ = ١
٢ می�دهیم قرار

E

[(∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) p
٢
]

≤ Cp

[
E

(
sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y m
t |p
)] ١

٢
{
E

[(∫ T

٠
|f

n
(t, Y n

t , Z
n
t )− f

m
(t, Y m

t , Z
m
t )| dt

)p]} ١
٢

+
١
٢E

[(∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) p
٢
]
+ ٢C٢

pE

(
sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y m
t |p
)
.

پس است، Sp در کوشی دنباله�ای (Y n)n≥K طرفی از

lim
n,m→∞

E

[(∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t |٢ dt

) p
٢
]
= ٠.

می�دهیم. نشان Z با را Hp
d در (Zn) دنباله�ی حد .١١.٢ قرارداد

است. (١.٢) معادله�ی برای مینیمال جوابی (Y , Z) .١٢.٢ قضیه

داریم Y تعریف از برهان.

Y n → Y , a.s..

داشت خواهیم (۶.٢) رابطه�ی و ٨.٢ لم از

G ≜ sup
n≥K

|Y n| ∈ L٠])١, T ]× Ω, dt⊗ dP ).



٣٢ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

داریم هولدر، نامساوی از پس

E

∫ T

٠
|Zn

t − Zm
t | dt ≤ T

١
٢E

(∫ T

٠
|Zn

t − Zt|٢ dt
) ١

٢


≤ T

١
٢

{
E

[(∫ T

٠
|Zn

t − Zt|٢ dt
) p

٢
]} ١

p

n→∞−−−→ ٠.

که گرفت، نظر در را زیر�دنباله�ای می�توان نیاز صورت در بنابراین

Zn → Z, a.s.,

H ≜ sup
n≥K

|Zn| ∈ L٠])١, T ]× Ω, dt⊗ dP ).

داریم ۵.٢ لم در (iv) و (i) از صورت، این در

lim
n→∞

f
n
(t, Y n

t , Z
n
t ) = f(t, Y t, Zt), a.s.,

و

|f
n
(t, Y n

t , Z
n
t )| ≤ K

(
١+ sup

n≥K
|Y n

t |+ sup
n≥K

|Zn
t |
)

= K(١+Gt +Ht) ∈ L٠])١, T ], dt).

داریم بنابراین

lim
n→∞

∫ T

t

f
n
(s, Y n

s , Z
n
s ) =

∫ T

t

f(s, Y s, Zs), a.s..

داریم ،BDG نامساوی از

E

(
sup

٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ T

t

(Zn
s − Zs) dWs

∣∣∣∣) ≤ CpE

[(∫ T

٠
|Zn

t − Zt|٢ dt
) p

٢
]

n→∞−−−→ ٠.

که گرفت، نظر در زیر�دنباله�ای می�توان نیاز صورت در مجددا بنابراین،

lim
n→∞

(
sup

٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ T

t

(Zn
s − Zs) dWs

∣∣∣∣) = ٠, a.s..

در�نهایت



٣٣ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب یکتایی بررسی .٣.٢

|Y n
t − Y m

t | ≤
∫ T

t

|f
n
(s, Y n

s , Z
n
s )− f

m
(s, Y m

s , Z
m
s )| ds+

∣∣∣∣∫ T

t

(Zn
s − Zm

s ) dWs

∣∣∣∣ .
داشت خواهیم ،t روی سوپریمم�گیری و m به نسبت فوق رابطه�ی طرف دو از گرفتن حد با

sup
٠≤t≤T

|Y n
t − Y t| ≤

∫ T

٠
|f

n
(t, Y n

t , Z
n
t )− f(t, Y t, Zt)| dt

+ sup
٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ T

t

(Zn
s − Zs) dWs

∣∣∣∣ n→∞−−−→ ٠, a.s.,

همگراست. Y به یکنواخت طور به t در (Y n) می�دهد نتیجه که
است. (١.٢) معادله�ی برای جوابی (Y , Z) ∈ Sp ×Hp

d و پیوسته فرآیندی Y بنابراین
می�دهد نتیجه n ≥ K برای مقایسه قضیه ،(١.٢) از (Y, Z) ∈ Sp ×Hp

d جواب هر برای

Y n
t ≤ Yt, ∀t ∈ [٠, T ], a.s.

است. (١.٢) معادله�ی برای مینیمال جوابی (Y , Z) بنابراین ،Y ≤ Y به دارد اشاره که

می�دهیم نشان (Ȳ n, Z̄n) با را زیر BSDE جواب ،n ≥ K برای .١٣.٢ تذکر

Yt = ξ +

∫ T

t

f̄n(s, Ys, Zs) ds−
∫ T

t

Zs dWs. (١۵.٢)

(Ȳ n, Z̄n)n≥K ⊂ Sp ×Hp
d دنباله�ی از (Ȳ , Z̄) حدی فرآیند داد، نشان می�توان مشابه طریق به

است. (١.٢) معادله�ی برای ماکسیمال جوابی

بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب یکتایی بررسی ٣.٢

می�پردازیم [٧ ،١۴ ،١١] از حل -Lp یکتایی به مربوط قضایای و مفاهیم یادآوری به ابتدا بخش این در
است، پیوسته (y, z) به نسبت یکنواخت طور به f که زمانی را (١.٢) معادله�ی جواب یکتایی سپس و

می�کنیم. بررسی
گرفت. نظر در f : [٠, T ]× Ω× Rl × Rl×d → Rl مولد روی را زیر فرضیات [١١] در همدین

و غیر�نزولی تابع .((t, ω, z) به نسبت یکنواخت طور (به است، پیوسته y در یکنواخت طور به f A4
که دارد وجود ϕ : R+ → R+ پیوسته

ϕ(٠) = ٠,

∀x > ٠, ٠ < ϕ(x) ≤ A(x+ ١),



٣۴ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

است.و مثبت و ثابت عددی A ∫که
٠+
[ϕ(x)]−١ dx = ∞,

داریم و
∀t, y, y′, z, |f(t, y, z)− f(t, y′, z)| ≤ ϕ(|y − y′|), a.s.;

است، پیوسته ((t, ω, y) به نسبت یکنواخت طور (به است، پیوسته z در یکنواخت طور به f A5
می�کند صدق زیر شرایط در که دارد، وجود φ : R+ → R+ پیوسته�ی تابع

φ(٠) = ٠,

∀x > ٠, ٠ ≤ φ(x) ≤ B(x+ ١),

و است. مثبت و ثابت عددی B که
∀t, y, z, z′, |f(t, y, z)− f(t, y, z′)| ≤ φ(|z − z′|), a.s.;

است؛ لیپشیتس پیوسته�ی یکنواخت طور به (ω, t, y) به نسبت z → f(t, y, z) تابع A5′

است. وابسته ١ ≤ i ≤ l برای ،zماتریس سطر �-��امین i به فقط f از fi مولفه�ی �i-�امین A6

احتمالی غیر �بازگشتی معادله .١۴.٢ تذکر

u(t) = γ +

∫ T

t

ϕ(u(s)) ds, ٠ ≤ t ≤ T, (١۶.٢)

به�علاوه است. uγ ∈ R+ یکتای جواب دارای
lim
γ→٠+

uγ(٠) = ٠.

کنید. مراجعه [١١] به برهان.

اندازه�پذیر -D ⊗ B(R٢l+d) تابع .ξ∈(L٢)l کنید فرض .١۵.٢ قضیه
f : [٠, T ]× Ω× Rl × Rl×d → Rl,

دارای BSDE آن�گاه کند، صدق A6–A4 در f اگر بگیرید. نظر در را {f(t,٠,٠)}t∈[٠,T ] ∈ H٢
l و

BSDE آن�گاه کند، صدق (A6) و (A5′) ،A4 در f اگر بعلاوه، بود. خواهد (S٢ ×H٢
d )

l در جوابی
است. S٢ ×H٢

d در یکتایی جواب دارای (f, ξ) به وابسته

کنید. مراجعه [١١] به برهان.

در و باشد �اندازه�پذیر -D × B(Rd) تابعی f : [٠, T ] × Ω × Rd → R کنید فرض .١۶.٢ قضیه
در یکتایی جواب دارای (f, ξ) به وابسته BSDE ،ξ ∈ L٢ اگر صورت این در کند. صدق A5 و A1

بود. خواهد S٢ ×H٢
d



٣۵ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب یکتایی بررسی .٣.٢

کنید. مراجعه [١۴] به برهان.

معادله که دارد وجود (Y, Z) ∈ Sp×Hp
d یکتای زوج (A5)–(A3) ،(A1) شرایط تحت .١٧.٢ قضیه

می�کند. حل را (١.٢)

می�پردازیم. زیر صورت به لم چند بیان به ابتدا قضیه این اثبات برای

٢.٢ بخش در شده تعریف f̄n و f
n
توابع n > C برای .C ≜ max{K,A,B} کنید فرض .١٨.٢ لم

دارند را زیر ویژگی�های

،(t, ω, y, y′, z, z′) ∈ [٠, T ]× Ω× R× R× Rd × Rd هر برای (v)

|f
n
(t, y, z)− f

n
(t, y′, z)| ≤ ϕ(|y − y′|), |f

n
(t, y, z)− f

n
(t, y, z′)| ≤ φ(|z − z′|),

|f̄n(t, y, z)− f̄n(t, y
′, z)| ≤ ϕ(|y − y′|), |f̄n(t, y, z)− f̄n(t, y, z

′)| ≤ φ(|z − z′|).

،(t, ω, y, z) ∈ [٠, T ]× Ω× R× Rd هر برای (vi)

٠ ≤ f(t, y, z)− f
n
(t, y, z) ≤ ϕ

(
٣C
n− C

)
+ φ

(
٣C
n− C

)
,

٠ ≤ f̄n(t, y, z)− f(t, y, z) ≤ ϕ

(
٣C
n− C

)
+ φ

(
٣C
n− C

)
.

کنید. مراجعه [٧] به برهان.

بازگشتی طور به را (Y n,k, Zn,k)k≥٠ و (Y
n,k
, Z

n,k
)k≥٠ دنباله�ی دو ثابت، و دلخواه n > C برای

می�کنیم. تعریف زیر صورت به

(Y
n,٠
, Z

n,٠
) ≡ (٠,٠), (١٧.٢)

Y
n,k

t = ξ +

∫ T

t

f̄n(s, Y
n,k−١
s , Z

n,k

s ) ds−
∫ T

t

Z
n,k

s dWs,

و

(Y n,٠, Zn,٠) ≡ (٠,٠), (١٨.٢)

Y n,k
t = ξ +

∫ T

t

f
n
(s, Y n,k−١

s , Zn,k
s ) ds−

∫ T

t

Zn,k
s dWs.

(Y
n,k
, Z

n,k
)k≥٠ دنباله�های که کنیم ثابت داریم، نیاز می�گیریم، نظر در ١ < p ≤ ٢ برای را �حل -Lp چون
هستند. همگرا Sp ×Hp

d در (Y n, Zn) و (Y n
, Z

n
) به ترتیب به (Y n,k, Zn,k)k≥٠ و



٣۶ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

داریم k → ∞ که زمانی .١٩.٢ لم

(Y n,k, Zn,k) → (Y n, Zn),

و

(Y
n,k
, Z

n,k
) → (Y

n
, Z

n
),

.Sp ×Hp
d در قوی به�طور

epβt|Y n,k+١
t − برای ٩.٢ از است. Sp در کوشی دنباله�ای (Y n,k)k≥٠ که می�کنیم اثبات نخست برهان.

داریم ،Y n,k
t |p

epβt|Y n,k+١
t − Y n,k

t |p

+
p(p− ١)

٢

∫ T

t

epβs|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−٢χ{Y n,k+١
s −Y n,k

s ̸=٠}|Z
n,k+١
s − Zn,k

s |٢ ds

= p

∫ T

t

epβs|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−١( ̂Y n,k+١
s − Y n,k

s )[f
n
(Y n,k

s , Zn,k+١
s )

− f
n
(s, Y n,k

s , Zn,k
s )] ds− pβ

∫ T

t

epβs|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p ds

− p

∫ T

t

epβs|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−١( ̂Y n,k+١
s − Y n,k

s )(Zn,k+١
s − Zn,k

s ) dWs

≤ np

∫ T

t

epβs|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−١( ̂Y n,k+١
s − Y n,k

s )(|Y n,k
s − Y n,k−١

s |+ |Zn,k+١
s − Zn,k

s |) ds

− p

∫ T

t

epβs|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−١( ̂Y n,k+١
s − Y n,k

s )(Zn,k+١
s − Zn,k

s ) dWs

− pβ

∫ T

t

epβs|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p ds, (١٩.٢)

یانگ١٢ نامساوی از λ > ٠ و ϵ > ٠ هر برای می�شود. تعیین بعداٌ که است مثبت βعددی که
می�شود نتیجه ،ab ≤ λa٢ + λ−١b٢ نامساوی و (p−١ + q−١ = ١) ،ab ≤ p−١ap + q−١bq

np|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−١( ̂Y n,k+١
s − Y n,k

s )|Y n,k
s − Y n,k−١

s |

≤ |Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−١ · ϵ|Y n,k
s − Y n,k−١

s |

≤ p− ١
p

(np
ϵ

) p
p−١ |Y n,k+١

s − Y n,k
s |p + ϵp

p
|Y n,k

s − Y n,k−١
s |p,

١٢Young



٣٧ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب یکتایی بررسی .٣.٢

و

np|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−١( ̂Y n,k+١
s − Y n,k

s )|Zn,k+١
s − Zn,k

s |

= np|Y n,k+١
s − Y n,k

s |
p
٢ |Y n,k+١

s − Y n,k
s |

p−٢
٢ ( ̂Y n,k+١

s − Y n,k
s )|Zn,k+١

s − Zn,k
s |

≤ λ|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−٢χ{Y n,k+١
s −Y n,k

s ̸=٠}|Z
n,k+١
s − Zn,k

s |٢ + λ−١n٢p٢|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p.

(٢٠.٢)

داریم (١٩.٢) رابطه�ی از β = p−١
p٢

(
np
ϵ

) p
p−١ + ۴n٢

p−١ و λ = p(p−١)
۴ می�دهیم قرار

epβt|Y n,k+١
t − Y n,k

t |p

+
p(p− ١)

۴

∫ T

t

epβs|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−٢χ{Y n,k+١
s −Y n,k

s ̸=٠}|Z
n,k+١
s − Zn,k

s |٢ ds

≤ ϵp

p

∫ T

t

epβs|Y n,k
s − Y n,k−١

s |p ds

− p

∫ T

t

epβs|Y n,k+١
s − Y n,k

s |p−١( ̂Y n,k+١
s − Y n,k

s )(Zn,k+١
s − Zn,k

s ) dWs. (٢١.٢)

داشت خواهیم ، (٢١.٢) رابطه�ی طرف دو از امید گرفتن با

E

∫ T

٠
epβs|Y n,k+١

s − Y n,k
s |p−٢χ{Y n,k+١

s −Y n,k
s ̸=٠}|Z

n,k+١
s − Zn,k

s |٢ ds

≤ ۴ϵp
p٢(p− ١)E

∫ T

٠
epβs|Y n,k

s − Y n,k−١
s |p ds

≤ ۴ϵpT
p٢(p− ١)E

(
sup

٠≤s≤T
epβs|Y n,k

s − Y n,k−١
s |p

)
. (٢٢.٢)



٣٨ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

می�گیریم نتیجه (٢١.٢) رابطه�ی از BDG نامساوی از استفاده با به�علاوه،

E

(
sup

٠≤t≤T
epβt|Y n,k+١

t − Y n,k
t |p

)
≤ ϵp

p
E

∫ T

٠
epβs|Y n,k

s − Y n,k−١
s |p ds

+ ٢pE
(

sup
٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠
epβs|Y n,k+١

s − Y n,k
s |p−١( ̂Y n,k+١

s − Y n,k
s )(Zn,k+١

s − Zn,k
s ) dWs

∣∣∣∣)
≤ ϵpT

p
E

(
sup

٠≤t≤T
epβt|Y n,k

t − Y n,k−١
t |p

)

+ CpE

(∫ T

٠
e٢pβt|Y n,k+١

t − Y n,k
t |٢p−٢χ{Y n,k+١

t −Y n,k
t ̸=٠}|Z

n,k+١
t − Zn,k

t |٢ dt
) ١

٢


≤ ϵpT

p
E

(
sup

٠≤t≤T
epβt|Y n,k

t − Y n,k−١
t |p

)

+ CpE

(∫ T

٠
epβt|Y n,k+١

t − Y n,k
t |p−٢χ{Y n,k+١

t −Y n,k
t ̸=٠}|Z

n,k+١
t − Zn,k

t |٢ dt
) ١

٢

×
(

sup
٠≤t≤T

e
pβt
٢ |Y n,k+١

t − Y n,k
t |

p
٢

)]
≤ ϵpT

p
E

(
sup

٠≤t≤T
epβt|Y n,k

t − Y n,k−١
t |p

)
+
١
٢E

(
sup

٠≤t≤T
epβt|Y n,k+١

t − Y n,k
t |p

)

+
C٢

p

٢ E

∫ T

٠
epβt|Y n,k+١

t − Y n,k
t |p−٢χ{Y n,k+١

t −Y n,k
t ̸=٠}|Z

n,k+١
t − Zn,k

t |٢ dt. (٢٣.٢)

داشت خواهیم ،(٢٣.٢) و (٢٢.٢) روابط تحقیق با

E

(
sup

٠≤t≤T
epβt|Y n,k+١

t − Y n,k
t |p

)
≤

(
٢ϵpT
p

+
۴C٢

p ϵ
pT

p٢(p− ١)

)
E

(
sup

٠≤t≤T
epβt|Y n,k

t − Y n,k−١
t |p

)
.

می�دهیم قرار کوچک، کافی اندازه به ϵ برای

η ≜ ٢ϵpT
p

+
۴C٢

p ϵ
pT

p٢(p− ١) < ١.

داریم بنابراین

E

(
sup

٠≤t≤T
|Y n,k+١

t − Y n,k
t |p

)
≤ E

(
sup

٠≤t≤T
epβt|Y n,k+١

t − Y n,k
t |p

)
≤ ηkE

(
sup

٠≤t≤T
epβt|Y n,١

t − Y n,٠
t |p

)
, (٢۴.٢)

است. Sp در کوشی دنباله�ای (Y n,k)k≥٠ می�دهد نشان که



٣٩ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب یکتایی بررسی .٣.٢

برای ایتو فرمول بردن کار به با است. Hp
d در کوشی دنباله�ای (Zn,k)k≥٠ که می�دهیم نشان ��اکنون

داشت خواهیم ،(Y n,k+١
t , Y n,k

t )٢

(Y n,k+١
٠ − Y n,k

٠ )٢ +

∫ T

٠
|Zn,k+١

t − Zn,k
t |٢ dt

= ٢
∫ T

٠
(Y n,k+١

t − Y n,k
t )[f

n
(t, Y n,k

t , Zn,k+١
t )− f

n
(t, Y n,k−١

t , Zn,k
t )] dt

− ٢
∫ T

٠
(Y n,k+١

t − Y n,k
t )(Zn,k+١

t − Zn,k
t ) dWt.

∫بنابراین T

٠
|Zn,k+١

t − Zn,k
t |٢ dt

≤ ٢n
∫ T

٠
|Y n,k+١

t − Y n,k
t |(|Y n,k+١

t − Y n,k
t |+ |Zn,k+١

t − Zn,k
t |) dt

+ ٢ sup
٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠
(Y n,k+١

s − Y n,k
s )(Zn,k+١

s − Zn,k
s ) dWs

∣∣∣∣
≤
(
n+

n٢

ϵ

)
T

(
sup

٠≤t≤T
|Y n,k+١

t − Y n,k
t |٢

)
+ nT

(
sup

٠≤t≤T
|Y n,k

t − Y n,k−١
t |٢

)
+ ϵ

∫ T

٠
|Zn,k+١

t − Zn,k
t |٢ dt+ ٢ sup

٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠
(Y n,k+١

s − Y n,k
s )(Zn,k+١

s − Zn,k
s ) dWs

∣∣∣∣ .
داریم ،ϵ = ١

٢ دادن قرار ∫با T

٠
|Zn,k+١

t − Zn,k
t |٢ dt

≤ ٢n(١+ ٢n)T
(

sup
٠≤t≤T

|Y n,k+١
t − Y n,k

t |٢
)
+ ٢nT

(
sup

٠≤t≤T
|Y n,k

t − Y n,k−١
t |٢

)
+ ۴ sup

٠≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

٠
(Y n,k+١

s − Y n,k
s )(Zn,k+١

s − Zn,k
s ) dWs

∣∣∣∣ .
نتیجه در

E

[(∫ T

٠
|Zn,k+١

t − Zn,k
t |٢ dt

) p
٢
]

≤ Cp

{
E

(
sup

٠≤t≤T
|Y n,k+١

t − Y n,k
t |p

)
+ E

(
sup

٠≤t≤T
|Y n,k

t − Y n,k−١
t |p

)
+E

[(∫ T

٠
|Y n,k+١

t − Y n,k
t |٢|Zn,k+١

t − Zn,k
t |٢ dt

) p
۴
]}

≤ (Cp + ٢C٢
p )∥Y n,k+١ − Y n,k∥pSp + Cp∥Y n,k − Y n,k−١∥pSp +

١
٢∥Z

n,k+١ − Zn,k∥p
Hp

d
.

می�توان مشابه طریق به است. Hp
d در کوشی دنباله�ای (Zn,k)k≥٠ که می�گیریم نتیجه (٢۴.٢) رابطه�ی از

است. Sp ×Hp
d در کوشی دنباله�ای (Y

n,k
, Z

n,k
)k≥٠ داد نشان



۴٠ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

برابر هم با مینیمال و ماکسیمال جواب�های که می�دهیم نشان ،[١۴] با مشابه .١٧.٢ قضیه�ی اثبات
داریم ،(١٧.٢) رابطه�ی از (١٨.٢) رابطه�ی کردن کم با هستند.

Y
n,k

t − Y n,k
t =

∫ T

t

[f̄n(s, Y
n,k−١
s , Z

n,k

s )− f
n
(s, Y n,k−١

s , Zn,k
s )] ds−

∫ T

t

(Z
n,k

s − Zn,k
s ) dWs

=

∫ T

t

[f̄n(s, Y
n,k−١
s , Z

n,k

s )− f̄n(s, Y
n,k−١
s , Z

n,k

s ) + f̄n(s, Y
n,k−١
s , Z

n,k

s )

− f̄n(s, Y
n,k−١
s , Zn,k

s ) + f̄n(s, Y
n,k−١
s , Zn,k

s )

− f
n
(s, Y n,k−١

s , Zn,k
s )] ds−

∫ T

t

(Z
n,k

s − Zn,k
s ) dWs. (٢۵.٢)

قرار باشند. Zn,k و Zn,k ام -i مولفه�ی ترتیب به Zn,k,i و Zn,k,i کنید فرض ،i = ١, . . . , d برای
می�دهیم

Z̃n,k,٠
t ≜ Z

n,k

t , Z̃n,k,d
t ≜ Zn,k

t ,

Z̃n,k,i
t ≜ (Zn,k,١

t , . . . , Zn,k,i
t , Zn,k,i+١

t , . . . , Zn,k,d
t ), ١ ≤ i ≤ d− ١,

،i = ١, . . . , d برای و

bn,k,is ≜


f̄n(s, Y

n,k−١
s , Z̃n,k,i−١

s )− f̄n(s, Y
n,k−١
s , Z̃n,k,i

s )

Z
n,k,i

s − Zn,k,i
s

if Z
n,k,i

s − Zn,k,i
s ̸= ٠

٠ otherwise.

می�کنیم تعریف زیر صورت به را W n,k فرآیند و P n,k احتمال اندازه ،[١١] با مشابه

dP n,k

dP
≜ E

(∫ T

٠
bn,kt dWt

)
≜ exp

{∫ T

٠
bn,kt dWt −

١
٢

∫ T

٠
|bn,kt |٢ dt

}
,

W n,k
t ≜ Wt −

∫ t

٠
bn,ks ds.

است. P n,k اندازه تحت (Ω,Ft) روی برآونی حرکت یک W n,k که می�دهد نتیجه گیرسانو قضیه�ی
کرد بازنویسی زیر صورت به را (٢۵.٢) رابطه�ی می�توان اکنون

Y
n,k

t − Y n,k
t =

∫ T

t

[f̄n(s, Y
n,k−١
s , Z

n,k

s )

− f̄n(s, Y
n,k−١
s , Z

n,k

s ) + f̄n(s, Y
n,k−١
s , Zn,k

s )

− f
n
(s, Y n,k−١

s , Zn,k
s )] ds−

∫ T

t

(Z
n,k

s − Zn,k
s ) dW n,k

s . (٢۶.٢)



۴١ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب یکتایی بررسی .٣.٢

نامساوی از استفاده و (٢۶.٢) رابطه�ی طرف دو از ،P n,k به نسبت Ft روی شرطی امید گرفتن با
داریم ،١٨.٢ لم و جنسن١٣

|Y n,k

t − Y n,k
t |

≤ En,k

[∫ T

t

{
ϕ(|Y n,k−١

s − Y n,k−١
s |) + ٢ϕ

(
٣C
n− C

)
+ ٢φ

(
٣C
n− C

)}
ds|Ft

]
.

(٢٧.٢)

می�دهیم: نشان un با را زیر �احتمالی غیر بازگشتی معادله�ی حل

u(t) = ٢ϕ
(

٣C
n− C

)
T + ٢φ

(
٣C
n− C

)
T +

∫ T

t

ϕ(u(s)) ds. (٢٨.٢)

می�دانیم ،١۴.٢ تذکر و (A5) ،(A4) از

lim
n→∞

un(٠) = ٠. (٢٩.٢)

داشت خواهیم ،(٢٧.٢) رابطه�ی از (٢٨.٢) رابطه�ی کردن کم با

|Y n,k

t − Y n,k
t | − un(t) ≤ En,k

[∫ T

t

{ϕ(|Y n,k−١
s − Y n,k−١

s |)− ϕ(un(s))} ds | Ft

]
.

داریم k روی استقرا به

|Y n,k

t − Y n,k
t | ≤ un(t), ∀k ≥ ٠, t ∈ [٠, T ], a.s..

باشد، برقرار k − ١ برای نامساوی کنید فرض است. برقرار روشنی به نا�مساوی k = ٠ برای واقع، در
داریم صورت این در

|Y n,k−١
t − Y n,k−١

t | ≤ un(t), ∀t ∈ [٠, T ], a.s..

داریم است، پیوسته {Y n,k−١
t − Y n,k−١

t }t∈[٠,T ] فرآیند و بوده غیر�نزولی ϕ چون

|Y n,k

t − Y n,k
t | ≤ un(t), ∀t ∈ [٠, T ], a.s..

.|Y n

t − Y n
t | ≤ un(t) داریم، ،k → ∞ که زمانی حد گرفتن و ١٩.٢ لم به نگاهی با

١٣Jensen



۴٢ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢

می�گیریم نتیجه ،(١٩.٢) رابطه�ی از

E

(
sup

٠≤t≤T
|Y n

t − Y n
t |p
)

≤ sup
٠≤t≤T

(un(t))p ≤ (un(٠))p n→∞−−−→ ٠.

که می�گیریم نتیجه ١٣.٢ تذکر و ١٢.٢ قضیه�ی ،١٠.٢ لم از

Y t = Y t, t ∈ [٠, T ], a.s..

می�کنیم تعریف کوچک، کافی اندازه به δ برای .٢٠.٢ مثال

h(x) ≜ x ln
١
x
١{٠≤x≤δ} + [h′(δ−)(x− δ) + h(δ)]١{x>δ}, x ∈ [٠,∞).

بگیرید نظر در را زیر BSDE ،ξ ∈ (Ω,Ft, P ) برای

Yt = ξ +

∫ T

t

h(|Ys|+ |Zs|) ds−
∫ T

t

Zs dWs. (٣٠.٢)

داریم x, x′ ∈ R+ هر برای دارد، خطی رشد و است مقعر صعودی h چون

h(x+ x′) ≤ h(x) + h(x′),

می�دهد نتیجه که
|h(x)− h(x′)| ≤ h(|x− x′|).

∫بعلاوه،
٠+
(x ln

١
x
)−١ dx = ∞.

می�کند. برآورده را (١٧.٢) قضیه�ی شرایط ϕ = φ = h با f(y, z) ≜ h(|y| + |z|) مولد بنابراین،
است. (Y, Z) ∈ Sp ×Hp

d یکتای حل دارای (٣٠.٢) BSDE

مولد ،[١١] در است. [١١] در ٢ مثال از بعدی یک�-� حالتی درحقیقت ،(٢٠.٢) مثال .٢١.٢ تذکر
است شده تعریف زیر صورت به

f(t, y, z) = [h(|y|+ |z١|), . . . , h(|y|+ |zl|)], (t, y, z) ∈ [٠, T ]× Rl × Rl×d,



۴٣ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی جواب یکتایی بررسی .٣.٢

اگر که کرد ثابت همدین است، بعدی چند�-� [١١] در BSDE چون است. z از سطر امین -�i ،zi که
نکرد. اثبات را حل یکتایی او اما بود. خواهد (S٢ ×H٢

d )
l در حلی دارای BSDE آن�گاه ،ξ ∈ (L٢)l

حلی دارای (٣٠.٢) BSDE آن�گاه ،p ∈ (١,٢] و ξ ∈ Lp اگر که کردیم ثابت بعدی یک�-� حالت در ما
است. Sp ×Hp

d در یکتا



۴۴ کلاسیک حالت در بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای .٢



٣ فصل

مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی
آن از شده

۴۵



۴۶ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

مقدمه ١.٣

نام به غیرخطی گرمای معادله�ی یک وسیله�ی به که را امید -G نام به غیر�خطی امید نوعی فصل این در
بیشتر پارامتر یک دارای گرما معادله�ی این ضریب می�کنیم، معرفی می�شود، تولید گرما -G معادله�ی
حرکت توصیف برای (١٩٠۵) انیشتین٢ و (١٩٠٠) باچلیر١ توسط که است گرمایی معادله�ی به نسبت
متغیر گرما، معادله�ی این تحت دارد. پی در را بزرگی تغییرات کوچک، تعمیم این اما شد. استفاده برآونی
فرآیند نام به کانونی فرآیند یک توزیع این از استفاده با و کرده تعریف را نرمال -G توزیع با تصادفی
نسبت ایتو٣ انتگرال جمله از آن، به وابسته تصادفی محاسبات سپس می�کنیم. تعریف را برآونی -G
حل یکتایی و وجود و کرده بیان را ایتو فرمول از جدیدی نوع می�دهیم. ارائه را برآونی -G فرآیند به

می�کنیم. بررسی را برآونی -G حرکت وسیله�ی به شده تولید (SDE) تصادفی دیفرانسیل معادله�ی
آورده [٣٣] مرجع از است، شده مشخص روشنی به که مواردی جز به فصل این در شده ارائه مطالب
غیرخطی امید مفهوم یادآوری به ٢.٣ بخش در است: شده طبقه�بندی زیر صورت به فصل این است. شده
استاندارد نرمال -G توزیع با تصادفی متغیر ٣.٣ بخش در می�پردازیم. [٣١] در شده ارائه چهارچوب و
برآونی -G حرکت مفهوم ۴.٣ بخش در می�کنیم. بیان را آن اصلی ویژگی�های برخی و کرده تعریف را
بخش می�کنیم. بیان را آن اصلی ویژگی�های برخی و کرده معرفی را آن با متناظر امید -G و بعدی یک-
نهایت در می�پردازد. آن با متناظر ایتو فرمول و برآونی -G حرکت به نسبت ایتو انتگرال معرفی به ۵.٣
می�کنیم. بررسی را برآونی -G حرکت وسیله�ي به شده تولید SDE حل یکتایی و وجود ٧.٣ بخش در

کلی چهارچوب غیر�خطی: امید ٢.٣

مقدار حقیقی توابع از برداری شبکه یک H و ناتهی مجموعه�ی یک Ω کنید فرض فصل این سراسر در
،X ∈ H هر برای و ١ ∈ H که است خطی فضای یک H یعنی باشد؛ ١ ثابت تابع شامل Ω روی
توابع کلیه می�کنیم فرض ادامه در است. تصادفی متغیر�های از فضایی H حقیقت در .|X| ∈ H

که می�کنیم یادآوری هستند. کراندار H در موجود

a ∧ b = min{a, b} =
١
٢(a+ b− |a− b|), a ∨ b = −[(−a) ∧ (−b)].

دارند. تعلق H به نیز �X− و X+ ،X ∨ Y ،X ∧ Y می�گیریم، نتیجه X, Y ∈ H اگر بنابراین

باشد زیر ویژگی�های دارای هر�گاه گوییم غیر�خطی امید E : H → R تابعک به .١.٣ تعریف

١Bachelier
٢Einstein
٣Ito



۴٧ کلی چهارچوب غیر�خطی: امید .٢.٣

E[X]؛ ≥ E[Y ] آن�گاه X ≥ Y و X, Y ∈ H اگر یکنوایی: (a

E[c]؛ = c (b

خود-�تسلطی): ویژگی (یا پذیری جمع زیر (c
∀X, Y ∈ H , E[X]− E[Y ] ≤ E[X − Y ];

یا
∀X,Y ∈ H , E[X + Y ] ≤ E[X] + E[Y ];

؛ E[λX] = λE[X] ،X ∈ H و λ ≥ ٠ هر برای (d

.E[X + c] = E[X] + c (e

می�شود: نتیجه (c) و (b) ویژگی�های از (e) ویژگی .٢.٣ تذکر

E[X] + c = E[X]− E[−c]

≤ E[X + c] ≤ E[X] + E[c] = E[X] + c.

در که می�باشد E[λX] = λ+E[X] + λ−E[−X] معادل دارای فوق تعریف در (d) شرط .٣.٣ تذکر
ببینید). را ٢۴.٣ گزاره از (vi) (قسمت بود. خواهد مفید رساله این ادامه در شرطی امید�های مطالعه

به باشد. آن روی تصادفی متغیری X و احتمال فضای یک (Ω١,F١, P ١) کنید فرض .۴.٣ مثال
است. غیرخطی امید یک می�شود، تعریف زیر صورت به که E[·] امید روشنی

E[X] =

∫
Ω١
X(ω)dP ١(ω),

یک می�شود تعریف ∥X∥ := E[|X|] صورت به که ∥.∥ : H → R تابع که است روشن .۵.٣ تذکر
است. نرم شبه

.∥αX∥ = ٠ ،α ∈ R هر برای آن�گاه ،∥X∥ = ٠ اگر روشنی به .۶.٣ تذکر

مجموعه�ی .٧.٣ لم
H٠ = {X ∈ H , ∥X|| = ٠},

است. H از خطی فضایی زیر

X, Y ∈ H٠ فرضکنید حال .αX ∈ H٠ آن�گاه α ∈ R Xو ∈ H٠ اگر ،۶.٣ تذکر به توجه با برهان.
صورت این در ،α, β ∈ R و

∥αX + βY ∥ ≤ ∥αX∥+ ∥βY ∥ = ٠,

.αX + βY ∈ H٠ نتیجه در



۴٨ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

زیر صورت به را H

H٠
قسمتی خارج فضای پوچ، فضای عنوان به H٠ فضای گرفتن نظر در با

می�سازیم:
می�کنیم تعریف زیر صورت به H روی را ∼ ارزی هم رابطه

X ∼ Y ⇐⇒ X − Y ∈ H٠. (١.٣)

این در می�دهیم، نشان {X} با را ارزی هم رابطه این تحت X ∈ H عنصر با متناظر ارزی هم کلاس

می�شود تعریف زیر صورت به H

H٠
قسمتی خارج فضای صورت

H

H٠
=

H

∼
:= {{X}, X ∈ H } . (٢.٣)

می�کنیم تعریف زیر صورت به H

H٠
روی را اسکالر ضرب و جمع

{X}+ {Y } = {X + Y },

∀α ∈ R, α{X} = {αX}.

صورت به X ∈ H با {X} ∈ H

H٠
هر برای را ریاضی امید [٣١] .٨.٣ تعریف

E[{X}] := E[X], (٣.٣)

می�کند. صدق ١.٣ تعریف از (e)–(a) ویژگی�های در روشنی به که می�کنیم، تعریف

می�کنیم تعریف زیر صورت به را ∥.∥ :
H

H٠
→ R تابع

∀{X} ∈ H

H٠
, ∥{X}∥ := ∥X∥ = E[|X|], (۴.٣)

است. نرم شبه یک روشنی به که

است. خطی نرمدار شبه فضای یک
(

H

H٠
, ∥.∥

)
پس

کنید فرض و باشد X فضای روی نرم شبه یک p : X → R کنید فرض .٩.٣ لم

N = {x ∈ X, p(x) = ٠},

بود. خواهد X
N روی نرم یک p̄(x+N ) = p(x) ضابطه با p̄ : X

N → R صورت این در باشد. X از فضایی زیر

کنید. مراجعه [٣۶] به برهان.

نشان [H ] با را ∥.∥ نرم تحت فضا این تکمیل۴ است. نرمدار فضای یک
(

H

H٠
, ∥.∥

)
نتیجه در

است. باناخ فضای یک ([H ], ∥.∥) تکمیل، فضای تعریف به توجه با می�دهیم.

۴Completion



۴٩ کلی چهارچوب غیر�خطی: امید .٢.٣

داریم X,Y ∈ H هر برای طرفی از

E[X]− E[Y ] ≤ E[X − Y ] ≤ E[|X − Y |], (۵.٣)

و

E[Y ]− E[X] ≤ E[Y −X] ≤ E[|Y −X|] = E[|X − Y |],

⇒− E[|X − Y |] ≤ E[X]− E[Y ], (۶.٣)

(۶.٣) و (۵.٣) ⇒
∣∣E[X]− E[Y ]

∣∣ ≤ E[|X − Y |] = ∥X − Y ∥. (٧.٣)

پیوسته طور به می�تواند E[.] باشد. H روی شده تعریف غیر�خطی امید E[.] کنید فرض .١٠.٣ قضیه
علاوه به یابد. توسیع [H ] به H از

∀X,Y ∈ [H ],
∣∣E[X]− E[Y ]

∣∣ ≤ ∥X − Y ∥.

کنید. مراجعه [٣١] به برهان.

می�دانیم اما

∀X ∈ H , E[{X}] = E[X],

H

H٠
از پیوسته طور به می�تواند E[.] آن�گاه باشد، H

H٠
روی شده تعریف غیر�خطی امید E[.] اگر بنابراین

می�کند. صدق ١.٣ تعریف از (e)–(a) ویژگی�های در وضوح به که یابد؛ گسترش [H ] به
نگاشت�های X ∈ H هر برای

X+(ω) = max{X(ω),٠} : H → H , X−(ω) = max{−X(ω),٠} : H → H ,

داریم بگیرید، نظر در را

|X+ − Y +| ≤ |X − Y |, |X− − Y −| = |(−X)+ − (−Y )+| ≤ |X − Y |,

فضای به پیوسته طور به می�توانند بنابراین و هستند پیوسته لذا و انقباضی تحت∥.∥ نگاشت�ها این یعنی
یابند. گسترش ([H ], ∥.∥) باناخ

می�کنیم. تعریف باناخ فضای این در را ”≥” جزئی ترتیب

،(٠ ≤ X (یا X ≥ ٠ می�نویسیم و گوییم منفی غیر را ([H ], ∥.∥) فضای در X عنصر .١١.٣ تعریف
.X − Y ≥ ٠ هرگاه (Y ≤ X (یا X ≥ Y می�نویسیم همچنین .X = X+ هرگاه

.X = Y آن�گاه Y ≥ X و X ≥ Y اگر که است روشن
ویژگی�های که طوری یابد؛ توسیع ([H ], ∥.∥) فضای به می�تواند پیوسته طور به E[.] غیر�خطی امید

باشند. برقرار همچنان (e)–(a)



۵٠ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

نرمال -G توزیع ٣.٣

نشان lip(Rn) با را Rn اقلیدسی فضای روی کراندار و لیپشیتس۵ مقدار، حقیقی توابع تمام فضای
است. مثبت و صحیح عددی n آن در که می�دهیم

.H = lip(R) و Ω = R که می�کنیم فرض بخش این در
،X ∼ N(٠,١) یعنی استاندارد، نرمال توزیع با X(x) = x تصادفی متغیر کلاسیک، خطی حالت در

می�شود توصیف زیر صورت به
∀ϕ ∈ lip(R), E[ϕ(X)] =

١√
٢π

∫ ∞

−∞
e

−x٢
٢ ϕ(x) dx.

جواب u = u(t, x) که ،E[ϕ(X)] = u(١,٠) ،١٩۵٠ انیشتین و ١٩٠٠ باچلیر یافته�های به توجه با
گرمای معادله

∂tu =
١
٢∂

٢
xxu, (٨.٣)

است. u(٠, x) = ϕ(x) کوشی شرط با
است. ثابت عددی σ٠ ∈ [٠,١] ،a ∈ R ،G(a) = ١

٢(a
+ − σ٢٠a

−) می�کنیم فرض پس این از

صورت به آن غیر�خطی امید وسیله به استاندارد نرمال -G توزیع با X تصادفی متغیر .١٢.٣ تعریف
می�شود تعریف زیر

∀ϕ ∈ lip(R), E[ϕ(X)] = PG
١ (ϕ) := u(١,٠),

چسبندگی جواب و است [٠,∞) × R روی کراندار و پیوسته حقیقی، تابعی u = u(t, x) آن در که
است. زیر غیر�خطی و (PDE) سهمی�وار جزئی دیفرانسیل معادله فرد) به (منحصر

∂tu−G(∂٢xxu) = ∂tu−
١
٢
(
(∂٢xxu)

+ − σ٢٠(∂
٢
xxu)

−) = ٠, u(٠, x) = ϕ(x). (٩.٣)

اگر می�نامیم. استاندارد نرمال -G توزیع را PG
١ تابعک باشد، نداشته وجود ابهامی که مواردی در

توزیع حالت این در بنابراین و است (٨.٣) استاندارد گرمای معادله�ی همان بالا PDE آن�گاه ،σ٠ = ١
است. N(٠,١) استاندارد نرمال توزیع همان نرمال -G

PG
١ (ϕ) = P١(ϕ) =

١√
٢π

∫ ∞

−∞
e

−x٢
٢ ϕ(x) dx.

است. شده ارائه [٣٢] در نرمال -G توزیع برای معادلی تعریف .١٣.٣ تذکر

ماکزیمم) اصل (یا مقایسه قضیه از سادگی به کرانداری .u(t, ·) ∈ lip(R) که است روشن .١۴.٣ تذکر
می�شود. نتیجه PDE این

داریم ها PDE مقایسه قضیه از کلی، حالت در
PG
١ (ϕ) ≥ P١(ϕ), ∀ϕ ∈ lip(R). (١٠.٣)

۵Lipschitz



۵١ نرمال -G توزیع .٣.٣

.PG
١
(
ϕ(x+

√
t× ·)

)
با است برابر t > ٠ واریانس و x ∈ R میانگین با نرمال -G توزیع

می�دهیم قرار .١۵.٣ قرارداد
PG
t (ϕ) (x) = PG

١

(
ϕ(x+

√
t× ·)

)
= u(t, x), (t, x) ∈ [٠,∞)× R. (١١.٣)

داریم زیر صورت به را چاپمن۶ کلموگروف- زنجیر قاعده ϕ ∈ lip(R) هر برای .١۶.٣ لم
PG
t

(
PG
s (ϕ)

)
(x) = PG

t+s (ϕ) (x), s, t ∈ [٠,∞), x ∈ R. (١٢.٣)

لذا ،PG
t (·) (x) = E

[
(·) (x+

√
t× ·)

]
می�دانیم برهان.

PG
t

(
PG
s (ϕ)

)
(x) = E

[
PG
s (ϕ)(x+

√
t× ·)

]
= E

[
u(s, x+

√
t× ·)

]
,

داریم: .٣.٣.۶ گزاره ،[٣٢] به توجه با
PG
t+s (ϕ) (x) = u(t+ s, x) = E

[
u(s, x+

√
t× ·)

]
.

است. برقرار نتیجه لذا

یا ϕ = xn که ∥ϕ∥ := PG
t (|ϕ|)(٠) نرم تحت H = lip(R) فضای تکمیل ،t > ٠ هر برای

می�دهیم. نشان [H ] = [lip(R)]t با را n = ١,٢, · · · و ψ ∈ lip(R) و ϕ = ψxn

Ω = R با H = lip(R) روی خطی غیر امید یک PG
t نرمال -G توزیع ،t > ٠ هر برای .١٧.٣ گزاره

است برقرار زیر ویژگی�های همچنین می�کند. صدق ١.٣ تعریف از (e)–(a) ویژگی�های در که است

PG؛
t (ϕ(·)) = PG

t (ϕ(−·)) مرکزی: تقارن .١

داریم ϕ ∈ [lip(R)] محدب تابع هر برای .٢

PG
t (ϕ)(٠) = ١√

٢πt

∫ ∞

−∞
ϕ(x) exp

(
−x

٢

٢t

)
dx;

داریم σ٠ > ٠ و ϕ ∈ [lip(R)] مقعر تابع هر برای .٣

PG
t (ϕ)(٠) = ١√

٢πtσ٠

∫ ∞

−∞
ϕ(x) exp

(
− x٢

٢tσ٢٠

)
dx;

داریم خاص، حالت در .PG
t (ϕ)(٠) = ϕ(٠) ،σ٠ = ٠ برای .۴

PG
t ((x)x∈R) = ٠, PG

t ((x٢n+١)x∈R) = PG
t ((−x٢n+١)x∈R) = ٠, n = ١,٢, · · · ,

PG
t ((x٢)x∈R) = t, PG

t ((−x٢)x∈R) = −σ٢٠t.
۶Kolmogorov-Chapman



۵٢ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

.ū(t, x) = E[ϕ(x+
√
tX̄)] و u(t, x) = E[ϕ(x+

√
tX)] و X̄ = −X کنید فرض .(١) برهان.

کوشی شرط�های با (٩.٣) گرمای -G معادله�ی چسبندگی حل�های ū و u ،PG
t (·) تعریف به توجه با

نتیجه ،(٩.٣) معادله�ی چسبندگی حل یکتایی به توجه با بنابراین هستند. ū|t=٠ = ϕ و u|t=٠ = ϕ

است. برقرار
صورت این در ،u(t, x) = E[ϕ(x+

√
tX)] کنید فرض و باشد محدب ϕ کنید فرض .(٢)

u(t, αx+ (١− α)x) = E[ϕ(αx+ (١− α)x+
√
tX]

≤ αE[ϕ(x+
√
tX)] + (١− α)E[ϕ(x+

√
tX)]

= αu(t, x) + (١− α)u(t, x).

تبدیل زیر معادله�ی به (٩.٣) معادله�ی بنابراین .
(
∂٢xxu

)−
= ٠ لذا است، محدب نیز u(t, x) بنابراین

می�شود

∂tu =
١
٢∂

٢
xxu, u(٠, x) = ϕ(x),

است. برقرار نتیجه روشنی به معادله این حل از
قبل قسمت مشابه بنابراین است. محدب −ϕ روشنی به باشد مقعر ϕ اگر .(٣)(

−∂٢xxu
)−

=
(
∂٢xxu

)+
= ٠

نوشت زیر صورت به می�توان را ٩.٣ معادله�ی لذا

∂tu =
١
٢σ

٢
٠∂

٢
xxu, u(٠, x) = ϕ(x),

است. برقرار نتیجه روشنی به معادله این حل از
است. برقرار روشنی به (۴) و (٣) قسمت�های به توجه با .(۴)

امید -G تحت بعدی یک برآونی -G فرآیند ۴.٣

در می�دهیم. نشان C٠(R+) با را ω٠ = ٠ با (ωt)t∈R+ مقدار حقیقی و پیوسته مسیر�های تمام فضای
می�کنیم تعریف زیر صورت به فضا این روی را ρ متر .Ω = C٠(R+) می�کنیم فرض ادامه

∀ω١, ω٢ ∈ Ω; ρ(ω١, ω٢) :=
∞∑
i=٠

[(
max
t∈[٠,i]

|ω١
t − ω٢

t |
)
∧ ١
]
.

است. متریک فضای یک (Ω, ρ) .١٨.٣ تذکر



۵٣ امید -G تحت بعدی یک برآونی -G فرآیند .۴.٣

می�دهیم قرار t ∈ [٠,∞) هر برای

Wt := {ω·∧t, ω ∈ Ω};

Ft := Bt(W ) = B(Wt);

Ft+ := Bt+(W ) =
∩
s>t

Bs(W );

F :=
∨
s>t

Fs = σ(
∪
s>t

Fs).

می�گیریم. نظر در ω = (ωt)t≥٠ تصادفی فرآیند طبیعی فیلتر به مجهز کانونی، فضای عنوان به را (Ω,F)

این و Fs+ ⊆ Ft+ لذا ،
∩

u∈(s,∞) Fu ⊆
∩

u∈(t,∞) Fu صورت این در ،s < t کنید فرض همچنین
است. فیلتر یک نیز {Ft+ , t ≥ ٠} خانواده یعنی

بگیرید. نظر در Ω روی را تصادفی متغیر�های از زیر فضای ،T ≥ ٠ هر برای

L٠
ip(FT ) := {X(ω) = ϕ(ωt١ , · · · , ωtm), ∀m ≥ ١, t١, · · · , tm ∈ [٠, T ], ∀ϕ ∈ lip(Rm)}.

می�دهیم قرار .L٠
ip(Ft) ⊆ L٠

ip(FT ) ،t ≤ T هر برای که است روشن

L٠
ip(F) :=

∞∪
n=١

L٠
ip(Fn).

شبکه یک نیز L٠
ip(FT ) فضای بنابراین است. برداری شبکه یک lip(Rm) فضای می�دانیم .١٩.٣ تذکر

برداری شبکه یک نیز L٠
ip(F) لذا ،L٠

ip(Fn) ⊆ L٠
ip(Fn+١) ،n هر برای چون طرفی از است؛ برداری

آن�گاه X, Y ∈ L٠
ip(FT ) اگر بنابراین ،ϕ · ψ ∈ lip(Rm) آن�گاه ،ϕ, ψ ∈ lip(Rm) اگر بعلاوه است.

.X · Y ∈ L٠
ip(FT )

.ω ∈ Ω و t ∈ [٠,∞) که ،Bt(ω) = ωt دهیم می قرار

L٠
ip(F) روی شده تعریف E غیر�خطی امید تحت برآونی٧ -Gحرکت ،B کانونی فرآیند به .٢٠.٣ تعریف

٠ ≤ t١ < · · · < tm ≤ T و ϕ ∈ lip(Rm) هر و m = ١,٢, · · · و T > ٠ هر برای گاه هر گوییم،
باشیم داشته

E[ϕ(Bt١ , Bt٢ −Bt١ , · · · , Btm −Btm−١)] = ϕm,

٧G-Brownian Motion



۵۴ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

می�شود. محاسبه زیر صورت به ϕm ∈ R آن در که

ϕ١(x١, . . . , xm−١) = PG
tm−tm−١

[ϕ(x١, . . . , xm−١, .)](xm−١)

= E[ϕ(x١, . . . , xm−١, Btm −Btm−١)],

ϕ٢(x١, . . . , xm−٢) = PG
tm−١−tm−٢

[ϕ١(x١, . . . , xm−٢, .)](xm−٢),

...

ϕm−j(x١, . . . , xj) = PG
tj+١−tj

[ϕm−j−١(x١, . . . , xj, .)](xj),

...

ϕm−١(x١) = PG
t٢−t١

[ϕm−٢(x١, .)](x١),

ϕm = PG
t١
[ϕm−١(.)](x٠) = E[ϕm−١(Bt١)].

به Ftj تحت X = ϕ(Bt١ , Bt٢ −Bt١ , · · · , Btm −Btm−١) تصادفی متغیر با متناظر شرطی امید
می�شود محاسبه زیر صورت

E[X|Ftj ] = E[ϕ(Bt١ , Bt٢ −Bt١ , · · · , Btm −Btm−١)|Ftj ] (١٣.٣)

= ϕm−j(Bt١ , · · · , Btj −Btj−١).

می�باشد. زیر صورت به برآونی -G حرکت از دیگری تعریف

روی شده تعریف E غیر�خطی امید تحت برآونی -G حرکت ،B کانونی فرآیند به [٣۴] .٢١.٣ تعریف
هرگاه گوییم، L٠

ip(F)

باشند توزیع هم Bt+s −Bs و Bt ،ψ ∈ lip(R) و s, t ≥ ٠ هر برای .١
E[ψ(Bt+s −Bs)] = E[ψ(Bt)] = PG

t (ψ).

طور ”به Btm − Btm−١ نمو ،٠ ≤ t١ < t٢ < · · · < tm < ∞ و m = ١,٢, · · · هر برای .٢
ψ ∈ lip(Rm) هر برای باشد: مستقل زیر مفهوم با Bt١ , · · · , Btm−١ از برگردان”

E[ψ(Bt١ , · · · , Btm−١ , Btm)] = E[ψ١(Bt١ , · · · , Btm−١)],

.x١, · · · , xm−١ ∈ R و ψ١(x١, · · · , xm−١) = E[ψ(x١, · · · , xm−١, Btm−Btm−١+xm−١)] که

L٠
ip(F) همچنین و L٠

ip(FT ) برداری شبکه روی غیر�خطی امید یک E[·] که است شده ثابت [٣١] در
٢.٣ بخش در آنچه به بنا بنابراین می�کند. صدق ١.٣ تعریف از (e)–(a) ویژگی�های در که می�کند تعریف
قضیه�ی بنابر و است نرم یک (X ∈ L٠

ip(F) ترتیب (به X ∈ L٠
ip(FT ) هر برای ،E[|X|] گذشت،



۵۵ امید -G تحت بعدی یک برآونی -G فرآیند .۴.٣

(که خود تکمیل فضای به (L٠
ip(F) ترتیب (به L٠

ip(FT ) فضای از می�تواند پیوسته طور به E[·] ،١٠.٣
به یابد. گسترش می�دهیم نشان (L١

G(F) ترتیب (به L١
G(FT ) با را آن که است) باناخ فضای یک

که است روشن همچنین .L١
G(Ft) ⊆ L١

G(FT ) ⊆ L١
G(F) داریم ،٠ ≤ t ≤ T <∞ هر برای روشنی

می�کند. صدق ١.٣ تعریف از (e)–(a) ویژگی�های در (L١
G(F) ترتیب (به L١

G(FT ) فضای روی E[·]

فرآیند می�نامیم. امید -G را شد تعریف بالا صورت به که E[·] : L١
G(F) → R امید .٢٢.٣ تعریف

می�نامیم. E[·] امید -G تحت برآونی -G حرکت نیز را B کانونی

.Lp
G(F) = {X ∈ L١

G(F), |X|p ∈ L١
G(F)} می�دهیم قرار .p > ١ کنید فرض

ضابطه با ∥ · ∥p : Lp
G(F) → R تابع ،p ≥ ١ هر برای .٢٣.٣ قضیه

∀X ∈ Lp
G(F); ∥X∥p := E[|X|p]

١
p , (١۴.٣)

است. Lp
G(F) روی نرم یک

که می�کنیم انتخاب طوری را q > ١ .p > ١ کنید فرض است. برقرار روشنی به p = ١ حالت برهان.
داریم X, Y ∈ Lp

G(F) هر برای .١
p
+ ١

q
= ١

∥X + Y ∥pp = E[|X + Y |p] = E[|X + Y | · |X + Y |p−١]

≤ E[|X| · |X + Y |p−١] + E[|Y | · |X + Y |p−١]

≤ ∥X∥p
(
E[|X + Y |p−١]q

) ١
q + ∥Y ∥p

(
E[|X + Y |p−١]q

) ١
q

= (∥X∥p + ∥Y ∥p)E[|X + Y |p]
١
q ,

=⇒ ∥X + Y ∥pp ≤ (∥x∥p + ∥Y ∥p)∥X + Y ∥
p
q
p ,

=⇒ ∥X + Y ∥p ≤ ∥X∥p + ∥Y ∥p.

است. برقرار روشنی به نرم ویژگی�های سایر

با Y ∈ Lq
G(F) و X ∈ Lp

G(F) هر برای است. باناخ فضای یک Lp
G(F) فضای نرم این تحت

داریم ١
p
+ ١

q
= ١

∥XY ∥ = E[|XY |] ≤ ∥X∥p∥Y ∥q.

.∥X∥p ≤ ∥X∥p′ آن�گاه ،p ≤ p′ اگر روشنی به

t = tj کنید فرض می�پردازیم. (١٣.٣) در شده تعریف شرطی امید ویژگی�های مطالعه به اکنون
پیوسته نگاشت یک ∥ · ∥ نرم تحت E[·|Ft] : L

٠
ip(FT ) → L٠

ip(Ft) شرطی امید .t ≤ T و باشد ثابت



۵۶ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

چون و E[E[X|Ft]] = E[X] ،PG
t (·) تعریف به توجه با X ∈ L٠

ip(FT ) هر برای حقیقت در است؛
داریم است، جمع�پذیر زیر PG

t

E[X|Ft]− E[Y |Ft] ≤ E[X − Y |Ft] ≤ E[|X − Y | |Ft]. (١۵.٣)

بنابراین

E[E[X|Ft]− E[Y |Ft]] ≤ E[E[X − Y |Ft]]

= E[X − Y ].

داریم همچنین
E[Y |Ft]− E[X|Ft] ≤ E[Y −X|Ft] ≤ E[|X − Y | |Ft]. (١۶.٣)

داریم (١۶.٣) و (١۵.٣) روابط به توجه با پس
|E[X|Ft]− E[Y |Ft]| ≤ E[|X − Y | |Ft]. (١٧.٣)

بنابراین و

∥E[X|Ft]− E[Y |Ft]∥ = E[|E[X|Ft]− E[Y |Ft]|]

≤ E [E[|X − Y | |Ft]]

= E[|X − Y |] = ∥X − Y ∥.

ثابت بالا روابط در T اگر است. L١
G(FT ) → L١

G(Ft) مانند پیوسته توسیعی دارای E[·|Ft] بنابراین
آورد. دست به نیز را E[·|Ft] : L

١
G(F) → L١

G(Ft) می�توان نباشد،

هر برای ویژگی�ها این است، زیر ویژگی�های دارای E[·|Ft] : L
٠
ip(FT ) → L٠

ip(Ft) .٢۴.٣ گزاره
هستند: برقرار نیز X,Y ∈ L١

G(F)

.E[X|Ft] = X آن�گاه ،t ≤ T و X ∈ L١
G(Ft) اگر .١

.E[X|Ft] ≥ E[Y |Ft] آن�گاه X ≥ Y اگر .٢

.E[X|Ft]− E[Y |Ft] ≤ E[X − Y |Ft] .٣

.E[E[X|Ft]] = E[X] ،E[E[X|Ft]|Fs] = E[X|Ft∧s] .۴

.E[X + η|Ft] = E[X|Ft] + η داریم ،η ∈ L١
G(Ft) هر برای .۵

،E[ηX|Ft] = η+E[X|Ft] + η−E[−X|Ft] کراندار η ∈ L١
G(Ft) هر برای .۶



۵٧ امید -G تحت بعدی یک برآونی -G فرآیند .۴.٣

.E[X|Ft] = E[X] داریم ،X ∈ L١
G(F t

T ) هر برای .٧

تصادفی متغیر�های از فضایی L٠
ip(F t

T ) و می�باشد ∥ · ∥ نرم تحت L٠
ip(F t

T ) فضای توسیع L١
G(F t

T ) که
ϕ ∈ lip(Rm) و m = ١,٢, · · · که است ϕ(Bt١ − Bt١ , Bt٢ − Bt١ , · · · , Btm − Btm−١) شکل به

.t١, · · · , tm ∈ [t, T ] و

کنید. مراجعه [٣۴ ،٣٢] به برهان.

مستقل Ft از E[·] امید -G تحت را X ∈ L١
G(F) عنصر ،t ∈ [٠,∞) کنید فرض .٢۵.٣ تعریف

باشیم داشته Φ(X) ∈ L١
G(F) که Φ : R → R تابع هر برای هر�گاه گوییم،

E[Φ(X)|Ft] = E[Φ(X)].

نمو�های کلاسیک، حالت مانند است. مستقل F٠ از X ∈ L١
G(F) هر که است روشن .٢۶.٣ تذکر

برآونی -G فرآیند یک فرآیند این حقیقت در هستند. مستقل Fs از (Bt+s−Bs)t≥٠ برآونی -Gحرکت
هستند. توزیع هم B نمو�های کلاسیک حالت مانند زیرا است، جدید

داریم ٢۴.٣ گزاره از (٧) قسمت به توجه با لذا ،Bt −Bs ∈ L١
G(F s

T ) ،s ≤ t هر برای .٢٧.٣ مثال

E[Bt −Bs|Fs] = E[Bt −Bs] = E[Bt−s] = ٠,

کلی حالت در

E[ψ(Bt −Bs)|Fs] = E[ψ(Bt −Bs)]. (١٨.٣)

ϕ(Bt −Bs) = |Bt −Bs|n ∈ L١
G(F s

T ) این�که به توجه با ،n = ١,٢, · · · برای

E[|Bt −Bs|n|Fs] = E[|Bt−s|n] =
١√

٢π(t− s)

∫ ∞

−∞
|x|n exp

(
− x٢

٢(t− s)

)
dx.

همچنین

E[−|Bt −Bs|n|Fs] = E[−|Bt−s|n] =
−١√

٢π(t− s)σ٠

∫ ∞

−∞
|x|n exp

(
− x٢

٢(t− s)σ٢٠

)
dx.

داریم R روی ϕ حقیقی و محدب تابع هر برای کلی حالت در

E[Xϕ(Bt −Bs)|Fs] = X+E[ϕ(Bt −Bs)|Fs] +X−E[−ϕ(Bt −Bs)|Fs]

=
X+√

٢π(t− s)

∫ ∞

−∞
ϕ(x) exp

(
− x٢

٢(t− s)

)
dx

− X−√
٢π(t− s)σ٠

∫ ∞

−∞
ϕ(x) exp

(
− x٢

٢(t− s)σ٢٠

)
dx.



۵٨ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

داریم کلاسیک حالت مانند

E[(Bt −Bs)
٢|Fs] = t− s, E[(Bt −Bs)

۴|Fs] = ٣(t− s)٢,

E[(Bt −Bs)
۶|Fs] = ١۵(t− s)٣, E[(Bt −Bs)

٨|Fs] = ١٠۵(t− s)۴,

E[|Bt −Bs||Fs] =

√
٢(t− s)√

π
, E[|Bt −Bs|٣|Fs] =

٢
√
٢(t− s)٣/٢√

π
,

E[|Bt −Bs|۵|Fs] = ٨
√
٢(t− s)۵/٢√

π
.

می�دانیم ١٧.٣ گزاره به توجه با ،٠ ≤ s ≤ t < T و n = ١,٢, · · · هر برای .٢٨.٣ مثال
E[B٢n−١

T−t ] = E[−B٢n−١
T−t ].

داریم X ∈ L١
G(Fs) هر برای ٢۴.٣ گزاره از (۶) قسمت به توجه با بنابراین

E[X(BT −Bt)
٢n−١] = E[E[X(BT −Bt)

٢n−١|Ft]]

= E[X+E[(BT −Bt)
٢n−١|Ft]

+X−E[−(BT −Bt)
٢n−١|Ft]] = ∗

بنابراین و E[(BT −Bt)
٢n−١|Ft] = E[(BT−t)

٢n−١] لذا (BT −Bt)
٢n−١ ∈ L١

G(F t
T ) اما

∗ = E[X+E[(BT−t)
٢n−١]

+X−E[−(BT−t)
٢n−١]]

= E[|X|E[(BT−t)
٢n−١]]

= E[|X|] · E[(BT−t)
٢n−١],

E[X(BT −Bt)|Ft] = X+E[(BT −Bt)|Ft] +X−E[−(BT −Bt)|Ft] = ٠,

مشابه طور به
E[−X(BT −Bt)|Ft] = ٠.

همچنین

E[X(BT −Bt)
٢|Ft] = X+E[(BT −Bt)

٢|Ft] +X−E[−(BT −Bt)
٢|Ft]

= X+(T − t)− σ٢٠X
−(T − t).

استاندارد نرمال توزیع با l٠ip(F) روی را E[·] امید می�توان ٢٠.٣ تعریف با مشابه طریقی به .٢٩.٣ تذکر
یعنی است، PG

١ (.) تسلط تحت P١(.) چون کرد. تعریف PG
١ (·) جای به P١(·)

P١(ϕ)− P١(ψ) ≤ PG
١ (ϕ− ψ),



۵٩ امید -G تحت بعدی یک برآونی -G فرآیند .۴.٣

(Bt)t≥٠ و است خطی امید یک E[.] یابد. توسیع L١
G(F) فضای به پیوسته طور به می�تواند E[.] لذا

می�کند. رفتار برآونی حرکت عنوان به
داریم

E[X] ≤ E[X], ∀X ∈ L١
G(F). (١٩.٣)

یک (تحت توسیع�ها از نوع این .E[B٢n−١
T−t ] = E[−B٢n−١

T−t ] ≥ E[−B٢n−١
T−t ] = ٠ کلی حالت در

گرفته�اند. قرار بررسی مورد [٣١] در کامل جزئیات با تسلطی) رابطه

رابطه به توجه با صورت این در ) E[Y ] = −E[−Y ] و X,Y ∈ L١
G(F) کنید فرض .٣٠.٣ گزاره

بنابراین ،( E[Y ] = E[Y ] لذا و E[Y ] = −E[−Y ] ≥ −E[−Y ] = E[Y ] ،(١٩.٣)
E[X + Y ] = E[X] + E[Y ].

.E[X + Y ] = E[X] آن�گاه ،E[Y ] = E[−Y ] = ٠ اگر خاص حالت در

علاوه به ،E[X + Y ] ≤ E[X] + E[Y ] زیرا، است برقرار روشنی به رابطه این برهان.
E[X + Y ] ≥ E[X]− E[−Y ] = E[X] + E[Y ].

داریم .٣١.٣ مثال

E[٢(Bt −Bs)Bs] = E[E[٢(Bt −Bs)Bs|Fs]]

= E[B+
s E[٢(Bt −Bs)|Fs] +B−

s E[−٢(Bt −Bs)|Fs]]

= E[B+
s E[٢(Bt −Bs)] +B−

s E[−٢(Bt −Bs)]]

= E[٢B+
s E[(Bt −Bs)] + ٢B−

s E[−(Bt −Bs)]]

= ٢E[|Bs|] · E[Bt −Bs] = ٠.

داریم فوق گزاره به بنا بنابراین ،E[−٢(Bt −Bs)Bs] = ٠ که داد نشان می�توان مشابه طریقی به

E[B٢
t −B٢

s |Fs] = E[(Bt −Bs +Bs)
٢ −B٢

s |Fs]

= E[(Bt −Bs)
٢ + ٢(Bt −Bs)Bs|Fs]

= E[(Bt −Bs)
٢|Fs] + E[٢(Bt −Bs)Bs|Fs]

= E[(Bt −Bs)
٢] + (B+

s E[٢(Bt −Bs)|Fs] +B−
s E[−٢(Bt −Bs)|Fs])

= t− s.



۶٠ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

علاوه به

E[(B٢
t −B٢

s )
٢|Fs] = E[{(Bt −Bs +Bs)

٢ −B٢
s}٢|Fs]

= E[{(Bt −Bs)
٢ + ٢(Bt −Bs)Bs}٢|Fs]

= E[(Bt −Bs)
۴ + ۴(Bt −Bs)

٣Bs + ۴(Bt −Bs)
٢B٢

s |Fs]

≤ E[(Bt −Bs)
۴|Fs] + E[۴(Bt −Bs)

٣Bs|Fs] + E[۴(Bt −Bs)
٢B٢

s |Fs]

= E[(Bt −Bs)
۴] + (B+

s E[۴(Bt −Bs)
٣|Fs] +B−

s E[−۴(Bt −Bs)
٣|Fs])

+ ((B٢
s )

+E[۴(Bt −Bs)
٢|Fs] + (B٢

s )
−E[−۴(Bt −Bs)

٢|Fs])

= E[(Bt −Bs)
۴] + ۴E[|Bt −Bs|٣]|Bs|+ ۴(t− s)B٢

s

= ٣(t− s)٢ + ٨(t− s)٣/٢|Bs|+ ۴(t− s)B٢
s .

ایتو -G انتگرال ۵.٣

باکنر انتگرال ١.۵.٣

مانند متناهی مرتب زیرمجموعه�ای ،[٠, T ] بازه از πT افراز ،T ∈ R+ کنید فرض .٣٢.٣ تعریف
می�دهیم قرار .٠ = t٠ < t١ < · · · < TN = T که طوری به است πT = {t١, · · · , tN}

µ(πT ) = max{|ti+١ − ti| | i = ٠,١,٢, · · · , N − ١}.

[٠, T ] بازه روی افراز�ها از دنباله�ای دادن نشان برای πN
T = {٠ = tN٠ < tN١ < · · · < tNN = T} از

می�کنیم. استفاده limN→∞ µ(πN
T ) = ٠ که طوری به

معرفی زیر صورت به را، ساده فرآیندهای از نوعی باشد. ثابت p ≥ ١ کنید فرض .٣٣.٣ تعریف
می�دهیم قرار ،[٠, T ] از πT = {t٠, · · · , tN} افراز برای می�کنیم:

ηt(ω) =
N−١∑
j=٠

ξj(ω)I[tj+١−tj)(t),

با را فرآیندها این تمام گردآیه است. شده داده ξi ∈ Lp
G(Fti) ،i = ٠,١,٢, · · · , N − ١ هر برای که

می�دهیم. نشان Mp,٠
G (٠, T )

صورت به را ηt(ω) =
∑N−١

j=٠ ξj(ω)I[tj+١−tj)(t) با η ∈M١,٠
G (٠, T ) باکنر٨ انتگرال .٣۴.٣ تعریف

٨Bochner



۶١ ایتو -G انتگرال .۵.٣

می�کنیم: تعریف ∫زیر T

٠
ηt(ω)dt =

N−١∑
j=٠

ξj(ω)(tj+١ − tj).

می�دهیم قرار ،η ∈M١,٠
G (٠, T ) هر برای .٣۵.٣ تذکر

ẼT [η] :=
١
T

∫ T

٠
E[ηt]dt =

١
T

N−١∑
j=٠

E[ξj(ω)](tj+١ − tj).

بخش در آنچه از است. غیر�خطی امید یک ẼT [·] :M١,٠
G (٠, T ) → R که داد نشان می�توان سادگی به

تابع گذشت ٢.٣

∥η∥١T = ẼT [|η|] =
١
T

∫ T

٠
E[|ηt|]dt,

فضای به پیوسته طور به می�تواند M١,٠
G (٠, T ) فضای نرم این تحت است. M١,٠

G (٠, T ) روی نرم یک
یابد. توسیع M١

G(٠, T ) باناخ

نشان Mp
G(٠, T ) با را زیر نرم تحت ،M

p,٠
G (٠, T ) فضای تکمیل ،p ≥ ١ هر برای .٣۶.٣ تعریف

می�دهیم

∥η∥Mp
G
=
(
ẼT [|η|p]

) ١
p
=

(
١
T

∫ T

٠
E[|ηpt |]dt

) ١
p

=

(
١
T

∫ T

٠
∥ηpt ∥dt

) ١
p

=

(
١
T

N−١∑
j=٠

E[|ξj(ω)|p](tj+١ − tj)

) ١
p

.

که است روشن .٣٧.٣ تذکر

E
[∣∣∣∣∫ T

٠
ηt(ω)dt

∣∣∣∣] ≤ N−١∑
j=٠

E[|ξj(ω)|](tj+١ − tj) =

∫ T

٠
E[|ηt|]dt.

داریم بنابراین

می�تواند بنابراین و است پیوسته
∫ T

٠ ηt(ω)dt :M
١,٠
G (٠, T ) → L١

G(F) خطی نگاشت .٣٨.٣ گزاره
همچنان را یافته گسترش نگاشت این یابد. گسترش M١

G(٠, T ) → L١
G(F) نگاشت به پیوسته طور به

داریم .η ∈M١
G(٠, T ) آن در که می�دهیم نشان

∫ T

٠ ηt(ω)dt با

∀η ∈M١
G(٠, T ), E

[∣∣∣∣∫ T

٠
ηt(ω)dt

∣∣∣∣] ≤ ∫ T

٠
E[|ηt|]dt. (٢٠.٣)

لذا و کراندار
∫ T

٠ ηt(ω)dt : M١,٠
G (٠, T ) → L١

G(F) خطی نگاشت فوق تذکر به توجه با برهان.
یابد. گسترش M١

G(٠, T ) → L١
G(F) نگاشت به پیوسته طور به می�تواند بنابراین است، پیوسته

این بنابراین ،Mp
G(٠, T ) ⊂ M١

G(٠, T ) لذا ،L
p
G(٠, T ) ⊆ L١

G(٠, T ) ،p ≥ ١ هر برای چون
است. برقرار η ∈Mp

G(٠, T ) هر برای تعریف
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برآونی -G فرآیند از استفاده با ایتو انتگرال ٢.۵.٣

شکل به η ∈M٢,٠
G (٠, T ) هر برای .٣٩.٣ تعریف

ηt(ω) =
N−١∑
j=٠

ξj(ω)I[tj ,tj+١)(t),

می�کنیم تعریف

I(η) =
∫ T

٠
η(s)dBs(ω) :=

N−١∑
j=٠

ξj(Btj+١ −Btj).

می�تواند بنابراین و است پیوسته و خطی نگاشت یک I :M٢,٠
G (٠, T ) → L٢

G(FT نگاشت( .۴٠.٣ لم
حقیقت در یابد. گسترش M٢

G(٠, T ) → L٢
G(FT ) نگاشت به پیوسته طور به

E
[∫ T

٠
η(s)dBs

]
= ٠, (٢١.٣)

E

[(∫ T

٠
η(s)dBs

)٢]
≤
∫ T

٠
E[(η(t))٢]dt. (٢٢.٣)

داریم j هر برای ٢٨.٣ مثال به توجه با برهان.

E[ξj(Btj+١ −Btj)|Ftj ] = E[−ξj(Btj+١ −Btj)|Ftj ] = ٠,

E[ξ٢j (Btj+١ −Btj)
٢|Ftj ] = (ξ٢j )

+(tj+١ − tj) + σ٢٠(ξ
٢
j )

−(tj+١ − tj) = ξ٢j (tj+١ − tj).

پس

E
[∫ tN=T

٠
η(s)dBs

]
= E

[
N−٢∑
j=٠

ξj(Btj+١ −Btj) + ξN−١(BtN −BtN−١)

]

= E
[∫ tN−١

٠
η(s)dBs + ξN−١(BtN −BtN−١)

]
= E

[∫ tN−١

٠
η(s)dBs + E

[
ξN−١(BtN −BtN−١)|FtN−١

]]
= E

[∫ tN−١

٠
η(s)dBs

]
.

است. برقرار (٢١.٣) رابطه j = N − ١, N − ٢, · · · ,٠ برای روند این تکرار با



۶٣ ایتو -G انتگرال .۵.٣

E

[(∫ tN=T

٠
η(s)dBs

)٢]

= E


N−٢∑

j=٠
ξj(Btj+١ −Btj ) + ξN−١(BtN −BtN−١)

٢


= E

[(∫ tN−١

٠
η(s)dBs + ξN−١(BtN −BtN−١)

)٢]

= E

[(∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)٢
+ ٢

(∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)

× (ξN−١(BtN −BtN−١)) + ξ٢N−١(BtN −BtN−١)
٢
]

= E

[(∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)٢
+ E

[
٢
(∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)

× (ξN−١(BtN −BtN−١)) + ξ٢N−١(BtN −BtN−١)
٢
∣∣∣FtN−١

]]

٢۴.٣ گزاره از ۵ ١و ویژگی�های = E

[(∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)٢
+ E

[
٢
(∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)
× (ξN−١(BtN −BtN−١))

∣∣∣FtN−١

]
+ E

[
ξ٢N−١(BtN −BtN−١)

٢|FtN−١

]]

= E

[(∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)٢
+

(
٢
∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)+

× E
[
(ξN−١(BtN −BtN−١))

∣∣∣FtN−١

]
+

(
٢
∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)−
E
[
(−ξN−١(BtN −BtN−١))

∣∣∣FtN−١

]
+ ξ٢N−١(tN − tN−١)

]

= E

[(∫ tN−١

٠
η(s)dBs

)٢
+ ξ٢N−١(tN − tN−١)

]
.

با .E
[(∫ tN=T

٠ η(s)dBs

)٢]
≤ E

[(∫ tN−١
٠ η(s)dBs

)٢]
+ E

[
ξ٢N−١

]
(tN − tN−١) بنابراین

داشت خواهیم j هر برای روند این تکرار

E

[(∫ tN=T

٠
η(s)dBs

)٢]
≤

N−١∑
j=٠

E
[
ξ٢j
]
(tj+١ − tj) =

∫ T

٠
E[(η(t))٢]dt.
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داریم (٢٢.٣) رابطه به توجه با

∥∥∥∥∫ T

٠
η(s)dBs

∥∥∥∥
٢
=

(
E

[(∫ T

٠
η(s)dBs

)٢]) ١
٢

≤
(∫ T

٠
E[(η(t))٢]dt

) ١
٢

= T∥η∥M٢
G
,

گسترش قابل I بنابراین است، پیوسته لذا و کراندار I : M٢,٠
G (٠, T ) → L٢

G(FT ) نگاشت یعنی این
می�باشد. M٢

G(٠, T ) → L٢
G(FT ) پیوسته و خطی نگاشت به

می�کنیم تعریف زیر صورت به را تصادفی انتگرال η ∈M٢
G(٠, T ) هر برای .۴١.٣ ∫تعریف T

٠
η(s)dBs := I(η).

هستند. برقرار همچنان η ∈M٢
G(٠, T ) هر برای (٢٢.٣) و (٢١.٣) روابط روشنی به

قرار ،٠ ≤ s ≤ t ≤ T هر برای می�پردازیم. ایتو انتگرال اصلی ویژگی�های برخی بیان به اکنون
∫می�دهیم t

s

ηudBu :=

∫ T

٠
I[s,t](u)ηudBu.

فضای در صورت این در .٠ ≤ s ≤ r ≤ t ≤ T و η, θ ∈ M٢
G(٠, T ) کنید فرض .۴٢.٣ گزاره

داشت خواهیم L١
G(FT )

.
∫ t

s
ηudBu =

∫ r

s
ηudBu +

∫ t

r
ηudBu .١

.
∫ t

s
(αηu + θu)dBu = α

∫ t

s
ηudBu +

∫ t

s
θudBu آن�گاه باشد، کراندار α ∈ L١

G(Fs) اگر .٢

،X ∈ L١
G(F) هر برای .٣

E
[
X +

∫ T

r

ηudBu

∣∣∣∣Fs

]
= E[X].

برآونی -G فرآیند وسیله�ی به شده تولید دوم مرتبه تغییرات با فرآیند ٣.۵.٣

،πN
t کنید فرض می�پردازیم. می�شود، مشتق برآونی -G فرآیند از که خاصی فرآیند مطالعه�ی به اکنون هم

داریم باشد. [٠, t] بازه�ی افراز�های از دنباله�ای N = ١,٢, · · ·

B٢
t =

N−١∑
j=٠

[
B٢

tN
j+١

−B٢
tNj

]
=

N−١∑
j=٠

٢BtNj

(
BtN

j+١
−BtNj

)
+

N−١∑
j=٠

(
BtN

j+١
−BtNj

)٢
. (٢٣.٣)



۶۵ ایتو -G انتگرال .۵.٣

صورت این در

lim
µ(πN

t )→٠

N−١∑
j=٠

٢BtNj

(
BtN

j+١
−BtNj

)
= ٢

∫ t

٠
BsdBs.

می�دهیم: نشان ⟨B⟩t با را آن حد که می�باشد همگرا نیز (٢٣.٣) تساوی راست سمت از دوم عبارت

⟨B⟩t = lim
µ(πN

t )→٠

N−١∑
j=٠

(
BtN

j+١
−BtNj

)٢
= B٢

t − ٢
∫ t

٠
BsdBs. (٢۴.٣)

آن به که است ⟨B⟩٠ = ٠ با صعودی فرآیند یک ،t ≥ ٠ ،⟨B⟩t بالا، در شده ذکر ساختار به توجه با
می�گوییم. B برآونی -G حرکت وسیله�ی به شده تولید دوم مرتبه تغییرات با فرآیند

داریم ،٠ ≤ s ≤ t <∞ هر برای .۴٣.٣ لم

E
[
⟨B⟩t − ⟨B⟩s

∣∣Fs

]
= t− s, (٢۵.٣)

E
[
− (⟨B⟩t − ⟨B⟩s)

∣∣Fs

]
= −σ٢٠(t− s). (٢۶.٣)

داریم ۴٢.٣ گزاره از (٣) قسمت و ⟨B⟩ تعریف به توجه با برهان.

E
[
⟨B⟩t − ⟨B⟩s

∣∣Fs

]
= E

[
B٢

t −B٢
s − ٢

∫ t

s

Budbu|Fs

]
= E

[
B٢

t −B٢
s |Fs

]
= t− s.

رابطه�ی به توجه با نیز (٢۶.٣) رابطه�ی است. برقرار (٢۵.٣) رابطه�ی بنابراین
E
[
−(B٢

t −B٢
s )|Fs

]
= −σ٢٠(t− s),

است. برقرار روشنی به

Q٠,T :M١,٠
G (٠, T ) → L١

G(FT نگاشت( ،d⟨B⟩ به نسبت η ∈M١
G(٠, T ) انتگرال تعریف برای
می�کنیم تعریف زیر صورت به را

Q٠,T (η) =

∫ T

٠
η(s)d⟨B⟩s :=

N−١∑
j=٠

ξj
(
⟨B⟩tj+١ − ⟨B⟩tj

)
.

داریم η ∈M١,٠
G (٠, T ) هر برای .۴۴.٣ لم

E[|Q٠,T (η)|] ≤
∫ T

٠
E[|ηs|]ds. (٢٧.٣)

یکتا طور به نتیجه در و است پیوسته و خطی نگاشتی Q٠,T : M١,٠
G (٠, T ) → L١

G(FT ) بنابراین
می�هیم نمایش زیر صورت به را یافته گسترش نگاشت این یابد. M١گسترش

G(٠, T ) فضای به می�تواند

∀η ∈M١
G(٠, T )

∫ T

٠
η(s)d⟨B⟩s = Q٠,T (η).



۶۶ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

داریم

E
[∣∣∣∣∫ T

٠
η(s)d⟨B⟩s

∣∣∣∣] ≤ ∫ T

٠
E[|η(t)|]dt. (٢٨.٣)

است برقرار زیر صورت به (٢٧.٣) رابطه ،۴٣.٣ لم به توجه با برهان.

E

[∣∣∣∣∣
N−١∑
j=٠

ξj
(
⟨B⟩tj+١ − ⟨B⟩tj

)∣∣∣∣∣
]
≤

N−١∑
j=٠

E
[
|ξj| ·

(
⟨B⟩tj+١ − ⟨B⟩tj

)]
=

N−١∑
j=٠

E
[
|ξj|E

[(
⟨B⟩tj+١ − ⟨B⟩tj

) ∣∣∣Ftj

]]
=

N−١∑
j=٠

E [|ξj|] (tj+١ − tj)

=

∫ T

٠
E[|ηs|]ds.

-G فرآیند مانند که است این ،⟨B⟩ دوم مرتبه تغییرات با فرآیند مورد در توجه جالب نکته یک
حقیقت در است. توزیع هم ⟨B⟩t با و مستقل Fs از t ≥ ٠ هر برای ⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s نمو ،B برآونی

داریم. را زیر لم

فرآیند فرآیند، این است. مستقل Fs از (⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s)t≥٠ ثابت، s ≥ ٠ هر برای .۴۵.٣ لم
یعنی ،t ≥ ٠ که است Bs

t = Bs+t − Bs برآونی حرکت وسیله به شده تولید دوم مرتبه تغییرات با
داریم .⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s = ⟨Bs⟩t

E[⟨Bs⟩٢t |Fs] = E[⟨B⟩٢t ] = t٢, (٢٩.٣)

همچنین

E[⟨Bs⟩٣t |Fs] = E[⟨B⟩٣t ] = t٣, (٣٠.٣)

E[⟨Bs⟩۴t |Fs] = E[⟨B⟩۴t ] = t۴.

می�شود نتیجه سادگی به زیر رابطه و تعریف به توجه با استقلال برهان.

⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s = B٢
t+s −

∫ t+s

٠
BrdBr −

[
B٢

s −
∫ s

٠
BrdBr

]
= (Bs+t −Bs)

٢ − ٢
∫ s+t

s

(Br −Bs)d(Br −Bs)

= ⟨Bs⟩t.



۶٧ ایتو -G انتگرال .۵.٣

داریم ۴٢.٣ گزاره از (٣) قسمت و Fs از ⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s بودن مستقل به توجه با بنابراین

E[⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s] = E[⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s|Fs]

= E
[
(Bs+t −Bs)

٢ − ٢
∫ s+t

s

(Br −Bs)d(Br −Bs)|Fs

]
= E[(Bs+t −Bs)

٢] = E[B٢
t+s−s] = t = E[⟨B⟩t].

.ϕ(t) := E[⟨B⟩٢t ] می�دهیم قرار

ϕ(t) = E

[{
(Bt)

٢ − ٢
∫ t

٠
BudBu

}٢]

≤ E[(Bt)
۴] + ۴E

[(∫ t

٠
BudBu

)٢]
+ ۴E

[
−(Bt)

٢
(∫ t

٠
BudBu

)]

≤ ٢E[(Bt)
۴] + ٨E

[(∫ t

٠
BudBu

)٢]
+ ٠

≤ ۶t٢ + ٨
∫ t

٠
E[(Bu)

٢]du

= ١٠t٢.

s ∈ [٠, t) هر برای .E[(⟨B⟩t − ⟨B⟩s)٢] = ϕ(t− s) ≤ ١٠(t− s)٢ همچنین

ϕ(t) = E[(⟨B⟩s + ⟨B⟩t − ⟨B⟩s)٢]

≤ E[(⟨B⟩s)٢] + E[(⟨B⟩t − ⟨B⟩s)٢] + ٢E[(⟨B⟩t − ⟨B⟩s)(⟨B⟩s)]

= ϕ(s) + ϕ(t− s) + ٢E[E[(⟨B⟩t − ⟨B⟩s)|Fs]⟨B⟩s]

= ϕ(s) + ϕ(t− s) + ٢(t− s)s.

نامساوی�های از .tNk = kt/N = kδN و δN = t/N می�دهیم قرار N مثبت و صحیح عدد هر برای
داریم بالا

ϕ(tNN) ≤ ϕ(tNN−١) + ϕ(δN) + ٢tNN−١δN

≤ ϕ(tNN−٢) + ٢ϕ(δN) + ٢(tNN−١ + tNN−٢)δN

....

داریم بنابراین

ϕ(t) ≤ Nϕ(δN) + ٢
N−١∑
k=٠

tNk δN ≤ ١٠ t
٢

N
+ ٢

N−١∑
k=٠

tNk δN .



۶٨ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

رابطه این .E[⟨B⟩٢t ] ≤ t٢ بنابراین .ϕ(t) ≤ ٢
∫ t

٠ sds = t٢ صورت این در ، N → ∞ کنید فرض
می�دهد. نتیجه را (٢٩.٣) رابطه E[⟨B⟩٢t ] ≥ E[⟨B⟩٢t ] = t٢ همراه به

داریم Fs از ⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s بودن مستقل به توجه با

E[⟨B⟩٣t ] = E[⟨Bs⟩٣t |Fs]

= E[(⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s)٣|Fs]

= E[E[(⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s)٢|Fs](⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s)|Fs]

= t٢ · t = t٣.

صورت این در .X ∈ L١
G(F) و ξ ∈ L١

G(Fs) ،٠ ≤ s ≤ t کنید فرض .۴۶.٣ گزاره

E[X + ξ(B٢
t −B٢

s )] = E[X + ξ(Bt −Bs)
٢]

= E[X + ξ(⟨B⟩t − ⟨B⟩s)].

داریم ،٣٠.٣ گزاره و (٢۴.٣) رابطه به توجه با برهان.

E[X + ξ(B٢
t −B٢

s )] = E
[
X + ξ

(
⟨B⟩t − ⟨B⟩s + ٢

∫ t

s

BudBu

)]
= E [X + ξ (⟨B⟩t − ⟨B⟩s)] + ٢E

[
ξ

(∫ t

s

BudBu

)]
= E [X + ξ (⟨B⟩t − ⟨B⟩s)] .

که داد نشان می�توان ٣١.٣ مثال با مشابه طریقی به
E[٢ξ(Bt −Bs)Bs] = E[−٢ξ(Bt −Bs)Bs] = ٠.

داریم ٣٠.٣ گزاره به توجه با بنابراین

E[X + ξ(B٢
t −B٢

s )] = E
[
X + ξ

(
(Bt −Bs +Bs)

٢ −B٢
s

)]
= E

[
X + ξ

(
(Bt −Bs)

٢ + ٢(Bt −Bs)Bs

)]
= E

[
X + ξ (Bt −Bs)

٢
]
+ ٢E[ξ(Bt −Bs)Bs]

= E
[
X + ξ (Bt −Bs)

٢
]
.



۶٩ ایتو -G انتگرال .۵.٣

داریم η ∈M٢
G(٠, T ) هر برای .۴٧.٣ گزاره

E

[(∫ T

٠
η(s)dBs

)٢]
= E

[∫ T

٠
η٢(s)d⟨B⟩s

]
. (٣١.٣)

باشد زیر صورت به η ∈M٢,٠
G (٠, T ) کنید فرض برهان.

ηt(ω) =
N−١∑
j=٠

ξj(ω)I[tj ,tj+١)(t).

و i ̸= j هر برای ٣٠.٣ گزاره به توجه با .
∫ T

٠ η(s)dBs :=
∑N−١

j=٠ ξj(Btj+١ − Btj) صورت این در
داریم X ∈ L١

G(F)

E[X + ٢ξj(Btj+١ −Btj)ξi(Bti+١ −Bti)] = E[X].

بنابراین

E

[(∫ T

٠
η(s)dBs

)٢]
= E

(N−١∑
j=٠

ξj(Btj+١ −Btj)

)٢
= E

[
N−١∑
j=٠

ξ٢j (Btj+١ −Btj)
٢

]
.

می�دهد نتیجه ۴۶.٣ گزاره همراه به رابطه این

E

[(∫ T

٠
η(s)dBs

)٢]
= E

[
N−١∑
j=٠

ξ٢j
(
⟨B⟩tj+١ − ⟨B⟩tj

)]
= E

[∫ T

٠
η٢(s)d⟨B⟩s

]
.

است. برقرار η ∈M٢,٠
G (٠, T ) هر برای (٣١.٣) رابطه بنابراین

دارای بنابراین است، پیوسته
∫ T

٠ η(s)dBs : M٢,٠
G (٠, T ) → L٢

G(FT ) نگاشت می�دانیم طرفی از
است. برقرار η ∈ M٢

G(٠, T ) هر برای (٣١.٣) رابطه�ی لذا می�باشد. M٢
G(٠, T ) فضای به گسترشی

برآونی -G فرآیند برای ایتو فرمول ۴.۵.٣

تنها سادگی برای می�باشد. ایتو -G فرآیند یک X که می�پردازیم Φ(Xt) از ایتو٩ فرمول بیان به اکنون
باشد. هموار کافی اندازه به Φ تابع که می�گیریم نظر در را حالتی

به توابعی {∂٢xµxνΦ}nµ,ν=١ و باشد کراندار مشتقات با کراندار تابعی Φ ∈ C٢(Rn) فرضکنید .۴٨.٣ لم
Xt = (X١

t , · · · , Xn
t )

T فرضکنید و باشد ثابت s ∈ [٠, T ] فرضکنید لیپشیتسباشند. یکنواخت طور
باشد زیر شکل به [s, T ] روی بعدی -n فرآیند یک

Xν
t = Xν

s + αν(t− s) + ην (⟨B⟩t − ⟨B⟩s) + βν(Bt −Bs),

٩Ito’s Formula



٧٠ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

Xs = (X١
s , · · · , Xn

s )
T و هستند L٢

G(Fs) از کراندار عناصری βν و ην ،αν ،ν = ١, · · · , n برای که
داریم است. L٢

G(Fs) فضای در شده داده بردار -Rn یک

Φ(Xt)− Φ(Xs) =

∫ t

s

∂xνΦ(Xu)β
νdBu +

∫ t

s

∂xνΦ(Xu)α
νdu (٣٢.٣)

+

∫ t

s

[
DxνΦ(Xu)η

ν +
١
٢∂

٢
xµxνΦ(Xu)β

µβν

]
d⟨B⟩u.

و µ تکراری اندیس�های با عبارت تک هر یعنی می�کنیم، استفاده انیشتین١٠ مجموع قرارداد از اینجا در
دارد. دلالت (

∑
) مجموع بر ν (یا)

بگیرید نظر در را زیر افراز .δ = (t− s)/N می�دهیم قرار ،N مثبت و صحیح عدد هر برای برهان.

πN
[s,t] = {tN٠ , tN١ , · · · , tNN} = {s, s+ δ, · · · , s+Nδ = t}.

داریم متغیره چند توابع برای تیلور١١ سری از استفاده با

Φ(Xt) = Φ(Xs) +
N−١∑
k=٠

[
Φ
(
XtN

k+١

)
− Φ

(
XtNk

)]
= Φ(Xs) +

N−١∑
k=٠

[
∂xµΦ

(
XtNk

)(
Xµ

tN
k+١

−Xµ

tNk

)
+
١
٢
[
∂٢xµxνΦ

(
XtNk

)(
Xµ

tN
k+١

−Xµ

tNk

)(
Xν

tN
k+١

−Xν
tNk

)
+ ηNk

] ]
. (٣٣.٣)

که

ηNk =

[
∂٢xµxνΦ

(
XtNk

+ θk

(
XtN

k+١
−XtNk

))
− ∂٢xµxνΦ

(
XtNk

)]
(
Xµ

tN
k+١

−Xµ

tNk

)(
Xν

tN
k+١

−Xν
tNk

)
,

داریم (٣٠.٣) رابطه�ی و ٢٧.٣ مثال به توجه با .θk ∈ [٠,١] با

E[|ηNk |] = E
[∣∣∣∣[∂٢xµxνΦ

(
XtNk

+ θk

(
XtN

k+١
−XtNk

))
− ∂٢xµxνΦ

(
XtNk

)]
×
(
Xµ

tN
k+١

−Xµ

tNk

)(
Xν

tN
k+١

−Xν
tNk

) ∣∣∣∣]
≤ cE

[∣∣∣XtN
k+١

−XtNk

∣∣∣٣] ≤ C
[
δ٣ + δ٣/٢

]
,

١٠Einstein convention
١١Taylor series



٧١ ایتو -G انتگرال .۵.٣

راست سمت مجموع .
∑

k E[|ηNk |] → ٠ بنابراین است. {∂٢xµxνΦ}nµ,ν=١ تابع لیپشیتس ثابت c که
که ،ξNt + ζNt با است برابر ،(٣٣.٣) رابطه�ی

ξNt =
N−١∑
k=٠

{
∂xµΦ

(
XtNk

)[
αµ(tNk+١ − tNk )

+ ηµ
(
⟨B⟩tN

k+١
− ⟨B⟩tNk

)
+ βµ

(
BtN

K+١
−BtNk

)]
+
١
٢∂

٢
xµxνΦ

(
XtNk

)
βµβν

(
BtN

k+١
−BtNk

)(
BtN

k+١
−BtNk

)}
,

و

ζNt =
١
٢

N−١∑
k=٠

∂٢xµxνΦ
(
XtNk

) [
αµ(tNk+١ − tNk ) + ηµ

(
⟨B⟩tN

k+١
− ⟨B⟩tNk

)]
×
[
αν(tNk+١ − tNk ) + ην

(
⟨B⟩tN

k+١
− ⟨B⟩tNk

)]
+ βν

[
αµ(tNk+١ − tNk ) + ηµ

(
⟨B⟩tN

k+١
− ⟨B⟩tNk

)](
BtN

k+١
−BtNk

)
.

که می�کنیم مشاهده انیشتین، مجموع قرارداد به توجه با ،u ∈ [tNk , t
N
k+١) هر برای

E

∣∣∣∣∣∂xµΦ(Xu)−
N−١∑
k=٠

∂xµΦ
(
XtNk

)
I[tNk ,tN

k+١)
(u)

∣∣∣∣∣
٢

= E
[∣∣∣∂xµΦ(Xu)− ∂xµΦ

(
XtNk

)∣∣∣٢]
≤ c٢E

[∣∣∣Xu −XtNk

∣∣∣٢] ≤ C[δ + δ٢].

M٢
G(٠, T ) فضای در ،N → ∞ که زمانی بنابراین

N−١∑
k=٠

∂xµΦ
(
XtNk

)
I[tNk ,tN

k+١)
(.) → ∂xµΦ(X·).

داریم M٢
G(٠, T ) فضای در مشابه طریقی به

N−١∑
k=٠

∂٢xµxνΦ
(
XtNk

)
I[tNk ,tN

k+١)
(.) → ∂٢xµxνΦ(X·).

ξNt حد ،d⟨B⟩t و dBt ،dt به نسبت انتگرال تعریف�های به توجه با صورت این در ،N → ∞ فرضکنید
ارائه تخمین�های به توجه با همچنین .(٣٢.٣) رابطه�ی راست سمت عبارت با است برابر L٢

G(٠, T ) در
است. برقرار (٣٢.٣) رابطه�ی بنابراین .ζNt → ٠ داریم L٢

G(٠, T ) فضای در بعد، تذکر در شده

می�کنیم: استفاده زیر تخمین�های از ،ζNt → ٠ ،L٢
G(٠, T ) فضای در اینکه کردن ثابت برای .۴٩.٣ تذکر

و ψN
t =

∑N−١
k=٠ ξ

N
tk
I[tNk ,tN

k+١)
(t) که طوری به ψN ∈ M١,٠

G (٠, T ) برای و N = ١,٢, · · · هر برای



٧٢ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

،
∑N−١

k=٠ E[|ξNtk |]
(
tNk+١ − tNk

)
≤ C و limN→∞ µ(πN

T ) = ٠ با πN
T = {٠ = t٠, · · · , tN = T}

داریم

E

[∣∣∣∣∣
N−١∑
k=٠

ξNk
(
tNk+١ − tNk

)٢∣∣∣∣∣
]
≤

N−١∑
k=٠

E[|ξNtk |]
(
tNk+١ − tNk

)٢ ≤ C
(
|tNk+١ − tNk |

)
→ ٠,

داریم ۴۵.٣ لم به توجه با نتیجه در و

E

[∣∣∣∣∣
N−١∑
k=٠

ξNk

(
⟨B⟩tN

k+١
− ⟨B⟩tNk

)٢∣∣∣∣∣
]
≤

N−١∑
k=٠

E
[
|ξNk | · E

[(
⟨B⟩tN

k+١
− ⟨B⟩tNk

)٢ ∣∣FtNk

]]

=
N−١∑
k=٠

E[|ξNk |]
(
tnk+١ − tNk

)٢ → ٠.

داریم هولدر نامساوی از بعلاوه

E

[∣∣∣∣∣
N−١∑
k=٠

ξNk

(
⟨B⟩tN

k+١
− ⟨B⟩tNk

)(
BtN

k+١
−BtNk

)∣∣∣∣∣
]

≤
N−١∑
k=٠

E
[
|ξNk |

]
E
[(

⟨B⟩tN
k+١

− ⟨B⟩tNk
) ∣∣∣BtN

k+١
−BtNk

∣∣∣]
≤

N−١∑
k=٠

E
[
|ξNk |

]
E
[(

⟨B⟩tN
k+١

− ⟨B⟩tNk
)١/٢[٢

E
[∣∣∣BtN

k+١
−BtNk

∣∣∣١/٢[٢
=

N−١∑
k=٠

E
[
|ξNk |

]
(tNk+١ − tNk )

٣/٢ → ٠.

داریم همچنین

E

[∣∣∣∣∣
N−١∑
k=٠

ξNk

(
⟨B⟩tN

k+١
− ⟨B⟩tNk

) (
tNk+١ − tNk

)∣∣∣∣∣
]

≤
N−١∑
k=٠

E
[
|ξNk |(tNk+١ − tNk ) · E

[(
⟨B⟩tN

k+١
− ⟨B⟩tNk

) ∣∣∣FtNk

]]
=

N−١∑
k=٠

E
[
|ξNk |

]
(tNk+١ − tNk )

٢ → ٠.



٧٣ ایتو -G انتگرال .۵.٣

و

E

[∣∣∣∣∣
N−١∑
k=٠

ξNk
(
tNk+١ − tNk

) (
BtN

k+١
−BtNk

)∣∣∣∣∣
]

≤
N−١∑
k=٠

(
tNk+١ − tNk

)
E
[∣∣∣ξNk (BtN

k+١
−BtNk

)∣∣∣]
≤

N−١∑
k=٠

(
tNk+١ − tNk

)
E
[
|ξNk |

]
E
[∣∣∣(BtN

k+١
−BtNk

)∣∣∣]
=

√
٢
π

N−١∑
k=٠

E
[
|ξNk |

] (
tNk+١ − tNk

)٣/٢ → ٠.

کنید فرض می�کنیم. معرفی را ایتو فرمول از کلی�تری شکل اکنون

Xν
t = Xν

٠ +

∫ t

٠
αν
sds+

∫ t

٠
ηνsd⟨B⟩s +

∫ t

٠
βν
s dBs. (٣۴.٣)

M٢
G(٠, T ) فضای از کراندار فرآیند�هایی ،ην و βν ،αν و ν = ١, · · · , n کنید فرض .۵٠.٣ گزاره

داریم Φ ∈ L٢
G(Ft) و t ≥ ٠ هر برای صورت این در باشند.

Φ(Xt)− Φ(Xs) =

∫ t

s

∂xνΦ(Xu)β
ν
udBu +

∫ t

s

∂xνΦ(Xu)α
ν
udu (٣۵.٣)

+

∫ t

s

[
∂xνΦ(Xu)η

ν
u +

١
٢∂

٢
xµxνΦ(Xu)β

µ
uβ

ν
u

]
d⟨B⟩u.

باشند زیر صورت به فرآیندهایی η و β ،α که می�گیریم نظر در را حالتی ابتدا برهان.

ηt(ω) =
N−١∑
k=٠

ξk(ω)I[t−k,tk+١)(t).

کنید فرض حال است. برقرار روشنی به (٣۵.٣) رابطه بالا، لم به توجه با صورت این در

Xν,N
t = Xν

٠ +

∫ t

٠
αν,N
s ds+

∫ t

٠
ην,Ns d⟨B⟩s +

∫ t

٠
βν,N
s dBs, (٣۶.٣)

و η ،α به N → ∞ که زمانی و کراندارند یکنواخت طور به که هستند فرآیندهایی ،βn و ηN ،αN که
داریم ۴٨.٣ لم از می�باشند. همگرا M٢

G(٠, T ) در β

Φ(Xν,N
t )− Φ(X٠) =

∫ t

s

∂xνΦ(XN
u )βν,N

u dBu +

∫ t

s

∂xνΦ(XN
u )αν,N

u du (٣٧.٣)

+

∫ t

s

[
∂xνΦ(XN

u )ην,Nu +
١
٢∂

٢
xµxνΦ(XN

u )βµ,N
u βν,N

u

]
d⟨B⟩u.



٧۴ آن از شده مشتق مفاهیم و برآونی -G فرآیند به نگاهی .٣

داریم (٢٨.٣) و (٢٢.٣) ،(٢٠.٣) روابط به توجه با طرفی از

E
[∣∣∣Xν,N

t −Xν
t

∣∣∣٢] = E
[∣∣∣∣Xν

٠ +

∫ t

٠
αν,N
s ds+

∫ t

٠
ην,Ns d⟨B⟩s +

∫ t

٠
βν,N
s dBs

−
(
Xν

٠ +

∫ t

٠
αν
sds+

∫ t

٠
ηνsd⟨B⟩s +

∫ t

٠
βν
s dBs

) ∣∣∣∣٢]
= E

[∣∣∣∣ ∫ t

٠
(αν,N

s − αν
s)ds+

∫ t

٠
(ην,Ns − ηνs )d⟨B⟩s

+

∫ t

٠
(βν,N

s − βν
s )dBs

∣∣∣∣٢]
≤ ٣E

[∣∣∣∣∫ t

٠
(αν,N

s − αν
s)ds

∣∣∣∣٢
]
+ ٣E

[∣∣∣∣∫ t

٠
(ην,Ns − ηνs )d⟨B⟩s

∣∣∣∣٢
]

+ ٣E
[∣∣∣∣∫ t

٠
(βν,N

s − βν
s )dBs

∣∣∣∣٢
]

≤ ٣
∫ t

٠
E
[
(αν,N

s − αν
s)

٢] ds+ ٣
∫ t

٠
E
[
(ην,Ns − ηνs )

٢] ds
+ ٣

∫ t

٠
E
[
(βν,N

s − βν
s )

٢] ds.
داریم M٢

G(٠, T ) فضای در ،N → ∞ که زمانی بنابراین
Xν,N

t → Xν
t .

داریم M٢
G(٠, T ) فضای در ،N → ∞ که زمانی علاوه به

∂xνΦ(XN
· )ην,N· → ∂xνΦ(X·)η

ν
· ,

∂٢xµxνΦ(XN
· )βµ,N

· βν,N
· → ∂٢xµxνΦ(X·)β

µ
· β

ν
· ,

∂xνΦ(XN
· )αν,N

· → ∂xνΦ(X·)α
ν
· ,

∂xνΦ(XN
· )βν,N

· → ∂xνΦ(X·)β
ν
· .

است. برقرار روشنی به (٣۵.٣) رابطه�ی ،(٣٧.٣) رابطه طرفین از گرفتن حد با

تعمیم یک بیان ۶.٣

با متناظر تعاریف و مفاهیم و کردیم تعریف ثابت و T ≥ ٠ هر برای را l٠ip(FT ) فضای ۴.٣ بخش در
را آن با متناظر مفاهیم و تعاریف و می�پردازیم فضا این از تعمیمی بیان به اکنون نمودیم. بیان نیز را آن

شده�اند. آورده [٢٢] مرجع از بخش این در شده ارائه مطالب می�کنیم. بیان



٧۵ تعمیم یک بیان .۶.٣

فضای باشد. F به نسبت متناهی توقف زمان یک τ و (ωt)t≥٠ فرآیند طبیعی فیلتر F کنید فرض
بگیرید نظر در را تصادفی متغیر�های از زیر

l٠ip(Fτ ) := {X(ω) = φ(ωt١ , . . . , ωtm), ∀m ≥ ١, t١, . . . , tm ∈ [٠, τ(ω)], ∀φ ∈ lip(Rm)}.

می�دهیم قرار

l٠ip(F ) :=
∞∪
n=١

l٠ip(Fn∧τ ).

یک روشنی به که می�کنیم تعریف ٢١.٣ تعریف با مشابه طریقی به l٠ip(F ) فضای روی را E[.] امید
،X ∈ l٠ip(Fτ ) هر برای بنابراین است. (l٠ip(F ) روی ترتیب به (و l٠ip(Fτ ) فضای روی خطی غیر امید
به می�تواند E[.] نرم این تحت است. (l٠ip(F ) روی همچنین (و l٠ip(Fτ ) فضای روی نرم یک E[|X|]

یابد. گسترش می�دهیم نشان (L١
G(F ) ترتیب (به L١

G(Fτ ) با را آن که خود تکمیل فضای به پیوسته طور
می�دهیم قرار p > ١ هر برای

Lp
G(F ) = {X ∈ L١

G(F ), |X|p ∈ L١
G(F )}.

است. باناخ فضای یک ||X||p := (E[|X|p])
١
p نرم تحت نیز Lp

G(F )

به تصادفی فرآیند�های تمام گردایه�ی ،[٠, τ(ω)] از πτ = {t٠, . . . , tN} افراز هر برای .۵١.٣ تعریف
و p ≥ ١ آن در که می�دهیم، نشان Mp,٠

G (٠, τ) با را µt(ω) =
∑N−١

j=٠ ξj(ω)I[tj ,tj+١)(t) صورت
شده�اند. داده ξj ∈ Lp

G(Ftj)

و ||η||Hp,α
G

=
[
E
[(∫∞

٠ eαs|ηs|٢ds
) p
٢
]] ١

p می�دهیم قرار ،α ∈ R و p > ١ هر برای .۵٢.٣ تعریف

به را ||η||Mp
G
و ||η||Hp,α

G
نرم�های تحت Mp,٠

G (٠, τ) فضای تکمیل .||η||Mp
G
=
[
E
[∫ τ

٠ |ηs|pds
]] ١

p

می�دهیم. نشان Mp
G(٠, τ) و H

p,α
G (R) با ترتیب

کنید فرض .۵٣.٣ تعریف
Sp,٠
G (٠, τ) =

{
h(t, Bt١∧t, . . . , Btn∧t) : t١, . . . , tn ∈ [٠, τ(ω)], h ∈ lip(Rn+١)

}
.

تکمیل .||η||Sp,α,τ
G

=
[
E
[
supt≥٠ e(p/٢)α(t∧τ)|ηt|p

]] ١
p می�دهیم قرار η ∈ Sp,٠

G (٠, τ) هر برای
می�دهیم. نشان Sp,α,τ

G (R) با را ||Sp,α,τ
G

نرم تحت Sp,٠
G (٠, τ) فضای

می�کنیم تعریف ηt(ω) =
∑N−١

j=٠ ξj(ω)I[tj ,tj+١)(t) شکل به η ∈M٢,٠
G (٠, τ) هر برای .۵۴.٣ تعریف

I(η) =
∫ τ

٠
η(s)dBs :=

N−١∑
j=٠

ξj(Btj+١ −Btj).

پیوسته�ی گسترش دارای بنابراین و است پیوسته و خطی نگاشتی I :M٢,٠
G (٠, τ) → L٢

G(Fτ نگاشت(
می�باشد. I :M٢

G(٠, τ) → L٢
G(Fτ )
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می�کنیم تعریف زیر صورت به را تصادفی انتگرال η ∈M٢
G(٠, τ) برای .۵۵.٣ ∫تعریف τ

٠
η(s)dBs := I(η).

تصادفی دیفرانسیل معادلات ٧.٣

می�شود تعریف زیر صورت به M٢
G(٠, T ;Rn) فضای روی (SDE) تصادفی دیفرانسیل معادله یک

Xt = X٠ +

∫ t

٠
b(Xs)ds+

∫ t

٠
h(Xs)d⟨B⟩s +

∫ t

٠
σ(Xs)dBs, t ∈ [٠, T ], (٣٨.٣)

[٠, T ] بازه شده�اند. داده b, h, σ : Rn → Rn لیپشیتس پیوسته توابع و X٠ ∈ Rn اولیه شرط که
مانند تصادفی فرآیندی ،(٣٨.٣) معادله�ی برای جواب یک باشد. بزرگ دلخواه اندازه هر به می�تواند
نگاشت باشد. ثابت بازه یک [٠, T ] کنید فرض کند. صدق آن در که است X ∈ M٢

G(٠, T ;Rn)

می�کنیم. تعریف زیر صورت به بازه این روی را Λ·(Y )

Λ·(Y ) := Y ∈M٢
G(٠, T ;Rn) →M٢

G(٠, T ;Rn),

با ،t ∈ [٠, T ] هر برای ،Λt = Xt دادن قرار با

Λt(Y ) = X٠ +

∫ t

٠
b(Ys)ds+

∫ t

٠
h(Ys)d⟨B⟩s +

∫ t

٠
σ(Ys)dBs, t ∈ [٠, T ].

داریم

داریم را زیر تخمین ،Y, Y ′ ∈M٢
G(٠, T ;Rn) هر برای .۵۶.٣ لم

E
[
|Λt(Y )− Λt(Y

′)|٢
]
≤ C

∫ t

٠
E[|Ys − Y ′

s |٢]ds, t ∈ [٠, T ]. (٣٩.٣)

است. لیپشیتس ثابت K و C = ٣K٢ که

داریم (٢٨.٣) و (٢٢.٣) ،(٢٠.٣) روابط به توجه با برهان.

E
[
|Λt(Y )− Λt(Y

′)|٢
]

≤ E

[∣∣∣∣∫ t

٠
(b(Ys)− b(Y ′

s ))ds

∣∣∣∣٢
]
+ E

[∣∣∣∣∫ t

٠
(h(Ys)− h(Y ′

s ))d⟨B⟩s
∣∣∣∣٢
]

+ E

[∣∣∣∣∫ t

٠
(σ(Ys)− σ(Y ′

s ))dBs

∣∣∣∣٢
]

≤
∫ t

٠
E
[
(b(Ys)− b(Y ′

s ))
٢
]
ds+

∫ t

٠
E
[
(h(Ys)− h(Y ′

s ))
٢
]
ds

+

∫ t

٠
E
[
(σ(Ys)− σ(Y ′

s ))
٢
]
ds

≤ ٣K٢
∫ t

٠
E
[
|Ys − Y ′

s |
٢
]
ds.



٧٧ تصادفی دیفرانسیل معادلات .٧.٣

رابطه�ی طرفین در e−٢Ct ضرب با است. یکتا جوابی دارای (٣٨.٣) معادله�ی که می�کنیم ثابت اکنون
داریم ،[٠, T ] روی انتگرال�گیری و (٣٩.٣)∫ T

٠
E
[
|Λt(Y )− Λt(Y

′)|٢
]
e−٢Ctdt ≤ C

∫ T

٠
e−٢Ct

∫ t

٠
E[|Ys − Y ′

s |٢]dsdt

= C

∫ T

٠

∫ T

s

e−٢Ctdt E
[
|Ys − Y ′

s |
٢
]
ds

= (٢C)−١C
∫ T

٠
(e−٢Cs − e−٢cT )E

[
|Ys − Y ′

s |
٢
]
ds

≤ ١
٢

∫ T

٠
E
[
|Ys − Y ′

s |
٢
]
e−٢Csds.

داریم ∫بنابراین T

٠
E
[
|Λt(Y )− Λt(Y

′)|٢
]
e−٢Ctdt ≤ ١

٢

∫ T

٠
E
[
|Yt − Y ′

t |
٢
]
e−٢Ctdt.

(معادلند): برابرند هم با M٢
G(٠, T ;Rn) فضای در زیر نرم دو که دید می�توان طرفی ∫از T

٠
E
[
|Λt(Y )|٢

]
e−٢Ctdt ∼

∫ T

٠
E
[
|Yt|٢

]
e−٢Ctdt.

انقباضی نگاشت یک فوق نرم تحت Λ(Y ) نگاشت که گرفت نتیجه می�توان فوق تخمین از بنابراین
داریم نتیجه، در است.

X ∈ M٢
G(٠, T,Rn) فرد به منحصر جواب دارای (٣٨.٣) تصادفی دیفرانسیل معادله .۵٧.٣ قضیه

است.
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۴ فصل

تولید بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات
برآونی -G فرآیند وسیله�ی به شده

٧٩



٨٠ برآونی -G فرآیند وسیله�ی به شده تولید بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات .۴

مقدمه ١.۴

از جدیدی نوع امید -G ساختار تحت کرد. معرفی را امید -G مفهوم پنگ١ شینگ ٢٠٠۶ سال در
گردید. تعریف نیز آن با متناظر ایتو٢ محاسبات و شد ساخته برآونی -G حرکت نام به برآونی حرکت
برآونی -Gحرکت وسیله�ی به شده تولید (SDE) تصادفی دیفرانسیل معادله�ی یک جواب یکتایی و وجود
شده تولید بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی اما می�شود. ثابت کلاسیک حالت با مشابه طریقی به
است. شده تبدیل �برانگیز چالش مساله�ی یک به (G-BSDE) (Bt)t≥٠ برآونی -G حرکت وسیله�ی به
است. امید -G ساختار در مشکل این حل کلید مارتینگل�ها -Gنمایش قضیه�ی کلاسیک، حالت مانند
مانند مارتینگل -G هر برای رسید نتیجه این به پنگ مارتینگل�ها، -G از چگال خانواده�ي یک برای

نوشت. می�توان زیر صورت به نمایشی M

Mt =M٠ + M̄t +Kt,

M̄t :=

∫ t

٠
ZsBs, Kt :=

∫ t

٠
ηs⟨B⟩s −

∫ t

٠
٢G(ηs)ds,

که می�گوییم متقارن مارتینگل -G ،M̄ به و است شده تجزیه ناسازگار مارتینگل -G دو به M آن در که
است. نزولی فرآیند یک نیز K است. مارتینگل -Gیک نیز −M̄

به شده تولید بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی برای طبیعی جواب یک قضیه این به توجه با
می�کند صدق زیر معادله�ی در که است (Y, Z,K) مانند تایی سه یک برآونی، -G فرآیند وسیله�ی

Yt = ξ+

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds+

∫ T

t

g(s, Ys, Zs)d⟨B⟩s −
∫ T

t

ZsdBs − (KT −Kt), (١.۴)

است. نزولی مارتینگل -Gیک K که

پیوستگی شرط تحت p > ١ برای را ،(١.۴) معادله�ی حل -Lp یکتایی و وجود فصل این در
می�کنیم. ثابت g و f توابع لیپشیتس

آورده [١٢] مرجع از است شده مشخص روشنی به که مواردی جز به فصل این در شده ارائه مطالب
است. شده

نیاز�ها پیش و تعاریف برخی بیان به ٢.۴ بخش در است: شده طبقه�بندی زیر صورت به فصل این
(١.۴) G-BSDE حل برای را اساسی تخمین چندین ٣.۴ بخش در می�پردازیم. امید -G ساختار از
(قضیه�های (١.۴) معادله�ی حل برای را یکتایی و وجود قضیه�های ۴.۴ بخش در نهایت در می�کنیم. بیان

می�دهیم. ارائه (١٧.۴ و ١۶.۴

١Shige Peng
٢calculus of Ito’s type



٨١ نیاز�ها پیش و تعاریف .٢.۴

نیاز�ها پیش و تعاریف ٢.۴

می�پردازیم. می�شوند استفاده فصل این در که نمادهایی معرفی به زیر در
از ٣٣.٣ تعریف در شده تعریف تصادفی فرآیند�های فضای Mp,٠

G (٠, T ) و p ≥ ١ کنید فرض (١

.∥η∥Hp
G
=

{
E
[(∫ T

٠ |ηs|٢ ds
)p/١{[٢/p

می�دهیم قرار η ∈Mp,٠
G (٠, T ) هر برای باشد. قبل فصل

می�دهیم. نشان Hp
G(٠, T ) با را ∥ · ∥Hp

G
نرم تحت Mp,٠

G (٠, T ) فضای تکمیل
کنید فرض (٢

S٠
G(٠, T ) = {h(t, Bt١∧t, · · · , Btn∧t), t١, · · · tn ∈ [٠, T ], h ∈ lip(Rn+١)}.

فضای تکمیل .∥η∥Sp
G
=
{
E
[
supt∈[٠,T ] |ηt|p

]}١/p می�دهیم قرار ،η ∈ S٠
G(٠, T ) و p ≥ ١ هر برای

می�دهیم. نشان Sp
G(٠, T ) با را ∥ · ∥Sp

G
نرم تحت S٠

G(٠, T )
می�گوییم. چهارچوب -G فضاهای ،Sp

G(٠, T ) و H
p
G(٠, T ) ،M

p
G(٠, T ) ،L

p
G(FT ) فضاهای به

.ΩT = C٠])٠, T ]) که باشد (ΩT ,B(ΩT روی(( احتمال اندازه�های تمام ΩT)M١فضای ) فرضکنید (٣
می�دهیم قرار p ≥ ١ هر برای .P ⊂ M١(ΩT ) کنید فرض

Lp(ΩT ) :=

{
X ∈ B(ΩT ) : sup

P∈P
EP [|X|p] <∞

}
.

می�دهیم گسترش زیر صورت به Lp(ΩT ) فضای به را E امید -G
∀X ∈ L١(ΩT ), E[X] = sup

P∈P
EP [X].

است. باناخ فضای یک (E[| · |p])١/p نرم تحت Lp(ΩT ) فضای
می�دهیم قرار .p ≥ ١ کنید فرض (۴

Mp,٠)٠, T ) :=
{

N−١∑
i=٠

ξtiI[ti,ti+١)(t), ٠ = t٠ < · · · < tN = T, ξti ∈ Lp(Ωti)

}
.

نرم�های تحت Mp,٠)٠, T ) فضای تکمیل

∥η∥Mp = (E[
∫ T

٠
|ηt|pdt])١/p,

∥η∥Hp = {E[(
∫ T

٠
|ηt|٢dt)p/١{[٢/p,

∥η∥Sp = (E[ sup
t∈[٠,T ]

|ηt|p])١/p,

می�دهیم. نشان Sp(٠, T ) و Hp(٠, T ) ،Mp(٠, T ) با ترتیب به را
به کرد. تعریف η ∈ Hp(٠, T ) هر برای می�توان را

∫ T

٠ ηsdBs ایتو انتگرال ،[١٩] به توجه با
،(BDG) گاندی٣ دیویس- بورکالدر- نامساوی کلاسیک حالت و [١٩] از ٢.١٠ گزاره به توجه با علاوه

٣Burkholder–Davis–Gundy inequality
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داریم. را زیر ویژگی�های

داریم ،ξ ∈ L∞(ΩT ) و η, θ ∈ Hα(٠, T ) هر برای .p > ٠ و α ≥ ١ کنید فرض .١.۴ گزاره

E
[∫ T

٠
ηsdBs

]
= ٠,

σ٢٠cpE

[(∫ T

٠
|ηs|٢ds

)p/٢]
≤ E

[
sup

t∈[٠,T ]

∣∣∣∣∫ t

٠
ηsdBs

∣∣∣∣p
]
≤ CpE

[(∫ T

٠
|ηs|٢ds

)p/٢]
,∫ T

t

(ξηs + θs)dBs = ξ

∫ T

t

ηsdBs +

∫ T

t

θsdBs.

.٠ < cp < Cp <∞ و هستند ثابت دو Cp و cp که

،٠ ≤ s ≤ t < ∞ هر برای هرگاه گوییم مارتینگل -G یک را (Mt)t≥٠ تصادفی فرآیند .٢.۴ تعریف
و Mt ∈ L١

G(Ft) باشیم داشته

E [Mt|Fs] =Ms.

یک (E[X|Ft])t≥٠ ،٢۴.٣ گزاره از (۴) ویژگی به توجه با ،X ∈ L١
G(F) کنید فرض .٣.۴ مثال

است. مارتینگل -G

مارتینگل -Gیک (Bt)t≥٠ صورت این در باشد، برآونی -G فرآیند یک (Bt)t≥٠ فرضکنید .۴.۴ مثال
است:

E [Bt|Fs] ≤ E [Bs|Fs] + E [Bt −Bs|Fs]

= Bs + E [Bt −Bs]

= Bs + ٠ = Bs.

همچنین

E [Bt|Fs] ≥ E [Bt −Bs|Fs]− E [−Bs|Fs]

= Bs + E [Bt −Bs]

= Bs + ٠ = Bs.

.E [ξ] = E[supt∈[٠,T ] E[ξ|Ft]] می�دهیم قرار ،ξ ∈ L٠
ip(FT ) هر برای

L٠
ip(FT ) فضای تکمیل .∥ξ∥p,E = {E [|ξ|p]}١/p می�دهیم قرار ،ξ ∈ L٠

ip(FT ) و p ≥ ١ هر برای
می�دهیم. نشان Lp

E(FT ) با را ∥ · ∥p,E نرم تحت
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هر برای دقیق�تر طور به .Lα+δ
G (FT ) ⊂ Lα

E (FT ) داریم، δ > ٠ و α ≥ ١ هر برای .۵.۴ قضیه
داریم ξ ∈ L٠

ip(FT ) هر برای و γ ≤ ٢ ،١ < γ < β := (α + δ)/α

E

[
sup

t∈[٠,T ]

E
[
|ξ|α

∣∣Ft

]]
≤ C

{(
E
[
|ξ|α+δ

])α/(α+δ)

+
(
E
[
|ξ|α+δ

])١/γ}
, (٢.۴)

.C = γ
γ−١)١+ ١۴

∑∞
i=١ i

−β/γ) که

کنید. مراجعه [٣٧] به برهان.

صورت این در ، α
α+δ

< ١
γ
< ١ کنید فرض .۶.۴ قضیه

E

[
sup

t∈[٠,T ]

E
[
|ξ|α

∣∣Ft

]]
≤ ٢C

{(
E
[
|ξ|α+δ

])α/(α+δ)

+ E
[
|ξ|α+δ

]}
.

صورت این در ،C١ = ٢ inf
{

γ
γ−١)١+ ١۴

∑∞
i=١ i

−β/γ) : ١ < γ < β, γ ≤ ٢
}
می�دهیم قرار

E

[
sup

t∈[٠,T ]

E
[
|ξ|α

∣∣Ft

]]
≤ C١

{(
E
[
|ξ|α+δ

])α/(α+δ)

+ E
[
|ξ|α+δ

]}
, (٣.۴)

است. δ و α به وابسته ثابتی C١ که

کنید. مراجعه [٣٧] به برهان.

می�کنیم. یادآوری زیر صورت به را قبل فصل و فصل این اصلی مفاهیم خوانندگان راحتی برای

می�دهیم. نشان | · | و ⟨·, ·⟩ با ترتیب به را Rn فضای روی اقلیدسی نرم و داخلی ضرب •

L٠
ip(FT ) := {X(ω) = ϕ(ωt١ , · · · , ωtm), ∀m ≥ ١, t١, · · · , tm ∈ [٠, T ], ∀ϕ ∈ •

lip(Rm)}.

.∥ξ∥p,E = {E [|ξ|p]}١/p و ∥X∥p = (E[|X|p])
١
p •

.∥ · ∥p نرم تحت ،L٠
ip(FT ) فضای تکمیل =: Lp

G(FT ) •

.∥ · ∥p,E نرم تحت ،L٠
ip(FT ) فضای تکمیل =: Lp

E(FT ) •

.Mp,٠
G (٠, T ) := {ηt =

∑N−١
j=١ ξjI[tj ,tj+١)(t) : ٠ = t٠ < · · · < tN = T, ξj ∈ Lp

G(Ftj )} •

.∥η∥Hp
G
=

{
E
[(∫ T

٠ |ηs|٢ ds
)p/١{[٢/p

و ∥η∥Mp
G
:=
{
E
[∫ T

٠ |ηs|pds
]}١/p

•

.∥ · ∥Mp
G
نرم تحت Mp,٠

G (٠, T ) فضای تکمیل =:Mp
G(٠, T ) •

.∥ · ∥Hp
G
نرم تحت Mp,٠

G (٠, T ) فضای تکمیل =: Hp
G(٠, T ) •
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.Lp(ΩT ) := {X ∈ B(ΩT ) : supP∈P EP [|X|p] <∞} . •

.Mp,٠)٠, T ) :=
{∑N−١

i=٠ ξtiI[ti,ti+١)(t), ٠ = t٠ < · · · < tN = T, ξti ∈ Lp(Ωti)
}

•

.∥η∥Hp = {E[(
∫ T

٠ |ηt|٢dt)p/١{[٢/p و ∥η∥Mp = (E[
∫ T

٠ |ηt|pdt])١/p •

.∥η∥Sp = (E[supt∈[٠,T ] |ηt|p])١/p •

.∥ · ∥Mp نرم تحت Mp,٠)٠, T ) فضای تکمیل =: Mp(٠, T ) •

.∥ · ∥Hp نرم تحت Mp,٠)٠, T ) فضای تکمیل =: Hp(٠, T ) •

.∥ · ∥Sp نرم تحت Mp,٠)٠, T ) فضای تکمیل =: Sp(٠, T ) •

.S٠
G(٠, T ) = {h(t, Bt١∧t, · · · , Btn∧t), t١, · · · tn ∈ [٠, T ], h ∈ lip(Rn+١)} •

.∥η∥Sp
G
=
{
E
[
supt∈[٠,T ] |ηt|p

]}١/p •

.∥ · ∥Sp
G
نرم تحت S٠

G(٠, T ) فضای تکمیل =: Sp
G(٠, T ) •

K و Z ∈ Hα
G(٠, T ) ،Y ∈ Sα

G(٠, T ) که (Y, Z,K) فرآیندهای تمام گردآیه�ی =: Sα
G(٠, T ) •

.KT ∈ Lα
G(FT ) و K٠ = ٠ که است نزولی مارتینگل -Gیک

قیاسی تخمین چند بیان ٣.۴

را (١.۴) معادله�ی از جدیدی شکل سادگی برای باشد. امید -G فضای (ΩT , L
١
G(FT ),E) کنید فرض

می�گیریم. نظر در را زیر صورت به

Yt = ξ +

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdBs − (KT −Kt), (۴.۴)

به دارد وجود β > ١ می�کند: صدق زیر ویژگی�های در f(t, ω, y, z) : [٠, T ] × ΩT × R٢ → R که
که طوری

,·)f؛ ·, y, z) ∈Mβ
G(٠, T ) ،z و y هر برای .H1

.L > ٠ که ،|f(t, ω, y, z)− f(t, ω, y′, z′)| ≤ L (|y − y′|+ |z − z′|) .H2

مارتینگل -G یک K و Z ∈ Hα
G(٠, T ) ،Y ∈ Sα

G(٠, T ) که (Y, Z,K) فرآیندهای تمام گردآیه�ی
می�دهیم. نشان Sα

G(٠, T ) با را ،KT ∈ Lα
G(FT ) و K٠ = ٠ با نزولی
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کند. صدق (H2) و (H1) ویژگی�های در f و ξ ∈ Lβ
G(FT ) ،β > ١ کنید فرض .٧.۴ تعریف

ویژگی�های ،١ < α ≤ β برای هرگاه گوییم (۴.۴) معادله�ی جواب را (Y, Z,K) تصادفی فرآیند�های
باشند. برقرار زیر

,Y)؛ Z,K) ∈ Sα
G(٠, T ) .١

.Yt = ξ +
∫ T

t
f(s, Ys, Zs)ds−

∫ T

t
ZsdBs − (KT −Kt) .٢

می�دهیم قرار ،X ∈ Sα
G(٠, T ) و α > ١ کنید فرض .٨.۴ لم

Xn
t =

n−١∑
k=٠

Xtnk
I[tnk ,tnk+١)

(t),

n→ ٠ که زمانی صورت این در .tnk = kT
n
که

E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Xn
t −Xt|α

]
→ ٠. (۵.۴)

تابع m,n ≥ ١ هر برای که است روشن برهان.

sup
i≤n−١

sup
tmk ∈[tni ,tni+١]

|Btmk
−Btni

|α,

داریم (١٧.٣) گزاره به توجه با بنابراین است، محدب تابع یک

E

[
sup

i≤n−١
sup

tmk ∈[tni ,tni+١]
|Btmk

−Btni
|α
]
= EP

[
sup

i≤n−١
sup

tmk ∈[tni ,tni+١]
|Btmk

−Btni
|α
]
,

.EP [B
٢
١ ] = ١ و است ΩT روی وینر اندازه یک P که

صورت این در ،m→ ∞ کنید فرض

sup
i≤n−١

sup
tmk ∈[tni ,tni+١]

|Btmk
−Btni

|α → sup
i≤n−١

sup
t∈[tni ,tni+١]

|Bt −Btni
|α,

لذا

E

[
sup

i≤n−١
sup

t∈[tni ,tni+١]
|Bt −Btni

|α
]
= EP

[
sup

i≤n−١
sup

t∈[tni ,tni+١]
|Bt −Btni

|α
]
→ ٠

داریم ،η ∈ S٠
G(٠, T ) هر برای بنابراین

E

[
sup

t∈[٠,T ]

|ηt − ηnt |α
]
→ ٠.

را (ηm)∞m=١ ⊂ S٠
G(٠, T ) دنباله�ی می�توان ،Sα

G(٠, T ) تعریف به توجه با ،X ∈ Sα
G(٠, T ) چون

که کرد انتخاب طوری

∥X − ηm∥αSα
G
= E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Xt − ηmt |α
]

m→∞−−−→ ٠.



٨۶ برآونی -G فرآیند وسیله�ی به شده تولید بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات .۴

طرفی از

sup
t∈[٠,T ]

|Xt −Xn
t |α ≤ ٢

(
sup

t∈[٠,T ]

|Xt − ηmt |α + sup
t∈[٠,T ]

|ηmt − (ηm)nt |α
)
,

بنابراین

E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Xt −Xn
t |α

]
≤ ٢

(
E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Xt − ηmt |α
]
+ E

[
sup

t∈[٠,T ]

|ηmt − (ηm)nt |α
])

,

روشنی به (۵.۴) رابطه�ی ،m → ∞ سپس و n → ∞ که زمانی رابطه این طرفین از گرفتن حد با
بود. خواهد برقرار

K کنید فرض همچنین .α∗ = α
α−١ و باشند شده تعریف ٨.۴ لم مانند Xn

t و Xt کنید فرض .٩.۴ لم
n→ ∞ که زمانی صورت این در ،KT ∈ Lα∗

G (FT ) و K٠ = ٠ که باشد نزولی مارتینگل -G یک

E

[
sup

t∈[٠,T ]

∣∣∣∣∫ t

٠
Xn

s dKs −
∫ t

٠
XsdKs

∣∣∣∣
]
→ ٠. (۶.۴)

برهان.

sup
t∈[٠,T ]

∣∣∣∣∫ t

٠
Xn

s dKs −
∫ t

٠
XsdKs

∣∣∣∣ ≤ −
∫ T

٠
|Xn

s −Xs| dKs

≤ sup
s∈[٠,T ]

|Xn
s −Xs| (−KT ).

بنابراین

E

[
sup

t∈[٠,T ]

∣∣∣∣∫ t

٠
Xn

s dKs −
∫ t

٠
XsdKs

∣∣∣∣
]
≤

∥∥∥∥∥ sup
s∈[٠,T ]

|Xn
s −Xs|α

∥∥∥∥∥
Lα
G

∥KT∥Lα∗
G

→ ٠.

j = ١,٢ که Kj کنید فرض همچنین .X ∈ Sα
G(٠, T ) و α∗ = α

α−١ ،α > ١ کنید فرض .١٠.۴ لم
-Gیک نیز زیر فرآیند صورت این در .Kj

T ∈ Lα∗
G (FT ) و Kj

٠ = ٠ که باشند نزولی مارتینگل -G دو
است. نزولی ∫مارتینگل t

٠
X+

s dK
١
s +

∫ t

٠
X−

s dK
٢
s .

٩.۴ لم به بنا باشد. شده تعریف ٩.۴ لم و ٨.۴ لم مانند Xn کنید فرض برهان.

E

[
sup

t∈[٠,T ]

∣∣∣∣∫ t

٠
Xn

s dKs −
∫ t

٠
XsdKs

∣∣∣∣
]
→ ٠.

فرآیند که دهیم نشان است کافی بنابراین .
∫ t

٠ X
n
s dKs →

∫ t

٠ XsdKs ،n→ ∞ که زمانی ∫لذا t

٠
(Xn

s )
+dK١

s +

∫ t

٠
(Xn

s )
−dK٢

s ,
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است. مارتینگل -Gیک
داریم Kj بودن مارتینگل -G از ،t ∈ [tni , t

n
i+١] کنید فرض

E[(Kj
tn
i+١

−Kj
tni
)|Ft] = E[Kj

tn
i+١

|Ft]−Kj
tni

= Kj
t −Kj

tni
, j = ١,٢.

داریم ٣٠.٣ گزاره به بنا بنابراین

E[X+
tni
(K١

tn
i+١

−K١
tni
) +X−

tni
(K٢

tn
i+١

−K٢
tni
)|Ft]

= X+
tni
E[K١

tn
i+١

−K١
tni
|Ft] +X−

tni
E[K٢

tn
i+١

−K٢
tni
|Ft]

= X+
tni
(K١

t −K١
tni
) +X−

tni
(K٢

t −K٢
tni
).

است. مارتینگل -Gیک
∫ t

٠(X
n
s )

+dK١
s +

∫ t

٠(X
n
s )

−dK٢
s که می�گیریم نتیجه رابطه این از

زیر شرط منظور این برای می�پردازیم. (۴.۴) معادله�ی حل برای قیاسی تخمین�های ارائه�ی به اکنون
بگیرید. نظر در را

.Lw, ϵ > ٠ که ،|f(t, ω, y, z)− f(t, ω, y′, z′) ≤ Lw(|y − y′|+ |z − z′|+ ϵ) .H2’

کنید فرض کند. صدق (H2’) و (H1) شرط�های در f و β > ١ کنید فرض .١١.۴ گزاره

Yt = ξ +

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdBs − (KT −Kt),

و K٠ = ٠ که است نزولی فرآیند یک K و Z ∈ Hα(٠, T ) ،Y ∈ Sα(٠, T ) ،β ≥ α > ١ برای که
که دارد وجود Cα := C(α, T, σ٠, L

w) > ٠ ثابت صورت این در .KT ∈ Lα(FT )

E

[(∫ T

٠
|Zs|٢ds

)α
٢
]
≤ Cα

{
E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]
+

(
E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]) ١

٢

×
(
E
[(∫ T

٠
f٠s ds

)α]) ١
٢
}
, (٧.۴)

E [|KT |α] ≤ Cα

{
E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]
+ E

[(∫ T

٠
f٠s ds

)α]}
. (٨.۴)

.f٠s = |f(s,٠,٠)|+ Lwϵ که

داریم ،ϕ(Yt) = |Yt|٢ برای ایتو فرمول بردن کار به با برهان.

|Yt|٢ +
∫ T

t

|Zs|٢d⟨B⟩s = |ξ|٢ +
∫ T

t

٢Ysf(s)ds−
∫ T

t

٢YsZsdBs −
∫ T

t

٢YsdKs.
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.f(s) = f(s, Ys, Zs) که
داریم ٢ab ≤ λa٢ + ١

λ
b٢ نامساوی بردن کار به و t = ٠ دادن قرار با

|Y٢|٠ +
∫ T

٠
|Zs|٢d⟨B⟩s

= |ξ|٢ + ٢
∫ T

٠
Ysf(s)ds− ٢

∫ T

٠
YsZsdBs − ٢

∫ T

٠
YsdKs

≤ |ξ|٢ + ٢
∫ T

٠
|Ys| (f٠s + Lw|Ys|+ Lw|Zs|) ds+ ٢

∣∣∣∣∫ T

٠
YsZsdBs

∣∣∣∣+ ٢
∣∣∣∣∫ T

٠
YsdKs

∣∣∣∣
≤ ξ٢ + ٢T sup

s∈[٠,T ]

|Ys|
∫ T

٠
f٠s ds+ ٢LwT sup

s∈[٠,T ]

|Ys|٢ +
∫ T

٠

(
(Lw)٢

λ
|Ys|٢ + λ|Zs|٢

)
ds

+ ٢
∣∣∣∣∫ T

٠
YsZsdBs

∣∣∣∣+ ٢ sup
s∈[٠,T ]

|Ys||KT |.

صورت این در ،λ = ١
٢ می�دهیم قرار

∫ T

٠
|Zs|٢d⟨B⟩s ≤ ٢ξ٢ + ۴T sup

s∈[٠,T ]

|Ys|
∫ T

٠
f٠s ds+ ۴LwT (Lw + ١) sup

s∈[٠,T ]

|Ys|٢

+ ۴
∣∣∣∣∫ T

٠
YsZsdBs

∣∣∣∣+ ۴ sup
s∈[٠,T ]

|Ys||KT |.

بنابراین

E

[(∫ T

٠
|Zs|٢d⟨B⟩s

)α
٢
]
≤ CαE

[
|ξ|α + sup

s∈[٠,T ]

|Ys|
α
٢

(∫ T

٠
f٠s ds

)α
٢

+ sup
s∈[٠,T ]

|Ys|α

+

∣∣∣∣∫ T

٠
YsZsdBs

∣∣∣∣
α
٢

+ sup
s∈[٠,T ]

|Ys|
α
٢ |KT |

α
٢

]
.

داریم هولدر نامساوی از

E

[
sup

s∈[٠,T ]

|Ys|
α
٢

(∫ T

٠
f٠s ds

)α
٢
]
≤ E

[
sup

s∈[٠,T ]

|Ys|α
] ١

٢

· E
[(∫ T

٠
f٠s ds

)α] ١
٢

; (٩.۴)

E

[
sup

s∈[٠,T ]

|Ys|
α
٢ |KT |

α
٢

]
≤ E

[
sup

s∈[٠,T ]

|Ys|α
] ١

٢

· E [|KT |α]
١
٢ . (١٠.۴)
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داریم ١.۴ گزاره به توجه با همچنین

CαE

[∣∣∣∣∫ T

٠
YsZsdBs

∣∣∣∣
α
٢
]
≤ CαE

[
sup

s∈[٠,T ]

∣∣∣∣∫ s

٠
YsZsdBs

∣∣∣∣α٢
]

≤ CαE

[(∫ T

٠
|Ys|٢|Zs|٢ds

)α
۴
]

≤ CαE

[
sup

s∈[٠,T ]

|Ys|
α
٢

(∫ T

٠
|Zs|٢ds

)α
۴
]

≤ λE

[(∫ T

٠
|Zs|٢ds

)α
٢
]
+
١
λ
C٢

αE

[
sup

s∈[٠,T ]

|Ys|α
]
.

داریم (١٠.۴) و (٩.۴) روابط و رابطه این به توجه با صورت این در .λ = ١
٢ می�دهیم قرار مجددا

E

[(∫ T

٠
|Zs|٢ds

)α
٢
]
≤ Cα

{
∥Y ∥αSα + ∥Y ∥

α
٢
Sα

[
(E[|KT |α])

١
٢

+

(
E
[(∫ T

٠
f٠s ds

)α]) ١
٢
]}

. (١١.۴)

طرفی از

KT = ξ − Y٠ +

∫ t

٠
f(s)ds−

∫ T

٠
ZsdBs.

بنابراین

|KT |α ≤ Cα

{
|ξ|α +

∣∣∣∣∫ t

٠
f(s)ds

∣∣∣∣α +

∣∣∣∣∫ T

٠
ZsdBs

∣∣∣∣α} .
داریم ساده محاسبه�ای و ١.۴ گزاره از

E[|KT |α] ≤ Cα

{
∥Y ∥αSα + E

[(∫ T

٠
|Zs|٢ds

)α/٢]
+ E

[(∫ T

٠
f٠s ds

)α]}
. (١٢.۴)

هستند. برقرار (٨.۴) و (٧.۴) روابط ،(١٢.۴) و (١١.۴) روابط به توجه با

صدق (H2’) و (H1) ویژگی�های در f و ξ ∈ Lβ
G(FT ) کنید فرض و β > ١ کنید فرض .١٢.۴ گزاره

.١ < α < β که باشد (۴.۴) معادله�ی برای جوابی (Y, Z,K) ∈ Sα
G(٠, T ) کنید فرض همچنین کند.

صورت این در

که طوری به دارد وجود Cα := (α, T, σ٠, L
w) > ٠ ثابت (i)

|Yt|α ≤ CαE
[
|ξ|α +

∫ T

t

|f٠s |
α ds

∣∣Ft

]
, (١٣.۴)

E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]
≤ CαE

[
sup

t∈[٠,T ]

E
[
|ξ|α +

∫ T

٠
|f٠s |

α ds
∣∣Ft

]]
, (١۴.۴)

.f٠s = |f(s,٠,٠)|+ Lwϵ که
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که دارد وجود Lw و σ٠ ،T ،α′ ،α به وابسته Cα,α′ ثابت ،α < α′ < β که ،α′ هر برای (ii)

E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]
≤ Cα,α′

{
E

[
sup

t∈[٠,T ]

E [|ξ|α | Ft]

]

+

(
E

[
sup

t∈[٠,T ]

E

[(∫ T

٠
f٠s ds

)α′ ∣∣Ft

]]) α
α′

+ E

[
sup

t∈[٠,T ]

E

[(∫ T

٠
f٠s ds

)α′ ∣∣Ft

]]}
. (١۵.۴)

بردن کار به با .εα = ε(١ − α
٢ )

+ که ،Ỹt = |Yt|٢ + εα می�دهیم قرار ،γ, ε > ٠ هر برای برهان.
داریم ،ϕ(Yt) = Ỹ

α
٢

t e
γt برای ایتو فرمول

Ỹ
α
٢

t e
γt + γ

∫ T

t

eγsỸ
α
٢

s ds+
α

٢

∫ T

t

eγsỸ
α
٢ −١

s Z٢
s d⟨B⟩s

= (|ξ|٢ + εα)
α
٢ eγT + α(١− α

٢ )
∫ T

t

eγsỸ
α
٢ −٢

s Y ٢
s Z

٢
s d⟨B⟩s

+

∫ T

t

αeγsỸ
α
٢ −١

s Ysf(s)ds−
∫ T

t

αeγsỸ
α
٢ −١

s (YsZsdBs + YsdKs)

≤ (|ξ|٢ + εα)
α
٢ eγT + α(١− α

٢ )
∫ T

t

eγsỸ
α
٢ −١

s Z٢
s d⟨B⟩s

+

∫ T

t

αeγsỸ
α
٢ −

١
٢

s |f(s)|ds− (MT −Mt), (١۶.۴)

و f(s) = f(s, Ys, Zs) که
Mt =

∫ t

٠
αeγsỸ

α
٢ −١

s YsZsdBs +

∫ t

٠
αeγsỸ

α
٢ −١

s Y +
s dKs.

داریم (H2’) ویژگی به توجه ∫با T

t

αeγsỸ
α
٢ −

١
٢

s |f(s)|ds ≤
∫ T

t

αeγsỸ
α
٢ −

١
٢

s (f٠s + Lw|Ys|+ Lw|Zs|)ds

≤
(
αLw +

α(Lw)٢

σ٢٠(α− ١)

)∫ T

t

eγsỸ
α
٢

s ds

+
α(α− ١)

۴

∫ T

t

eγsỸ
α
٢ −١

s Z٢
s d⟨B⟩s

+

∫ T

t

αeγsỸ
α
٢ −

١
٢

s |f٠s |ds. (١٧.۴)

داریم یانگ نامساوی از استفاده با بنابراین . ١
α
+ ١

α∗ = ١ صورت این در ،α∗ = α
α−١ کنید فرض (i)

∫ T

t

αeγsỸ
α
٢ −

١
٢

s |f٠s |ds ≤ (α− ١)
∫ T

t

eγsỸ
α
٢

s ds+

∫ T

t

eγs|f٠s |αds. (١٨.۴)
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داریم (١٨.۴)–(١۶.۴) روابط به توجه با

Ỹ
α
٢

t e
γt + (γ + α̃)

∫ T

t

eγsỸ
α
٢

s ds+
α(α− ١)

۴

∫ T

t

eγsỸ
α
٢ −١

s Z٢
s d⟨B⟩s

≤ (|ξ|٢ + εα)
α
٢ eγT +

∫ T

t

eγs|f٠s |αds− (MT −Mt).

صورت این در ،γ = α̃+ ١ می�دهیم قرار .α̃ = αLw + α +
α(Lw)٢

σ٢٠(α− ١) − ١ که

Ỹ
α
٢

t e
γt +MT −Mt ≤ (|ξ|٢ + εα)

α
٢ eγT +

∫ T

t

eγs|f٠s |αds. (١٩.۴)

لذا و E[MT |Ft] =Mt بنابراین است، مارتینگل -Gیک Mt ،١٠.۴ لم از استفاده با

Ỹ
α
٢

t e
γt ≤ E

[
(|ξ|٢ + εα)

α
٢ eγT +

∫ T

t

eγs|f٠s |αds
∣∣Ft

]
.

که دارد وجود Cα := Cα(T, L
w, σ٠) مانند ثابتی و εα → ٠ صورت این در ،ε→ کنید٠ فرض

|Yt|α ≤ CαE
[
(|ξ|α +

∫ T

t

|f٠s |αds
∣∣Ft

]
.

بنابراین

E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]
≤ CαE

[
sup

t∈[٠,T ]

E
[
(|ξ|α +

∫ T

t

|f٠s |αds
∣∣Ft

]]
.

داریم ،(١٧.۴) و (١۶.۴) روابط به توجه با ،γ = αLw + α(Lw)٢

σ٢٠(α−١)
+ ١ می�دهیم قرار (ii)

Ỹ
α
٢

t e
γt ≤ E

[
(|ξ|٢ + εα)

α
٢ eγT +

∫ T

t

αeγsỸ
α
٢ −

١
٢

t f٠s ds
∣∣Ft

]
. (٢٠.۴)

صورت این در ،ε→ ٠ کنید فرض

|Yt|α ≤ CαE
[
(|ξ|α +

∫ T

t

|Ys|α−١f٠s ds
∣∣Ft

]
. (٢١.۴)

داریم هولدر نامساوی به توجه با نتیجه در

|Yt|α ≤ Cα

{
E [(|ξ|α|Ft] + E

[
sup

s∈[٠,T ]

|Ys|α−١
∫ T

t

f٠s ds
∣∣Ft

]}

≤ Cα

{
E [(|ξ|α|Ft] +

(
E

[
sup

s∈[٠,T ]

|Ys|(α−١)α
′∗∣∣Ft

]) ١
α′∗

×

(
E

[(∫ T

t

f٠s ds

)α′ ∣∣Ft

]) ١
α′ }

, (٢٢.۴)

لذا .α′∗ = α′

α′−١ که

E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]
≤ Cα

∥ξ∥αα,E +

∥∥∥∥∥ sup
s∈[٠,T ]

|Ys|α−١
∥∥∥∥∥
α′∗,E

∥∥∥∥∫ T

٠
f٠s ds

∥∥∥∥
α′,E

 .
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وجود α′ و α به وابسته C ثابت ،(٣.۴) رابطه�ی به توجه با بنابراین ،(α− ١)α′∗ < α که است روشن
که ∥∥∥∥∥دارد sup

s∈[٠,T ]

|Ys|α−١
∥∥∥∥∥
α′∗,E

≤ C


(
E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
])α−١

α

+
(
E
[
supt∈[٠,T ]|Yt|α

]) ١
α′∗

 .

داریم یانگ، نامساوی از استفاده با

CCα

(
E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
])α−١

α ∥∥∥∥∫ T

٠
f٠s ds

∥∥∥∥
α′,E

≤ ١
۴E
[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]

+ C١Cα

∥∥∥∥∫ T

٠
f٠s ds

∥∥∥∥α
α′,E

.

همچنین و

CCα

(
E

[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]) ١

α′′∗ ∥∥∥∥∫ T

٠
f٠s ds

∥∥∥∥
α′,E

≤ ١
۴E
[
sup

t∈[٠,T ]

|Yt|α
]

+ C١Cα

∥∥∥∥∫ T

٠
f٠s ds

∥∥∥∥α
′

α′,E
.

است. برقرار (١۵.۴) رابطه�ی بنابراین است. α′ و α به وابسته ثابتی C١ که

کنند. صدق (H2’) و (H1) ویژگی�های در i = ١,٢ که fi توابع و β > ١ کنید فرض .١٣.۴ گزاره
کنید فرض

Y i
t = ξi +

∫ T

t

fi(s, Y
i
s , Z

i
s)ds−

∫ T

t

Zi
sdBs − (Ki

T −Ki
t),

Ki
T ∈ Lα(ΩT ) و Ki

٠ = ٠ که است نزولی فرآیند یک Ki و Zi ∈ Hα(٠, T ) ،Y i ∈ Sα(٠, T ) که
صورت این در .K̂t = K١

t −K٢
t و Ẑt = Z١

t − Z٢
t ،Ŷt = Y ١

t − Y ٢
t می�دهیم قرار .β ≥ α > ١ و

که دارد وجود Cα := Cα(α, T, σ٠, L
w) > ٠ ثابت

E

[(∫ T

٠
|Ẑs|٢ds

)α
٢
]
≤ Cα

{
∥Ŷ ∥αSα + ∥Ŷ ∥

α
٢
Sα

٢∑
i=١

[
∥Y i∥

α
٢
Sα

+

∥∥∥∥∫ T

٠
f i,٠
s ds

∥∥∥∥
α
٢

α

]}
. (٢٣.۴)

.i = ١,٢ و f i,٠
s = |fi(s,٠,٠)|+ Lwϵ آن در و

داریم ١١.۴ گزاره اثبات با مشابه ،|Ŷt|٢ برای ایتو فرمول بردن کار به با برهان.

∥Ẑ∥αHα ≤ Cα

{
∥Ŷ ∥αSα + ∥Ŷ ∥

α
٢
Sα

[
∥K١

T∥
α
٢
α + ∥K٢

T∥
α
٢
α +

∥∥∥∥∫ T

٠
f̂sds

∥∥∥∥
α
٢

α

]}
,
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.f̂s = |f١(s, Y ٢
s , Z

٢
s )− f٢(s, Y

٢
s , Z

٢
s )|+ Lwϵ که

داریم ،((٨.۴) (رابطه�ی ١١.۴ گزاره به توجه با طرفی از

∥K١
T∥

α
٢
α + ∥K٢

T∥
α
٢
α +

∥∥∥∥∫ T

٠
f̂sds

∥∥∥∥
α
٢

α

≤ Cα

{
∥Y ١∥

α
٢
Sα + ∥Y ٢∥

α
٢
Sα +

∥∥∥∥∫ T

٠
f١,٠s ds

∥∥∥∥
α
٢

α

+

∥∥∥∥∫ T

٠
f٢,٠s ds

∥∥∥∥
α
٢

α

}
.

است. برقرار (٢٣.۴) رابطه بنابراین

ویژگی�های دارای fi توابع و i = ١,٢ که ξi ∈ Lβ
G(FT ) کنید فرض و β > ١ کنید فرض .١۴.۴ گزاره

جوابی�هایی (Y i, Zi, K i) ∈ Sα
G(٠, T ) و ١ < α < β کنید فرض همچنین باشند. (H2’) و (H1)

و Ẑt = Z١
t − Z٢

t ،Ŷt = Y ١
t − Y ٢

t می�دهیم قرار باشند. fi و ξi با متناظر (۴.۴) معادله�ی برای
صورت این در .K̂t = K١

t −K٢
t

که طوری به دارد وجود Cα := (α, T, σ٠, L
w
١ ) > ٠ ثابت (i)

|Ŷt|α ≤ CαE
[
|ξ̂|α +

∫ T

t

∣∣∣f̂s∣∣∣α ds∣∣Ft

]
, (٢۴.۴)

.f̂s = |f١(s, Y ٢
s , Z

٢
s )− f٢(s, Y

٢
s , Z

٢
s )|+ Lw

١ ϵ که

که دارد وجود Lw و σ٠ ،T ،α′ ،α به وابسته Cα,α′ ثابت ،α < α′ < β که ،α′ هر برای (ii)

E

[
sup

t∈[٠,T ]

|ŷt|α
]
≤ Cα,α′

{
E

[
sup

t∈[٠,T ]

E
[
|ξ̂|α | Ft

]]

+

(
E

[
sup

t∈[٠,T ]

E

[(∫ T

٠
f̂sds

)α′ ∣∣Ft

]]) α
α′

+ E

[
sup

t∈[٠,T ]

E

[(∫ T

٠
f̂sds

)α′ ∣∣Ft

]]}
. (٢۵.۴)

،(|Ŷt|٢+εα)
α
٢ eγt برای ایتو فرمول بردن کار به با ،١٢.۴ گزاره با مشابه .γ, ε > ٠ کنید فرض برهان.

داریم ،γ = αLw + α + α(Lw)٢

σ٢٠(α−١)
دادن قرار و εα = ε(١− α

٢ )
+ که

(|Ŷt|٢ + εα)
α
٢ eγt +

∫ T

t

αeγs(|Ŷs|٢ + εα)
α
٢ −١ŶsẐsdBs + JT − Jt

≤ (|ξ̂|٢ + εα)
α
٢ eγT +

∫ T

t

eγs|f̂s|αds.
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و

(|Ŷt|٢ + εα)
α
٢ eγt +

∫ T

t

αeγs(|Ŷs|٢ + εα)
α
٢ −١ŶsẐsdBs + JT − Jt

≤ (|ξ̂|٢ + εα)
α
٢ eγT +

∫ T

t

αeγs(|Ŷs|٢ + εα)
α
٢ −

١
٢ f̂sds.

که

Jt =

∫ t

٠
αeγs(|Ŷs|٢ + εα)

α
٢ −١(Ŷ +

s dK
١
s + Ŷ −

s dK
٢
s ).

ثابتی ، ε→ ٠ فرض و شرطی امید گرفتن با بنابراین است. مارتینگل -Gیک Jt ،١٠.۴ لم به توجه با
که دارد وجود Cα(T, L

w
١ , σ٠) مانند

|Ŷt|α ≤ CαE
[
(|ξ̂|α +

∫ T

t

|f̂s|α ds
∣∣Ft

]
و

|Ŷt|α ≤ CαE
[
(|ξ̂|α +

∫ T

t

|Ŷs|α−١f̂s ds
∣∣Ft

]
.

است. برقرار (٢۵.۴) رابطه�ی ،١٢.۴ گزاره از (ii) قسمت اثبات با مشابه

هر برای و برقرارند نیز (١.۴) معادله�ی برای ١۴.۴ ١٢.۴و گزاره�های که، می�شویم یادآور .١۵.۴ ∫تذکر T

٠ ηsd⟨B⟩s ≤
∫ T

٠ ηsds ،η ∈M١
G(٠, T )

بازگشتی تصادفی معادلاتدیفرانسیل -Gجواب یکتایی و وجود ۴.۴

ξ = φ(BT ) و f(t, ω, y, z) = h(y, z) ساده�ی حالت با ،(۴.۴) معادله�ی جواب وجود اثبات برای
معادله�ی جواب می�توان حالت، این از شروع با .φ ∈ lip(R٢) و h ∈ C∞

٠ (R٢) که می�کنیم، شروع
آورد دست به زیر خطی غیر و جزئی دیفرانسیل معادله کمک به را (۴.۴)

∂tu+G(∂٢xxu) + h(u, ∂xu) = ٠, u(T, x) = φ(x). (٢۶.۴)

باشد زیر G-BSDE برای جوابی ،(Y n, Zn, Kn) و ∥fn − f∥Mβ
G
→ ٠ کنید فرض

Y n
t = ξ +

∫ T

t

fn(s, Y
n
s , Z

n
s )ds−

∫ T

t

Zn
s dBs − (Kn

T −Kn
t ).

است زیر معادله�ی جواب (Y, Z,K) و است همگرا (Y, Z,K) به (Y n, Zn, Kn) که می�کنیم ثابت

Yt = ξ +

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdBs − (KT −Kt).

است. فصل این اصلی نتایج از یکی زیر قضیه�ی
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و (H1) ویژگی�های در � f و ξ ∈ Lβ
G(FT ) کنید فرض همچنین .β > ١ کنید فرض .١۶.۴ قضیه

برای علاوه به است. (Y, Z,K) یکتای جواب دارای (۴.۴) معادله�ی صورت این در کند. صدق (H2)

.KT ∈ Lα
G(FT ) و Z ∈ Hα

G(٠, T ) ،Y ∈ Sα
G(٠, T ) داریم ،١ < α < β که ،α هر

با است. ١۴.۴ و ١٣.۴ گزاره�های در قیاسی تخمین�های از مستقیم نتیجه یک جواب یکتایی برهان.
کنیم. ثابت ξ ∈ L٠

ip(FT ) حالت برای را جواب وجود تنها است کافی تخمین�ها این به توجه
.h ∈ C∞

٠ (R٢) که f(t, ω, y, z) = h(y, z) اول. گام
فرض .t١ < T و φ ∈ lip(R) که ξ = φ(BT −Bt١) که می�گیریم نظر در را حالتی ابتدا اول. قسمت
قضیه�ی (یا [١٧] از ۶.۴.٣ قضیه�ی به توجه با باشد. φ نهایی شرط با (٢۶.۴) معادله�ی جواب u کنید

،κ > ٠ هر برای که طوری به دارد وجود α ∈ (٠,١) ثابت ،([٣۵] از C پیوست در ۴.۴
∥u∥

C
١+α

٢ ,٢+α
([٠,T−κ]×R)

<∞.

داریم ،[t١, T − κ] روی u(t, Bt, Bt١) برای ایتو فرمول بردن کار به با

u(t, Bt −Bt١) =u(T − κ,BT−κ −Bt١) +

∫ T−κ

t

h(u, ∂xu)(s,Bs −Bt١)ds

−
∫ T−κ

t

∂xu(s,Bs −Bt١)dBs − (KT−κ −Kt), (٢٧.۴)

مارتینگل -G یک Kt = ١
٢
∫ t

t١
∂٢xxu(s,Bs − Bt١)d⟨B⟩s −

∫ t

t١
G(∂٢xxu(s,Bs − Bt١))ds که

که طوری به دارد وجود L١ > ٠ ثابت که می�کنیم ثابت اکنون است. ناصعودی
|u(t, x)− u(s, y)| ≤ L١(

√
|t− s|+ |x− y|), t, s ∈ [٠, T ], x, y ∈ R. (٢٨.۴)

برای جوابی ũ که است روشن .ũ(t, x) = u(t, x + x٠) می�دهیم، قرار x٠ ∈ R که ثابت x٠ هر برای
است زیر PDE

∂tũ+G(∂٢xxũ) + h(ũ, ∂xũ) = ٠, ũ(T, x) = φ(x+ x٠). (٢٩.۴)

لیپشیتس ثوابت ترتیب به ،Lh و Lφ که ،û(t, x) = u(t, x)+Lφ|x٠| exp(Lh(T−t)) می�کنیم تعریف
معادله�ی از supersolution یک û که کرد تحقیق می�توان سادگی به هستند. h و φ توابع به مربوط

داریم ([٣۵] از C پیوست در ٢.۴ (قضیه�ی مقایسه قضیه�ی به توجه با بنابراین است. (٢٩.۴)
u(t, x+ x٠) ≤ u(t, x) + Lφ|x٠| exp(Lh(T − t)), t ∈ [٠, T ], x ∈ R.

برای بنابراین .L̂ = Lφ exp(LhT ) که ،|u(t, x)− u(t, y)| ≤ L̂|x− y| لذا است، دلخواه x٠ چون
به و t̄ < t̂ < T که ثابت t̂ و t̄ هر برای علاوه به .|∂xu(t, x)| =≤ L̂ داریم ،x ∈ R و t ∈ [٠, T ] هر

داریم [t̄, t̂] روی u(s, x+Bs −Bt̄) برای ایتو فرمول بردن کار

u(t̄, x) = E

[
u(t̂, x+Bt̂ −Bt̄) +

∫ t̂

t̄

h(u, ∂xu)(s, x+Bs −Bt̄)ds

]
.
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که می�دهد نتیجه این
|u(t̄, x)− u(t̂, x)| ≤ E

[
L̂|Bt̂ −Bt̄|+ L̃|t̂− t̄|

]
≤ (L̂+ L̃

√
T )

√
|t̂− t̄|,

است. برقرار (٢٨.۴) رابطه�ی ،L١ = max{L̂, L̃
√
T} دادن قرار با .L̃ = sup(x,y)∈R٢ |h(x, y)| که

داریم ،κ→ ٠ فرض با بگیرید، نظر در را (٢٧.۴) رابطه�ی

E
[
|YT−κ − ξ|٢ +

∫ T

T−κ

|Zt|٢dt+ (KT−κ −KT )
٢
]
→ ٠,

برای جوابی (Yt, Zt, Kt)t∈[t١,T ] بنابراین .Zt = ∂xu(t, Bt, Bt١) و Yt = u(t, Bt − Bt١) که
که است روشن ،α > ١ هر برای علاوه به می�باشد. ξ = φ(BT −Bt١) نهایی مقدار با (۴.۴) معادله�ی

.KT ∈ Lα
G(FT ) و Z ∈ Hα

G(t١, T ) ،Y ∈ Sα
G(t١, T )

،ψ ∈ lip(R٢) که ،ξ = ψ(Bt١ , BT − Bt١) که می�گیریم نظر در را حالتی اکنون دوم. قسمت
معادله�ی برای جوابی u(., x, .) کنید فرض ،x ∈ R هر برای می�شود. اثبات مشابه طور به تر کلی حالت

داریم اول قسمت به توجه با باشد. ψ(x, .) نهایی شرط با (٢۶.۴)

u(t, x, Bt −Bt١) =u(T, x,BT −Bt١) +

∫ T

t

h(u, ∂yu)(s, x, Bs −Bt١)ds

−
∫ T

t

∂yu(s, x, Bs −Bt١)dBs − (Kx
T −Kx

t ), (٣٠.۴)

کردن جایگزین با .Kx
t = ١

٢
∫ t

t١
∂٢yyu(s, x, Bs−Bt١)d⟨B⟩s−

∫ t

t١
G(∂٢yyu(s, x, Bs−Bt١))ds که

داریم x با Bt١

Yt = YT +

∫ T

t

h(Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdBs − (KT −Kt),

و Zt = ∂yu(t, Bt١ , Bt −Bt١) ،Yt = u(t, Bt١ , Bt −Bt١) که

Kt =
١
٢

∫ t

t١

∂٢yyu(s,Bt١ , Bs −Bt١)d⟨B⟩s −
∫ t

t١

G(∂٢yyu(s,Bt١ , Bs −Bt١))ds.

واحد افراز به توجه با شده، داده n ∈ N هر برای .(Y, Z,K) ∈ Sα
G(٠, T ) که می�کنیم ثابت اکنون

و ٠ ≤ hni ≤ ١ ،λ(supp(hni )) ≤ ١
n
که دارد وجود hni ∈ C∞

٠ (R) تابع قضیه،

I[−n,n](x) ≤
kn∑
i=١

hni ≤ ١,

است. supp(hni ) مجموعه�ی قطر ،λ(supp(hni )) که
داریم (٣٠.۴) معادله�ی به توجه با .hni (xni ) > ٠ که می�کنیم انتخاب طوری را xni ∈ R

Y n
t = Y n

T +

∫ T

t

n∑
i=١

h(Y n,i
s , Zn,i

s )hni (Bt١)ds−
∫ T

t

Zn
s dBs − (Kn

T −Kn
t ),

،Y n
t =

∑n
i=١ y

n,i
t hni (Bt١) ،z

n,i
t = ∂yu(t, x

n
i , Bt − Bt١) ،y

n,i
t = u(t, xni , Bt − Bt١) که

.Kn
t =

∑n
i=١K

xn
i

t hni (Bt١) و Zn
t =

∑n
i=١ z

n,i
t hni (Bt١)
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x, x′, y, y′ ∈ R و t, s ∈ [٠, T ] هر برای که دارد وجود L٢ > ٠ ثابت اول، قسمت با مشابه

|u(t, x, y)− u(s, x′, y′)| ≤ L٢(
√
|t− s|+ |x− x′|+ |y − y′|).

که می�دهد نتیجه این

|Yt − Y n
t | ≤

kn∑
i=١

hni (Bt١)|u(t, x
n
i , Bt −Bt١)− u(t, Bt١ , Bt −Bt١)|+ |Yt|I[|Bt١ |>n]

≤ L٢
n

+
∥u∥∞
n

|Bt١ |.

α > ١ هر برای بنابراین

E

[
sup

t∈[t١,T ]

|Yt − Y n
t |α
]
≤ E

[(
L٢
n

+
∥u∥∞
n

|Bt١ |
)α]

→ ٠. (٣١.۴)

داریم ١٣.۴ گزاره به توجه با .Y ∈ Sα
G(t١, T ) لذا

E

[(∫ T

t١

|Zs − Zn
s |٢ds

)α
٢
]
≤Cα

{
E

[
sup

t∈[t١,T ]

|Yt − Y n
t |α
]

+

(
E

[
sup

t∈[t١,T ]

|Yt − Y n
t |α
]) ١

٢
}
,

داریم ،(٣١.۴) رابطه�ی به توجه با بنابراین است. σ٠ و Lw ،T ،α به وابسته ثابتی ،cα > ٠ که

E

[(∫ T

t١

|Zs − Zn
s |٢ds

)α
٢
]
→ ٠.

،kt = Yt − Yt١ +
∫ t

t١
h(Ys, Zs)ds−

∫ t

t١
ZsdBs طرفی از .Z ∈ Hα

G(t١, T ) که می�دهد نتیجه این
.Kt ∈ Lα

G(Ft) بنابراین
شده ارائه چهارچوب به توجه با منظور، این برای است. مارتینگل -G یک K که می�کنیم ثابت اکنون

می�دهیم قرار [١٩] در

hni (x) = i[−n+ i
n
,−n+ i+١

n
)(x), i = ٠, · · · ,٢n٢ − ١,

داریم (٣٠.۴) معادله�ی به توجه با .hn٢n٢ = ١−
∑٢n١−٢

i=٠ hni

Ỹ n
t = Ỹ n

T +

∫ T

t

h(Ỹ n
s , Z̃

n
s )ds−

∫ T

t

Z̃n
s dBs − (K̃n

T − K̃n
t ),

Z̃n
t =

∑٢n٢
i=٠ ∂yu(t,−n+

i
n
, Bt−Bt١)h

n
i (Bt١) ،Ỹ n

t =
∑٢n٢

i=٠ u(t,−n+
i
n
, Bt−Bt١)h

n
i (Bt١) که

داریم ،١٣.۴ گزاره به توجه با .K̃n
t =

∑٢n٢
i=٠K

−n+ i
n

t hni (Bt١) و

E

[(∫ T

t١

|Zs − Z̃n
s |٢ds

)α
٢
]
→ ٠.
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داریم ،t١ ≤ t < s ≤ T هر برای .E[|Kt − K̃n
t |α] → ٠ ،α > ١ هر برای بنابراین

E [|E [Ks|Ft]−Kt|] = E
[∣∣∣E [Ks|Ft]− E

[
K̃n

s

∣∣Ft

]
+ K̃n

t −Kt

∣∣∣]
≤ E

[
E
[∣∣∣Ks − K̃n

s

∣∣∣ ∣∣Ft

]]
+ E

[∣∣∣K̃n
t −Kt

∣∣∣]
= E

[∣∣∣Ks − K̃n
s

∣∣∣]+ E
[∣∣∣K̃n

t −Kt

∣∣∣]→ ٠.

روی اول قسمت با مشابه روشی از می�توان ،Yt١ = u(t١, Bt١ ,٠) برای .E[Ks|Ft] = Kt بنابراین
کرد. استفاده [٠, t١] بازه�ی

.hi ∈ C∞
٠ (R٢) و f i ∈Mβ,٠

G (٠, T ) که ،f(t, ω, y, z) =
∑N

i=١ f
ihi(y, z) دوم. گام

است. برقرار اول گام از دوم قسمت با مشابه
hi ∈ و است کراندار و f i ∈ Mβ

G(٠, T ) که ،f(t, ω, y, z) =
∑N

i=١ f
ihi(y, z) سوم. گام

.
∑N

i=١ h
i ≤ ١ و hi ≥ ٠ ،C∞

٠ (R٢)

.
∑N

i=١ ∥f i
n − f i∥Mβ

G
< ١

n
و |f i

n| ≤ ∥f i∥∞ که می�کنیم انتخاب طوری را f i
n ∈ Mβ,٠

g (٠, T )
کنید فرض باشند. لیپشیتس پیوسته ها fn می�کنیم فرض و fn =

∑N
i=١ f

i
nh

i(y, z) می�دهیم قرار
که که می�کنیم ملاحظه باشد. fn مولد با معادله�ی(۴.۴) برای جوابی (Y n, Zn, Kn)

f̂m,n := |fm(s, Y n
s , Z

n
s )− fn(s, Y

n
s , Z

n
s )| ≤

N∑
i=١

|f i
n − f i|+

N∑
i=١

|f i
m − f i| =: f̂n + f̂m,

داریم ،١ < α < β هر برای

E
[(∫ T

٠
f̂m,nds

)α ∣∣∣Ft

]
≤ E

[(∫ T

٠
(|f̂n(s)|+ |f̂m(s)|)ds

)α ∣∣∣Ft

]
.

داریم α ∈ (١, β) هر برای ،۵.۴ قضیه به توجه با صورت این در ،m,n→ ∞ کنید ∫∥∥∥∥فرض T

٠
f̂m,n
s ds

∥∥∥∥
α,E

→ ٠.

به توجه با همچنین است. کوشی ∥ · ∥Sα
G
نرم تحت {Y n} دنباله�ی که می�دانیم ،١۴.۴ گزاره به توجه با

می�دهیم نشان است. کوشی دنباله�ی یک ∥ · ∥Hα
G
نرم تحت نیز {Zn} دنباله�ی ،١٣.۴ و ١٢.۴ گزاره�های

کنیم ثابت است کافی منظور این برای است. کوشی دنباله�ی یک ،∥ · ∥Lα
G
نرم تحت ،{Kn

T} دنباله�ی که
است: کوشی دنباله�ی یک ∥ · ∥Lα

G
نرم تحت {

∫ T

٠ fn(s, Y
n
s , Z

n
s )ds} دنباله�ی

|fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y
m, Zm)| ≤ |fm(s, Y n, Zn)− fm(s, Y

m, Zm)|

+ |fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y
n, Zn)|

≤ L(|Ŷs|+ |Ẑs|) + f̂n + f̂m,

است. برقرار نتیجه رابطه این طرفین از گیری انتگرال با



٩٩ بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G جواب یکتایی و وجود .۴.۴

C,R > ٠ که |f(t, ω, y, z)| ≤ CIB(R)(y, z) باشد. لیپشیتس پیوسته و کراندار f چهارم. گام
.B(R) = {(y, z)|y٢ + z٢ ≤ R٢} و

،hin ∈ C∞
٠ (R٢) که دارد وجود {hin}Nn

i=١ قضیه، واحد افراز به توجه با ،n ∈ N هر برای
مجموعه�ی قطر λ(supp(hin)) و IB(R) ≤

∑N
i=١ h

i
n ≤ ١ ،٠ ≤ hin ≤ ١ ،λ(supp(hin)) < ١

n

انتخاب طوری را zin و yin .f(t, ω, y, z) =
∑N

i=١ f(t, ω, y, z)h
i
n بنابراین است. supp(hin)

این در .fn(t, ω, y, z) =
∑N

i=١ f(t, ω, y
i
n, z

i
n)h

i
n می�دهیم قرار .hin(yin, zin) > ٠ که می�کنیم

صورت

|f(t, ω, y, z)− fn(t, ω, y, z)| ≤
N∑
i=١

|f(t, ω, y, z)− f(t, ω, yin, z
i
n)|hin ≤ L

n

و

|fn(t, ω, y, z)− fn(t, ω, y
′, z′)| ≤ L

(
|y − y′|+ |z − z′|+ ٢

n

)
.

داریم بنابراین ،|fm(s, Y n
s , Z

n
s )− fn(s, Y

n
s , Z

n
s )| ≤

(
L
n
+ L

m

)
که می�کنیم ملاحظه

E
[∣∣∣∣∫ T

٠

(
|fm(s, Y n

s , Z
n
s )− fn(s, Y

n
s , Z

n
s )|+

٢L
m

)
ds

∣∣∣∣α ∣∣∣Ft

]
≤ Tα

(
L

n
+
٣L
m

)α

.

بنابراین است. کوشی دنباله�ی یک ∥ · ∥Sα
G
نرم تحت ،{Y n} دنباله�ی که می�گیریم نتیجه ١۴.۴ گزاره از

است. کوشی دنباله�ی یک ،∥ · ∥Hα
G
نرم تحت نیز {Zn} دنباله�ی ،١٣.۴ و ١٢.۴ گزاره�های به توجه با

است: کوشی دنباله�ی یک ∥ · ∥Lα
G
نرم تحت {

∫ T

٠ fn(s, Y
n
s , Z

n
s )ds} دنباله�ی که می�کنیم ثابت اکنون

|fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y
m, Zm)| ≤ |fm(s, Y n, Zn)− fm(s, Y

m, Zm)|

+ |fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y
n, Zn)|

≤ L

(
|Ŷs|+ |Ẑs|+

٢
m

)
+
L

n
+
L

m
,

است. برقرار نتیجه رابطه، این طرفین از انتگرال�گیری با

باشد. کراندار و لیپشیتس پیوسته f پنجم. گام

{hn} و IB(n) ≤ hn ≤ IB(n+١) که می�کنیم انتخاب طوری را hn ∈ C∞
٠ (R٢) ،n ∈ N هر برای

طور به �fnها که fn = fhn می�دهیم قرار هستند. لیپشیتس پیوسته یکنواخت طور به n به نسبت
m > n هر برای که می�کنیم ملاحظه است. لیپشیتس پیوسته یکنواخت

|fm(s, Y n
s , Z

n
s )− fn(s, Y

n
s , Z

n
s )| ≤ |f(s, Y n

s , Z
n
s )|I[|Y n

s |٢+|Zn
s |٢>n٢]

≤ ∥f∥∞
|Y n

s |+ |Zn
s |

n
,



١٠٠ برآونی -G فرآیند وسیله�ی به شده تولید بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات .۴

داریم نتیجه در

E
[(∫ T

٠
|fm(s, Y n

s , Z
n
s )− fn(s, Y

n
s , Z

n
s )|ds

)α ∣∣∣Ft

]
≤ ∥f∥α∞

nα
E
[(∫ T

٠
|Y n

s |+ |Zn
s |ds

)α ∣∣∣Ft

]
≤ ∥f∥α∞

nα
C(α, T )E

[∫ T

٠
|Y n

s |αds+
(∫ T

٠
|Zn

s |٢ds
)α

٢ ∣∣∣Ft

]
,

.C(α, T ) := ٢α−١(Tα−١ + T
α
٢ ) که

داریم α ∈ (١, β) هر برای ،١٢.۴ گزاره و ۵.۴ قضیه به توجه با ،m,n → ∞ که زمانی بنابراین
یک ∥ · ∥Sα

G
نرم تحت {Y n} دنباله�ی که می�گیریم نتیجه ١۴.۴ گزاره از .∥

∫ T

٠ f̂m,n
s ds∥α,E → ٠

اکنون است. کوشی دنباله�ی یک ∥ · ∥Hα
G
نرم تحت نیز {Zn} دنباله�ی نتیجه، در و است کوشی دنباله�ی

است: کوشی دنباله یک ∥ · ∥Lα
G
نرم تحت {

∫ T

٠ fn(s, Y
n
s , Z

n
s )ds} دنباله�ی که می�کنیم ثابت

|fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y
m, Zm)| ≤ |fm(s, Y n, Zn)− fm(s, Y

m, Zm)|

+ |fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y
n, Zn)|

≤ L
(
|Ŷs|+ |Ẑs|

)
+ |f(s, Y n

s , Z
n
s )|I[|Y n

s |+|Zn
s |>n],

است. برقرار نتیجه ،١٢.۴ گزاره به توجه با بنابراین
باشد. دلخواه f کنید فرض ششم. گام

لیپشیتس پیوسته یکنواخت طور به ها fn می�کنیم فرض و fn = [f ∨ (−n)] ∧ n می�دهیم قرار
.α < α′ = (١+ δ)α < β بنابراین .٠ < δ < β−α

α
∧١ که می�کنیم انتخاب طوری را δ ثابت باشند.

m > n هر برای چون

|fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y
m, Zm)| ≤ |f(s, Y n, Zn)|I[|f(s,Y n

s ,Zn
s )|>n]

≤ ١
nδ

|f(s, Y n
s , Z

n
s )|١+δ,

داریم لذا

E
[(∫ T

٠
|fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y

m, Zm)|ds
)α ∣∣∣Ft

]
≤ ١
nαδ

E
[(∫ T

٠
|f(s, Y n

s , Z
n
s )|١+δds

)α ∣∣∣Ft

]

≤ C(α, T, L, δ)

nαδ
E

∫ T

٠
|f(s,٠,٠)|α′

ds+

∫ T

٠
|Y n

s |α
′
ds+

(∫ T

٠
|Zn

s |٢ds
)α′

٢ ∣∣∣Ft

 ,



١٠١ خاص حالات در بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G .۵.۴

با ،m,n → ∞ که زمانی بنابراین .C(α, T, L, δ) := ٣α′−١(Tα−١Lα′
T

α(١−δ)
٢ + Tα−١Lα′

) که
با .
∥∥∥∫ T

٠ f̂m,n
s ds

∥∥∥
α,E

→ ٠ داریم ،α ∈ (١, β) هر برای ،١٢.۴ گزاره�ی و ۵.۴ قضیه�ی به توجه
در است، کوشی دنباله�ی یک ∥ · ∥Sα

G
نرم تحت {Y n} دنباله�ی که می�دانیم ١۴.۴ گزاره�ی به توجه

دنباله�ی که می�دهیم نشان اکنون است. کوشی دنباله�ی یک ∥ · ∥Hα
G
نرم تحت نیز {Zn} دنباله�ی نتیجه

است: کوشی دنباله�ی یک ∥ · ∥Lα
G
نرم تحت {

∫ T

٠ fn(s, Y
n
s , Z

n
s )ds}

|fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y
m, Zm)| ≤ |fm(s, Y n, Zn)− fm(s, Y

m, Zm)|

+ |fn(s, Y n, Zn)− fm(s, Y
n, Zn)|

≤ L
(
|Ŷs|+ |Ẑs|

)
+
٣δ

nδ

(
|f٠s |١+δ + |Y n

s |١+δ + |Zn
s |١+δ

)
,

است. برقرار نتیجه ،١٢.۴ گزاره�ی به توجه با بنابراین

داریم. را زیر قضیه همچنین،

و (H1) ویژگی�های در � g و f و ξ ∈ Lβ
G(FT ) کنید فرض همچنین .β > ١ کنید فرض .١٧.۴ قضیه

برای علاوه به است. (Y, Z,K) یکتای جواب دارای (١.۴) معادله�ی صورت این در کنند. صدق (H2)

.KT ∈ Lα
G(FT ) و Z ∈ Hα

G(٠, T ) ،Y ∈ Sα
G(٠, T ) داریم ،١ < α < β که ،α هر

می�شود. ثابت ١۶.۴ قضیه�ی با مشابه برهان.

خاص حالات در بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G ۵.۴

می�دهیم. قرار بررسی مورد خاص حالات در را بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -Gبخش این در

پیوسته ضرایب با بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G ١.۵.۴

صدق زیر فرضیات در f کنید فرض و بگیرید نظر در را (۴.۴) بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی
کند.

B1

∀(t, ω, y, z) ∈ [٠, T ]× Ω× R× R٢, |f(t, ω, y, z)| ≤ K ′(١+ |y|+ |z|),

است. مثبت و ثابت عددی K آن در که

است. پیوسته (y, z) در f(t, y, z) ،(t, ω) ∈ [٠, T ]× Ω هر برای B2



١٠٢ برآونی -G فرآیند وسیله�ی به شده تولید بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات .۴

.f(., .y, z) ∈M٢
G(٠, T ) ،z و y هر برای B3

این در کند، صدق (B3)–(B1) ویژگی�های در f و ξ ∈ L٢
G(FT ) کنید فرض [٢۴] .١٨.۴ قضیه

است. (Y, Z,K) ∈ S٢
G(٠, T )×H٢

G(٠, T )× L٢
G(FT ) جواب دارای (۴.۴) معادله�ی صورت

کنید فرض برهان.
fn(t, y, z) := inf

(u,v)∈R٢
{f(t, u, v) + n(|y − u|+ |z − v|)},

باشد زیر G-BSDE برای جوابی (Y n, Zn, Kn) کنید فرض و

Y n
t = ξ +

∫ T

t

fn(s, Y
n
s , Z

n
s ) ds−

∫ T

t

Zn
s dBs − (KT −Kt), n ≥ K ′, (٣٢.۴)

و

Ut = ξ +

∫ T

t

K(١+ |Us|+ |Vs|) ds−
∫ T

t

Vs dBs − (Kn
T −Kn

t ). (٣٣.۴)

است. (۴.۴) معادله�ی جواب (Y, Z,K) و است همگرا (Y, Z,K) به (Y n, Zn, Kn) که می�کنیم ثابت
داریم (١٩٩٢) پنگ از مقایسه قضیه�ی از استفاده با

∀n ≥ m ≥ K, Y m ≤ Y n ≤ U (٣۴.۴)

برای همگراست. S٢
G(٠, T )×H٢

G(٠, T )× L٢
G(FT ) در (Y n, Zn, Kn) دنباله�ی ١٠.٢ لم با مشابه

کنید فرض است. همگرا S٢
G(٠, T ) در Y n همچنین .Yn٠ ≤ Yn ≤ U داریم n ≥ n٠ ≥ K ′ هر

یعنی است پذیر انتگرال فاتو لم به توجه با G = supn |Y n| بنابراین .Y n → Y

E
(

sup
٠≤t≤T

|Y t|p
)
<∞.

نیز H = supn |Zn| بنابراین است، همگرا نیز آن از دنباله زیر هر لذا Zn → Z چون دیگر سوی از
،۵.٢ لم از (iv) و (i) قسمت�های به توجه با پس است. انتگرال�پذیر
fn(t, Y

n
t , Z

n
t ) → f(t, Yt, Zt).

و

|fn(t, Y n
t , Z

n
t )| ≤ K ′(١+ sup

n
|Y n

t |+ sup
n

|Zn
t |)

= K ′(١+Gt +Ht) ∈ L١
G(FT ).

داریم t و ω هر برای ∫بنابراین T

t

fn(s, Y
n
s , Z

n
s )ds→

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds. (٣۵.۴)

داریم تصادفی انتگرال پیوستگی ویژگی از

sup
t≤T

∣∣∣∣∫ T

t

Zn
s dBs −

∫ T

t

ZsdBs

∣∣∣∣→ ٠. (٣۶.۴)



١٠٣ خاص حالات در بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G .۵.۴

بنابراین

|Y n
t − Y m

t | ≤
∫ T

t

|fn(s, Y n
s , Z

n
s )ds− fm(s, Y

m
s , Zm

s )|ds

+ |
∫ T

t

Zn
s dBs −

∫ T

t

Zm
s dBs|+ |(Kn

T −Kn
t )− (Km

T −Km
t )|,

داریم t روی سوپریم و m روی حد گرفتن با بنابراین

sup
t≤T

|Y n
t − Yt| ≤

∫ T

t

|fn(s, Y n
s , Z

n
s )ds− f(s, Ys, Zs)|ds

+ sup
t≤T

|
∫ T

t

Zn
s dBs −

∫ T

t

ZsdBs| → ٠.

است. برقرار نتیجه لذا و Y n → Y پس

ثابت نهایی های زمان با بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G ٢.۵.۴

می�کنیم. بررسی (H4) و (H3) شرایط تحت را (۴.۴) معادله�ی جواب یکتایی و وجود قسمت این در
و Bp

G = Sp
G ×Hp

G کنید فرض

||(Y, Z)||Bp
G
=
[
E
[
supt∈[٠,T ]|ηt|p

]] ١
p +

[
E

[(∫ T

٠
|ηs|٢ds

) p
٢
]] ١

p

.

بگیرید. نظر در را زیر فرضیات است. باناخ فضای یک (Bp
G, ||(., .)||Bp

G
) صورت این در

که طوری به دارند وجود p > ١ و c ≥ ٠ ،µ ∈ R ،γ ≥ ٠ ثابت�های .H3

،∀t, y, (z, z′), |f(t, y, z)− f(t, y, z′)| ≤ γ|z − z′| .١

،∀t, z, (y, y′), (y − y′). (f(t, y, z)− f(t, y′, z)) ≤ −µ|y − y′|٢ .٢

،∀y, z, f(., ., y, z) ∈Mp
G(٠, T ) .٣

،∀t, y, z, |f(t, y, z)| ≤ |f(t,٠, z)|+ c(١+ |y|p) .۴

است. پیوسته y → f(t, y, z) تابع ،z و t هر برای .۵

که طوری به ،ξ ∈ L٢p
G (FT ) .H4

E
[
|ξ|٢p

]
+ E

[(∫ T

٠
|f(s,٠,٠)|٢ ds

)p]
<∞.

این در کند. صدق ٣ − ١ ،(H3) ویژگی�های در f و ξ ∈ L٢
G(FT ) کنید فرض [٢٣] .١٩.۴ قضیه

است. (Y, Z,K) ∈ B٢
G × L٢

G حل دارای حداکثر (۴.۴) معادله�ی صورت

(Y, Z,K) یکتای جواب دارای (۴.۴) معادله�ی ،(H4) و (H3) فرضیات تحت [٢٣] .٢٠.۴ قضیه
است. B٢p

G × L٢p
G فضای در



١٠۴ برآونی -G فرآیند وسیله�ی به شده تولید بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات .۴

تصادفی نهایی های زمان با بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G ٣.۵.۴

نهایی زمان با بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادله�ی یک ۶.٣ بخش در شده ارائه مطالب به توجه با
صورت به τ تصادفی

Yt = ξ +

∫ τ

t∧τ
f(s, Ys, Zs)ds+

∫ τ

t∧τ
g(s, Ys, Zs)d⟨B⟩s −

∫ τ

t∧τ
ZsdBs − (Kτ −Kt∧τ ),

(٣٧.۴)
ساده�تر طور به یا

Yt = ξ +

∫ τ

t∧τ
f(s, Ys, Zs)ds−

∫ τ

t∧τ
ZsdBs − (Kτ −Kt∧τ ), (٣٨.۴)

.f(t, ω, y, z) : R+ × Ω× R٢ → R آن در که می�شود، تعریف
می�گیریم نتیجه (٣٨.۴) معادله�ی از است متناهی τ چون بعلاوه .Zt = ٠ ،t > τ اگر که است روشن

.Yt = ξ آن�گاه ،t ≥ τ اگر که

با G-BSDE با مشابه فرضیاتی تحت را (٣٨.۴) معادله�ی جواب یکتایی و وجود قسمت این در
کند. صدق زیر ویژگی�های در f کنید فرض می�کنیم. ارائه ثابت نهایی زمان�های

که طوری به دارند وجود κ ∈ {٠,١} و p > ١ ،c ≥ ٠ ،µ ∈ R ،γ ≥ ٠ ثابت�های .H5

،∀t, y, (z, z′), |f(t, y, z)− f(t, y, z′)| ≤ γ|z − z′| .١

،∀t, z, (y, y′), (y − y′). (f(t, y, z)− f(t, y′, z)) ≤ −µ|y − y′|٢ .٢

،∀y, z, f(., ., y, z) ∈Mp
G(٠, τ) .٣

،∀t, y, z, |f(t, y, z)| ≤ |f(t,٠, z)|+ c(κ+ |y|p) .۴

است. پیوسته y → f(t, y, z) تابع ،z و t هر برای .۵

و ρ > γ٢ − ٢µ که طوری به دارد وجود ρ حقیقی عدد ξ ∈ L٢p
G (Fτ ) .H6

E
[
κeρτ + {eρτ + epρτ}|ξ|٢p +

(∫ τ

٠
eρs|f(s,٠,٠)|٢ds

)p

+

(∫ τ

٠
e(ρ/٢)s|f(s,٠,٠)| ds

)٢p ]
<∞.

این در کند. صدق (H6) و (H5) ویژگی�های در f و ξ ∈ L٢
G(Fτ ) کنید فرض [٢٢] .٢١.۴ قضیه

(Y, Z,K) ∈ S٢,α,τ
G (R)×H٢,α

G (R)×L٢
G(Fτ ) جواب یک دارای حداکثر (٣٨.۴) معادله�ی صورت

است.



١٠۵ خاص حالات در بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G .۵.۴

مقدار و دوم درجه رشد با بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G ۴.۵.۴

کراندار غیر نهایی

بررسی کراندار، غیر نهایی مقدار و دوم درجه رشد با G-BSDE برای را جواب وجود قسمت این در
دوم درجه رشد و y در خطی رشدی دارای ،(۴.۴) معادله�ی در f کنید فرض منظور این برای می�کنیم.

داریم. را زیر فرضیات حقیقت در باشد. z در

که طوری به دارند وجود γ ≥ ٠ و β ≥ ٠ ،α ≥ ٠ H7

است، پیوسته (y, z) → f(t, y, z) ،t ∈ [٠, T ] هر برای •

.∀t, y, z ∈ [٠, T ]× R× R, |f(t, y, z)| ≤ α + β|y|+ γ
٢ |z|

٢ •

کنید فرض H8

E
[
eγe

βT |ξ|
]
<∞.

،∀y, z, f(., ., y, z) ∈M٢
G(٠, T ) H9

.∃λ > γeβT , E
[
eλ|ξ|

]
<∞ H10

(۴.۴) معادله�ی صورت این در باشند. برقرار (H7)–(H10) فرضیات کنید فرض [٢١] .٢٢.۴ قضیه
است. S٢

G ×H٢
G × L٢

G فضای در (Y, Z,K) جوابِ یک حداقل دارای

بعدی یک- بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات -G ۵.۵.۴

می�کنیم. بررسی زیر شرایط تحت (۴.۴) معادله�ی برای را جواب یکتایی و وجود قسمت این در

،(f(t,٠,٠))t≤T ∈ H٢
G H11

که طوری به دارد وجود C ≥ ٠ ثابت H12

∀(y, y′, z, z′), |f(t, ω, y, z)− f(t, ω, y′, z′)| ≤ C(|y − y′|+ |z − z′|),

،∀y, z, f(., ., y, z) ∈M٢
G(٠, T ) H13

ξ ∈ L٢
G(FT ), H14

که طوری به دارد وجود bk(y, z) := k(|y|+ |z|) تابع H15

∀(y, z, ) |f(t, ω, y, z)| ≤ |f(t, ω,٠,٠)|+ k(|y|+ |z|),



١٠۶ برآونی -G فرآیند وسیله�ی به شده تولید بازگشتی تصادفی دیفرانسیل معادلات .۴

است. پیوسته (y, z) → f(t, ω, y, z) تابع H16

معادله�ی صورت این در باشند. برقرار (H14)–(H11) ویژگی�های کنید فرض [٢۵] .٢٣.۴ قضیه
بود. خواهد (Y, Z,K) یکتای جواب دارای (f, ξ) به وابسته (۴.۴)

معادله�ی صورت این در باشند. برقرار (H16)–(H13) ویژگی�های کنید فرض [٢۵] .٢۴.۴ قضیه
است. مینیمال جواب یک دارای (f, ξ) به وابسته (۴.۴)
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Abstract
In this thesis, we study Lp solution of one-dimensional backward stochastic differ-

ential equations with continuous coefficients. In chapter 2 we study one-dimensional
backward stochastic differential equations in classical case. We show that if the gen-
erator f is uniformly continuous in (y, z), uniformly with respect to (t, ω), and if the
terminal value ξ ∈ Lp(Ω,FT , P ) with 1 < p ≤ 2, the backward stochastic differential
equation has a unique Lp solution. In chapter 3 we introduce a notion of nonlinear ex-
pectation, ”G-expectation”. We also introduce one-dimensional G-Brownian motion.
We then establish the related stochastic calculus, especially stochastic integrals of Ito’s
type with respect to our G-Brownian motion and derive the related Ito’s formula. We
have also given the existence and uniqueness of stochastic differential equation under
our G-expectation. In chapter 4 we study the backward stochastic differential equa-
tions driven by G-Brownian motion. Under Lipschitz conditions of f and g in Y and
Z, the existence and uniqueness of the solution (Y,Z,K) for BSDE in the G-framework
is proved.
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