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චاری... ণپاس໋�
هستم. و بوده حکمتش مبهوت همواره که خدا از سپاس با

زحمات از که است شایسته و لازم یافته، پایان پایان�نامه این نگارش و تدوین پروردگار عنایت با که اکنون
و تحصیل مدت طول در ایشان بی�دریغ زحمات خاطر به هاشمی ابراهیم دکتر آقای جناب عزیزم استاد

کنم. قدردانی و تشکر صمیمانه آموخته�ام، ایشان از آن�چه همچنین
بودند من پشتیان و مشوق همواره زندگی طول در که مادرم و پدر خصوص به عزیزم خانواده از همچنین

دارم. را قدردانی و تشکر کمال
در که است شیرینی روزهای تکرارگر ذهنم و کنم حک سینه در را نامشان می�توانم که عزیزم دوستان از

می�کنم. سپاسگذاری صمیمانه کردیم سپری هم کنار

ਦସیگ೻ماਪی ۱۳۹۳سૡ࣓ൎه



ଓฬ࠻ھدৎ
علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی گلمایی عزتی سلیمه اینجانب
برگشت�پذیر حلقه�های تحتآن که شرایطی مطالعه عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی

می�شوم: متعهد هاشمی ابراهیم دکتر راهنمایی تحت ، یکسانند دیوراست و

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ University of Shahrood “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ਦସیگ೻ماਪی ۱۳۹۳سૡ࣓ൎه

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
می�پردازیم. ناجابجایی و جابجایی حلقه�های از مثال�هایی و تعاریف معرفی به ابتدا پایان�نامه این در
از می�کنیم. بیان هستند، خاصیت این دارای که را مثال�هایی و کرده معرفی را مک�کوی حلقه�های سپس
شده ثابت و دارند اهمیت بسیار حلقه�ها نظریه در آرمنداریز و دیوراست برگشت�پذیر، حلقه�های که آنجا
تحت که می�کنیم مطالعه را شرایطی پایان�نامه این در ندارند، یکدیگر به ارتباطی حلقه�ها این که است
مثال�هایی و می�کنیم تعریف را راست آرمنداریز شبه حلقه�های بنابراین هستند. یکسان حلقه�ها این آن
می�دهیم نشان مثالی ارائه با و می�کنیم بیان هستند خاصیت این دارای که غیرآرمنداریزی حلقه�های از
منظم R حلقه اگر می�دهیم نشان نهایت در نیستند. یکسان مک�کوی قویا و آرمنداریز شبه حلقه�های که
آبلی R اگر تنها و اگر باشد مک�کوی قویا R اگر تنها و اگر است راست آرمنداریز شبه R حلقه باشد،
ها چندجمله�ای حلقه اگر تنها و اگر است راست آرمنداریز شبه R حلقه می�دهیم نشان همچنین باشد.

باشد. آرمنداریز شبه R روی کلاسیک کسرهای حلقه اگر تنها و اگر باشد چنین R روی
دیوراست. حلقه برگشت�پذیر، حلقه ایده�آل، آرمنداریز، حلقه مک�کوی، حلقه کلیدی: کلمات
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١ فصل

مقدماتی تعاریف

مقدمه ١.١

او از پیش شدند. معرفی کوهن توسط ١٩٩۵ سال در جدی به�طور بار اولین برای برگشت�پذیر حلقه�های
که حلقه�هایی برای را ZC٢ [٣]لفظ کامیلو۴ و آندرسون٣ همچنین و C٠ نماد نی�وی�چرزال٢ و کرمپا١ نیز
فقط و اگر است دامنه R حلقه که داد نشان کوهن بودند. بکاربرده هستند، برگشت�پذیر امروزی زبان به

باشد. برگشت�پذیر و اول اگر
آن�ها اصلی کار که جنوبی کره ریاضی�دان چند دست به اکثرا زمینه این در جدی کوتاه،کار معرفی از پس

است. گرفته انجام بوده، آرمنداریز و نیم�جابجایی حلقه�های و متقارن حلقه�های حیطه در
نی�وی�چرزال و کرمپا و هم با کامیلو و اندرسون شدند. لمبکمعرفی توسط نیم�جابجایی و متقارن حلقه�های

کردند. کار متقارن حلقه�های روی لمبک از مستقل هم با نیز
مک�کوی قویا و مک�کوی۵ حلقه�های بردند. بکار متقارن حلقه�های برای را ZC٣ لفظ کامیلو و اندرسون
حلقه�های که کرد ثابت همچنین نیلسن شدند. معرفی نیلسن۶ توسط بار اولین نیز (چپ) راست

هستند. راست مک�کوی قویا برگشت�پذیر
این به گرفتند. قرار جدی بررسی مورد در[١٧] چاوو٧ توسط بار اولین برای نیز آرمنداریز حلقه�های
خاصیت دارای که کرد بیان را حلقه�هایی [۴] در آرمنداریز بار اولین که نامیدند آرمنداریز را آن�ها دلیل
معادلند هم با R[x] و R بودن آرمنداریز آیا که کردند مطرح را سوال این همچنین هستند. آرمنداریز
معرفی نیز دیوراست حلقه�های پایان�نامه این در دادند. مثبت پاسخ سوال این به کامیلو و اندرسون که

١Krempa
٢Niewieczerzal
٣Anderson
۴Camillo
۵Mccoy
۶Nielson
٧Chhawchharia



٢ مقدماتی تعاریف .١

دارای و بوده آبلی حلقه�ها این که می�شود ثابت و است دوطرفه راست، ایده�آل هر آن�ها در که می�شوند
هستند. آرمنداریز و راست مک�کوی ویژگی

می�پردازیم. شده�اند، استفاده پایان�نامه این در که تعاریفی و مفاهیم معرفی به حال

مثال�ها و تعاریف ٢.١

است. یکدار و شرکت�پذیر حلقه یک نمایانگر R پایان�نامه تمام در

اگر بنابراین باشند. آن ایده�آل�های تنها R و {٠} هرگاه می�نامیم ساده را R ناصفر حلقه .١.٢.١ تعریف
.
∑n

i=١ biaci = ١ به�طوری�که دارند وجود ci, bi ∈ R عناصر آن�گاه ،٠ ̸= a ∈ R و باشد ساده R

وجود b ∈ R ناصفر عنصر هرگاه می�نامیم چپ صفر مقسوم�علیه یک را a ∈ R عنصر .٢.٢.١ تعریف
مقسوم�علیه هم a ∈ R اگر و می�شود تعریف راست صفر مقسوم�علیه متناظراً .ab = ٠ که باشد داشته

می�نامیم. صفر مقسوم�علیه را آن باشد، راست صفر مقسوم�علیه هم و چپ صفر

باشد نداشته ناصفر چپ و راست صفر مقسوم�علیه هیچ هرگاه می�نامیم دامنه را R حلقه .٣.٢.١ تعریف
که را R حلقه از x عنصر و می�نامیم صحیح حوزه یا صحیح دامنه را آن باشد جابجایی R دامنه هرگاه و

می�گوییم. منظم نباشد، صفر مقسوم�علیه

به�طوری�که باشد موجود n طبیعی عدد هرگاه گوییم پوچ�توان عنصر یک را a ∈ R عنصر .۴.٢.١ تعریف
.an = ٠

می�دهیم. نمایش nil(R) با را R پوچ�توان عناصر مجموعه
عنصری ٠ ∈ R همچنین است صفر مقسوم�علیه یک ،R حلقه در پوچ�توان عنصر هر که است واضح

است. پوچ�توان

a خودتوان عنصر .a٢ = a هرگاه نامند خودتوان عنصر یک را a ،a ∈ R کنید فرض .۵.٢.١ تعریف
.a ̸= ١ و a ̸= ٠ هرگاه گوییم نابدیهی را

است. نیز خودتوان که است پوچ�توان عنصر تنها صفر حلقه، هر در که است واضح
است. صفر مقسوم�علیه یک e پس (١− e)e = ٠ چون باشد نابدیهی خودتوان e اگر R حلقه در

باشند. توان پوچ I عناصر تمام هرگاه گوییم پوچ� را R حلقه از I ایده�آل .۶.٢.١ تعریف

است. R جابجایی حلقه از پوچ ایده�آل یک nil(R) .٧.٢.١ مثال

می�دهیم. نمایش N(R) با و می�گوییم پوچ رادیکال را پوچ ایده�آل�های تمام مجموع .٨.٢.١ تعریف

باشد. آن پوچ�توان عنصر تنها صفر هر�گاه گوییم تقلیل�یافته را R حلقه .٩.٢.١ تعریف
باشد. صفر برابر آن پوچ رادیکال اگر است، تقلیل�یافته R جابجایی حلقه

آنگاه A٢ ⊆ Q و باشد R از ایده�الی A هرگاه می�نامیم اول نیم را R حلقه از Q ایده�ال .١٠.٢.١ تعریف
.A ⊆ Q



٣ مثال�ها و تعاریف .٢.١

باشد. آن (نیم�اول) اول ایده�ال {٠} هرگاه می�نامیم (نیم�اول) اول Rرا حلقه .١١.٢.١ تعریف

.aRb = ٠ آنگاه ،ab = ٠ و a, b ∈ R هرگاه می�شود نامیده نیم�جابجایی R حلقه .١٢.٢.١ تعریف

که باشد موجود R از b مانند عضوی هرگاه گوییم وارون�پذیر را R حلقه از a عنصر .١٣.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش U(R) با را R وارون�پذیر عناصر مجموعه .ba = ab = ١

باشد موجود y ∈ R عنصر x ∈ R هر برای هرگاه گوییم، منظم نیومن فون �Rرا حلقه .١۴.٢.١ تعریف
.x = xyx که

آنگاه ،y٢ = ٠ و y ∈ R اگر زیرا است. تقلیل�یافته جابجایی، منظم نیومن فون حلقه� هر که است واضح
،y = by٢ است جابجایی حلقه چون و y = yby که دارد وجود b ∈ R است منظم نیومن فون� R چون

است. تقلیل�یافته حلقه�ای R بنابراین .y = ٠ می�شود نتیجه که
می�نامیم. منظم اختصار به را منظم نیومن فون� حلقه پایان�نامه این در

باشند. مرکزی آن خودتوان اعضای تمام اگر گوییم آبلی را R حلقه .١۵.٢.١ تعریف

تعویض�نا�پذیر آزاد متغیر�های از مجموعه�ای {xi|i ∈ I} و باشد Kیکحلقه فرضکنید تعریف٢.١.١۶.
آزاد K-حلقه .(kxi = xik ،k ∈ K هر برای و xixj ̸= xjxi آن�گاه ،i ̸= j (اگر باشد K روی
حلقه، این عناصر می�دهیم. نشان R = K⟨xi, i ∈ I⟩ علامت با را {xi|i ∈ I} وسیله به تولیدشده

هستند. K از ضرایبی با {xi|i ∈ I} تعویض�ناپذیر متغیر�های براساس چندجمله��ای�هایی
هم با متغیر�ها چندجمله�ای�ها حلقه در دارد. تفاوت K[xi ; i ∈ I] چندجمله�ای�های حلقه� با حلقه، این

می�شوند. جابجا

حلقه�ای A (K روی جبر ) �Kـ�جبر باشد، یکدار جابجایی حلقه یک K کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف
که: است

است. یکانی ـ�مدول �K یک (A,+).الف
.k(ab) = (ka)b = a(kb) ،a, b ∈ A و k ∈ K هر به�ازای ب.

یک را δ : K −→ K جمعی تابع باشد، K حلقه از درون�ریختی یک α کنید فرض .١٨.٢.١ تعریف
.δ(ab) = δ(a)b+ α(a)δ(b) ،a, b ∈ K هر برای هرگاه می�نامیم �αـ�مشتق تابع

α, β ∈ A هر برای اگر می�شود نامیده مستقیم مجموعه A مرتب جزیی مجموعه یک .١٩.٢.١ تعریف
.α ≤ γ و β ≤ γ به�طوری�که باشد داشته وجود γ ∈ A ،

مستقیم مجموعه از ،C از مستقیم سیستم یک باشد. کاتگوری یک C کنید فرض .٢٠.٢.١ تعریف
شده تشکیل (α ≤ β هر (برای lαβ : Xα −→ Xβ مورفیسم�های و C از {Xα}α∈A مجموعه و �A

به�طوری�که:
.lαα = idXα ،α ∈ A هر برای الف.

.lβγolαβ = lαγ ،α ≤ β ≤ γ برای ب.



۴ مقدماتی تعاریف .١

باشد. C در مستقیم سیستم یک (A, {Xα}, {lαβ}) و کاتگوری یک C کنید فرض .٢١.٢.١ تعریف
ویژگی�های با lα : Xα −→ X مورفیسم α ∈ A برای اگر است فوق سیستم مستقیم حد X ∈ ob(C)

باشد. داشته وجود زیر

باشد. جابجایی زیر نمودار α ≤ β هر برای الف.

..

Xα

.

X

.
Xβ

.

lα

.
lβ

.

lαβ

جابجایی زیر نمودار α ≤ β برای شده داده φα : Xα −→ Y مورفیسم و Y ∈ ob(C) هر برای ب.
باشد.

..

Xα

.

Y

.
Xβ

.

φα

.
φβ

.

φαβ

نمودار α ∈ A همه برای به�طوری�که باشد داشته وجود φ : X −→ Y به�فرد منحصر مورفیسم و
باشد. جابجایی زیر

..

Xα

.
Y

.

X

.

lα

.

φα

.

φ

آن و است به�فرد منحصر یکریختی حد در باشد داشته وجود مستقیم حد اگر که داد نشان می�توان
می�دهیم. نشان lim→ Xα با را

حلقه باشد. K حلقه از �αـ�مشتق تابع یک δ و درون�ریختی یک α کنید فرض .٢٢.٢.١ مثال
صورت به چندجمله�ای�هایی آن عناصر و می�دهیم نشان K[x;α, δ] با را K روی اریب چند�جمله�ای�های



۵ مقدماتی لم�های و قضایا .٣.١

.ai ∈ k و n ≥ ٠ که هستند
∑n

i=٠ aix
i

،a ∈ K هر برای �که می�شود تعریف طوری ضرب عمل و طبیعی به�طور K[x;α, δ] روی جمع عمل
xa = α(a)x+ δ(a)

چندجمله�ای�های حلقه را آن و می�دهیم نشان K[x; δ] با را K[x;α, δ] آن�گاه باشد، همانی تابع α اگر
می�نامیم. K روی مشتق

می�کنیم. استفاده K[x;α] از K[x;α, δ] به�جای باشد، δ = ٠ هرگاه

مدول R یک M یعنی باشند، مدول (R,S)-دو یک M و دوحلقه S و R کنید فرض .٢٣.٢.١ مثال
داریم: m ∈ M و s ∈ S ، r ∈ R هر برای که است راست مدول S و چپ

(rm)s = r(ms),

می�دهیم: قرار

A =

(
R M

٠ S

)
=

{(
r m

٠ s

)∣∣∣r ∈ R, m ∈ M, s ∈ S

}
گاهی می�دهد. تشکیل حلقه یک ماتریس�ها معمولی ضرب و جمع عمل دو با A که داد نشان می�توان
آن�گاه باشد مدول (R,R)�ـ�دو یک M و R = S اگر می�دهیم. نشان نیز R ⊕M ⊕ S علامت با را A

نشان T (R,M) با و می�نامیم M وسیله به R بدیهی توسیع را
{(

r m

٠ r

)∣∣∣r ∈ R, m ∈ M,

}
هر برای ضرب عمل بنابراین داد. نشان نیز (r,m) با می�توان را T (R,M) از عضو هر می�دهیم.

می�شود: تعریف زیر ضابطه با (r١,m١), (r٢,m٢) ∈ T (R,M)

(r١,m١)(r٢,m٢) = (r١r٢, r١m٢ +m١r٢)

مقدماتی لم�های و قضایا ٣.١

و f(x) =
∑m

i=٠ aix
i و باشد نیم�جابجایی حلقه یک R کنید فرض (١ ([١۶]،لم .١.٣.١ لم

،i ∈ {٠, · · · ,m} تمام برای آنگاه f(x)g(x) = ٠ اگر باشند. R[x] از عضو دو g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j

.aibi+١
٠ = ٠

،i ∈ {٠, · · · ,m} هر برای که می�دهد نتیجه f(x)g(x) = ٠ معادله از xi ضریب برهان.
i∑

j=٠
ajbi−j = ٠, (∗)i

.a٠b٠ = ٠ داریم i = ٠ برای
نیم�جابجایی به توجه با بنابراین .ajbk٠ = ٠ ویژه به ajbj+١

٠ = ٠ ،j < k تمام برای کنید فرض حال
می�گیریم: نتیجه bk٠ در آن راست از ضرب و (∗)k بردن بکار با .ajbk−jb

k
٠ = ٠ ،j < k تمام برای بودن

٠ =
k∑

j=٠
ajbk−jb

k
٠ = akb

k+١
٠ ,



۶ مقدماتی تعاریف .١

،f(x) =
∑m

i=٠ aix
i ∈ R[x] و باشد نیم�جابجایی حلقه یک �R کنید فرض (۵.۴ ([۵]،لم .٢.٣.١ لم

آنگاه f(x)g(x) = ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j ∈ R[x] اگر

an+١
٠ g(x) = ٠, an+١

m g(x) = ٠.

ضرایب شدن جابه�جا با می�گیریم، نظر در g∗(x) = xng(x−١) و f ∗(x) = xmf(x−١) ابتدا برهان.
an+١٠ g(x) = کنیم ثابت است کافی لم تکمیل برای می�آید. بدست f ∗(x)g∗(x) = ٠ معادله چندجمله�ای�ها

.an+١
m g(x) = ٠ اینکه با است معادل که an+١

m g∗(x) = ٠ متقارن به�طور زیرا ٠
f(x)g(x) = ٠ معادله در ،al+١

٠ bl = ٠ ،l < j هر برای فرضمی�کنیم استقرا به ،a٠b٠ = است٠ واضح
با است برابر jام جمله ضریب

j∑
i=٠

ajbj−i = ٠,

داریم: کنیم ضرب aj٠ با را آن چپ از اگر که

٠ =

j∑
i=٠

aj٠aibj−i = aj+١٠ bj +

j∑
i=١

aj٠aibj−i = aj+١
٠ bj.

نتیجه در
aj+١٠ bj = ٠.

.an+١
m g(x) = ٠ درنتیجه و an+١m g∗(x) = ٠ متقارن بطور و an+١

٠ g(x) = ٠ ،n هر برای بنابراین

f١, f٢ · · · و باشد R منظم حلقه از دوطرفه ایده�آل یک J کنید فرض (١٨.٢ ([۶]،قضیه .٣.٣.١ قضیه
باشد. R

J
در متعامد خودتوان عناصر از نامتناهی یا متناهی دنباله یک

برای اگر و ēn = fn به�طوری�که دارند وجود e١, e٢, · · · ∈ R متعامد خودتوان عناصر این�صورت در
که کرد انتخاب enهایی می�توان آنگاه f٠ + · · ·+ fk = ١ kها، از برخی

e١ + · · ·+ ek = ١.

معادلند. زیر روابط آنگاه باشد، R اول نیم حلقه خودتوان عضو e اگر (٣.١ ([۶]،قضیه .۴.٣.١ قضیه

است. مرکزی e آ.

می�شود. جابجا R در خودتوان عنصر هر با e ب.

است. R دوطرفه ایده�آل eR پ.

است. R دوطرفه ایده�آل Re ت.

.(١− e)Re = ٠ ث.

.eR(١− e) = ٠ ج.



٧ مقدماتی لم�های و قضایا .٣.١

معادلند: زیر روابط R منظم حلقه هر برای (٣.٢ ([۶]،قضیه .۵.٣.١ گزاره

است. آبلی R آ.

است. تقسیم حلقه یک R
P
،R از P اول ایده�آل هر برای ب.

ندارد. ناصفر پوچ�توان عضو R پ.

هستند. طرفه دو R (چپ) راست ایده�آل�های تمام ت.

است. مرکزی ناصفر خودتوان عضو شامل R (چپ) راست ایده�آل هر ج.

آ، =⇒ ب برهان.
مرکزی آنها همه بنابراین می�آیند، R خودتوان�های از R

P
اول حلقه خودتوان عناصر همه (٣.٣.١) بنابر

،x ∈ R
P
ناصفر عضو هر به�ازای درنتیجه هستند. R

P
خودتوان�های تنها یک و صفر و

x(
R

P
) = (

R

P
)x =

R

P
,

است. تقسیم حلقه R
P
نتیجه در

تقسیم حلقه�های حاصل�ضرب با R که می�شود نتیجه ب از است، اول نیم R که آن�جا از ب، =⇒ پ
ندارد. پوچ�توان ناصفر عضو لذا و است ایزومورفیسم

(١− e)Re = ٠ بنابراین است. پوچ�توان (١− e)Re عضو هر باشد، خود�توان e ∈ R اگر پ، =⇒ آ
است. مرکزی e (۴.٣.١) بر بنا و

در است. طرفه دو لذا و می�شود تولید مرکزی خودتوان یک توسط R از اول راست ایده�آل هر آ، =⇒ ت
هستند. طرفه دو R راست ایده�آل�های همه نتیجه

می�شود. نتیجه (۴.٣.١) از ت، =⇒ آ
است. واضح آ، =⇒ ج

R مرکزی خودتوان�های توسط شده تولید راست ایده�آل J و بوده خودتوان e ∈ R کنید فرض ج، =⇒ آ
J ≤e eR که می�بینیم ج به توجه با است. دوطرفه ایده�آل J که کنید توجه دارند. قرار eR در که باشد
درنتیجه .(١ − e)xJ = ٠ و xJ ≤ J ≤ eR ،x ∈ R هر ازای به است. عضوی تک eR

J
لذا و

نتیجه نیست، عضوی تک RR چون می�باشد. عضوی تک لذا و است eR
J
همریخت تصویر (١−e)xeR

است. مرکزی e (۴.٣.١) طبق و (١− e)Re = ٠ بنابراین .(١− e)xeR = ٠ می�گیریم



٨



٢ فصل

ناجابجایی حلقه�های روی مک�کوی شرط

برگشت�پذیر، حلقه�های معرفی به آن در که است بخش دو شامل و می�باشد [٩] مرجع از برگرفته فصل این
بیان مفاهیم این مورد در را نتایجی و قضایا و می�پردازیم نیم�جابجایی و اورراست دیوراست، مک�کوی،

می�کنیم. اثبات و
کلاسی دوم، بخش در و می�پردازیم شده ذکر حلقه�های مورد در نتایجی و تعاریف بیان به اول بخش در

می�دهیم. بسط را راست مک�کوی حلقه�های از

دیوراست و برگشت�پذیر حلقه�های در مک�کوی شرط ١.٢

شده، داده R حلقه برای شود. ذکر آن خلاف اینکه مگر است یکدار و پذیر شرکت حلقه، هر فصل این در
عضوی تک مجموعه s اگر می�شود. استفاده R در ( چپ ) راست پوچساز نمایش برای (lR(−))rR(−)

می�دهیم. نمایش (lR(a)) rR(a) صورت به را آن ( (چپ راست پوچساز آن�گاه (s = {a}) باشد
را حلقه روی های جمله�ای چند از ایده�الی چندجمله�ای، یک اگر که کرد ثابت ١٩۵٧ سال در کوی مک
١٩۴٢ سال در کوی مک خاص، نمونه یک عنوان به دارد. ناصفر پوچساز حلقه، پایه در آن�گاه کند پوچ
یک جمله�ای چند هر آن�گاه کنند پوچ را یکدیگر جابجایی حلقه در جمله�ای چند دو اگر که داد نشان

دارد. حلقه پایه روی غیرصفر پوچساز
شدند. ثابت کوی مک توسط ١٩۵٧ سال در زیر نتایج

باشد S = R [x١, · · · , xk] حلقه راست ایده�ال یک A و حلقه یک R کنید فرض .١.١.٢ قضیه
.rR(A) ̸= ٠ آن�گاه rS(A) ̸= ٠ اگر

.rS(A) ̸= ٠ کنید فرض برهان.
است. بدیهی حکم ،A = ٠ اگر .S = R[x] دهید قرار می�کنیم. ثابت k = ١ حالت برای را قضیه
باشد، bm ̸= ٠ و بوده درجه کمترین با rS(A) در g(x) =

∑m
j=٠ bjx

j ̸= ٠ و A ̸= ٠ کنید فرض



١٠ ناجابجایی حلقه�های روی مک�کوی شرط .٢

آنگاه m = ٠ اگر
m = ٠ =⇒ g(x) = b٠, b٠ ̸= ٠ =⇒ Ab٠ = ٠ =⇒ rR(A) ̸= ٠,

.m ⩾ ١ کنید فرض است. برقرار حکم و
٠ ̸= f(x) =

∑n
i=٠ aix

i ∈ A صورت این غیر در است، برقرار حکم Abm = ٠ باشیم داشته اگر
.aig(x) ̸= ٠ داریم i ∈ {٠,١, · · · , n} بعضی برای پس .f(x)bm ̸= ٠ که طوری به دارد وجود

و apbm = ٠ داریم f(x)g(x) = ٠ این�که از .apg(x) ̸= ٠ که باشد اندیسی بزرگ�ترین p کنید فرض
لذا است S از راست ایده�آل یک A چون است. کمتر m از apg(x) درجه بنابراین

است. تناقض یک که ٠ ̸= apg(x) ∈ rS(A) نتیجه در و A (apg(x)) = (Aap)g(x) = ٠
داد. انجام نیز k ⩾ ٢ حالت برای می�توان استقرا از استفاده با

علیه مقسوم f(x) ∈ R[x] و جابجایی حلقه یک R که زمانی می�شود نتیجه قبل قضیه از استفاده با
.f(x)c = ٠ که دارد ٠وجود ̸= c ∈ R باشد صفر

که طوری به f(x)g(x) = ٠ و باشد جابجایی حلقه یک R کنید فرض .٢.١.٢ نتیجه
هستند. R[x] در عناصری ٠ ̸= g(x) =

∑m
j=٠ bjx

j و ٠ ̸= f(x) =
∑n

i=٠ aix
i

که طوری به دارند وجود bt ∈ {b٠, · · · , bm} و
{
at١ , · · · , atn

}
⊆ {a٠, · · · , an} صورت این در

bt
(
at١ · · · atn

)
̸= ٠, f(x)bt

(
at١ · · · ath

)
= ٠

می�شود. ثابت حکم ،A = R[x]f(x) دهیم قرار اگر ١.١.٢ قضیه برهان در برهان.

و باشد R[x] در راست ایده�ال یک A و حلقه یک R کنید فرض .٣.١.٢ گزاره
sو ⩽ m که باشد نداشته وجود bt at١و , · · · , ats کنید فرض .٠ ̸= g(x) =

∑m
j=٠ bjx

j ∈ R[x]

و (v = ١, · · · , s (برای است cf٠ ̸= fv(x) ∈ A ضریب atvیک که به�طوری t ∈ {٠,١, · · · ,m}
(ats · · · at١) bt ̸= ٠, A ((ats · · · at١) bt) = ٠

نیست. rR[x](A) در مشمول g(x) اینصورت در

می�آید. بدست ١.١.٢ قضیه از برهان.

و ٠ ̸= f(x) =
∑n

i=٠ aix
i و باشد جابجایی حلقه یک R کنید فرض .۴.١.٢ نتیجه

{at١, · · · , ath} ⊆ {a٠, · · · , ah} که کنید فرض باشند. R[x] از عناصری ٠ ̸= g(x) =
∑m

j=٠ bjx
j

که طوری به باشد نداشته وجود bt ∈ {b٠, · · · , bm} و
bt (at١ · · · ath) ̸= ٠, f(x)bt (at١ · · · atn) = ٠

نیست. rR[x]f(x) در مشمول g(x) اینصورت در

یک I کنید فرض . S = Z٣[x, y] و باشد ٣ پیمانه به صحیح اعداد حلقه Z٣ کنید فرض .۵.١.٢ مثال

h+ I عنصر ، h ∈ S برای ،R =
S

I
و باشد شده تولید x٣ و x٢y٢ و y٣ توسط که باشد S از ایده�ال



١١ دیوراست و برگشت�پذیر حلقه�های در مک�کوی شرط .١.٢

می�گیریم. نظر در R روی چندجمله�ای حلقه را R[t] و می�دهیم نمایش h با را
آنگاه: ،g(t) = x٢ + ٢xyt+ y٢t٢ و f(t) = x+ yt اگر

f(t)g(t) = (x+ yt)(x٢ + ٢xyt+ y٢t٢)

= x٣ + ٣x٢yt+ ٣xy٢t٢ + y٣t٣ = ٠

که طوری به بیابیم R در را xy٢ و y(٢xy) عناصر می�توانیم قضیه١.١.٢ برهان روش از استفاده با
yg(t) ̸= اما٠ , f(t)(yg(t)) = ٠, f(t)(y(٢xy)) = ٠,

و
f(t)y٢ ̸= اما٠ , (xy٢)g(t) = ٠,

(
f(t)y٢)g(t)

)
= ٠.

را (⋆⋆) و (⋆) شرط�های می�توانیم ۴.١.٢ نتیجه به توجه با باشد. دلخواه حلقه یک R کنید فرض
کنیم. تعریف چنین

و باشند R[x] از عناصری ٠ ̸= g(x) =
∑m

j=٠ bjx
j و ٠ ̸= f(x) =

∑n
i=٠ aix

i کنید فرض
.f(x)g(x) = ٠

bt ∈ {b٠, · · · , bm} و {at١ , · · · , atn} ⊆ {a٠, · · · , an} هرگاه می�کند صدق (⋆) شرط در R گوییم
به�طوری�که باشند داشته وجود

bt(at١ · · · ath) ̸= ٠ , f(x)bt(at١ · · · ath) = ٠,

هرگاه می�کند صدق (⋆⋆) شرط در و
(at١ · · · ath)bt ̸= ٠ , f(x)(at١ · · · ath)bt = ٠.

که دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای هرگاه می�شود نامیده پذیر برگشت R حلقه .۶.١.٢ تعریف
آن صفر مقسوم�علیه�های که حلقه�هایی عنوان تحت را تعریف این بار اولین کامیلو و آندرسون .ba = ٠
می�کنند صدق ZC٢ شرط در که حلقه�هایی به را حلقه�ها این و نمودند مطرح می�شوند جابجا یکدیگر با

دادند. نمایش
می�دهیم. نمایش deg(f(x)) علامت با را آن درجه باشد. چندجمله�ای یک f(x) کنیم فرض

و g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و باشد پذیر برگشت حلقه یک R کنید فرض الف. .٧.١.٢ قضیه

صورت این در .f(x)g(x) = که٠ Rباشند روی ناصفر های چندجمله�ای f(x) =
∑m

i=٠ aix
i

(k = ٠, · · · , t برای lk ⩾ ٠, t ⩽ m) r = al٠٠ a
l١
١ · · · altt ∈ R

.aibjr = ٠ داریم ها i, j تمام برای و g(x)r ̸= ٠ که دارد وجود
می�کنند. (⋆)صدق شرط در پذیر برگشت حلقه�های ب.

تمام برای آن�گاه degf(x) = ٠ اگر باشند. ناصفر am ،a٠ ،bm ،b٠ کنید فرض الف. برهان.
.f(x)bj = ٠ ،j ∈ {٠, · · · , n}

.g(x)a٠ = ٠ پس است پذیر برگشت R چون آن�گاه a٠g(x) = ٠ اگر .degf(x) ⩾ ١ کنید فرض
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به کرد انتخاب l٠ ⩾ ٠ می�توان (٢.٣.١) لم از استفاده با صورت این در a٠g(x) ̸= ٠ کنید فرض
داریم j هر برای دیگر عبارت (به a٠g(x)al٠٠ = بنابراین٠ .al٠٠ g(x) ̸= ٠ و al١+٠

٠ g(x) = ٠ که طوری
.g(x)al٠٠ ̸= ٠ پس است پذیر برگشت R چون و ( a٠bjal٠٠ = ٠

داریم: ،g١(x) ̸= ٠ که f(x)g١(x) = ٠ صورت این در g١(x) = g(x)al٠٠ می�دهیم قرار

٠ = f(x)g١(x) = (a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m) g(x)al٠٠

= (a١x+ · · ·+ amx
m) g(x)al٠٠

l١ ⩾ ٠ صورت این در که می�کنیم تکرار نباشد یا باشد صفر a١g١(x) که حالتی برای را فرایند همین حال
،a١g١(x)al١١ = ٠ که طوری به دارد وجود

(. g١(x)al١١ ̸= ٠ و a١bjal٠٠ a
l١
١ = ٠ ،j هر برای دیگر عبارت (به

به lt ⩾ ٠ و t ⩽ m نهایت در می�کنیم. تکرار را مراحل بار متناهی تعداد به و داده ادامه را محاسبات
s = t, · · · ,m برای که طوری به می�آید دست

asg(x)
(
al٠٠ a

l١
١ · · · altt

)
= ٠

و
g(x)

(
al٠٠ a

l١
١ · · · altt

)
̸= ٠

i = ٠,١, · · · ,m برای �که این به توجه با
aig(x)

(
al٠٠ a

l١
١ · · · altt

)
= ٠

.aibjr = ٠ داریم j و i هر برای آن�گاه ،r = al٠٠ a
l١
١ · · · altt اگر

می�بریم. کار به قضیه١.١.٢را برهان روش باشد، پذیر برگشت حلقه یک R کنید فرض ب.
. ٠ ̸= f =

∑n
i=٠ aix

i,٠ ̸= g =
∑m

j=٠ bjx
j ∈ R[x] که fg = ٠ کنید فرض

کنید فرض است. حاصل نتیجه آن�گاه fbm = ٠ اگر .bm ̸= ٠ و an ̸= ٠ که نمود فرض می�توان
بزرگترین p کنید فرض .aig ̸= ٠ داریم i ∈ {٠,١, · · · , n} برخی برای صورت این در .fbm ̸= ٠
R چون .apbm = ٠ می�شود نتیجه fg = ٠ که آن�جا از صورت این در .apg ̸= ٠ که باشد اندیسی

.gap ̸= ٠ و bmap = ٠ پس است پذیر برگشت
.f(gap) = ٠ داریم همچنین است. m از کمتر آن درجه که است ناصفر چندجمله�ای gap رو این از
می�آید به�دست bt و at١ , · · · , ath عناصر روند این ادامه با می�کنیم استفاده g جای به gap از ادامه در

به�طوری�که t ∈ {٠, · · · ,m} و t١ = p }به�طوری�که
at١ , · · · , ath

}
⊆ {a٠, · · · , an} ,

و است g
(
at١ · · · ath

)
پیشرو ضریب ٠ ̸= bt

(
at١ · · · ath

)
f
(
bt
(
at١ · · · ath

))
= ٠.

داریم k ∈ {٢, · · · , h} برای پس است پذیر برگشت R چون
deg

(
g(at١ · · · atk

)
) = deg atkg

(
at١ · · · atk−١

)
,

می�کنند. صدق (⋆) شرط در پذیر برگشت حلقه�های بنابراین
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،r, s, t ∈ R هر برای هرگاه می�گوییم متقارن را R حلقه .٨.١.٢ تعریف
rst = ٠ =⇒ rts = ٠.

جایگشت هر Rو از r١, r٢, · · · , rn عضو n هر برای اگر فقط و اگر است Rمتقارن حلقه .٩.١.٢ قضیه
باشیم: داشته σ : {١, · · · , n} −→ {١, · · · , n}

r١ · · · rn = ٠ =⇒ rσ(١)rσ(٢) · · · rσ(n) = ٠.

=⇒ برهان.
داریم: R از r١, r٢, r٣ عضو سه هر برای n = ٣ ازای به

r١r٢r٣ = ٠ =⇒ r١r٣r٢ = ٠,

است. متقارن حلقه R پس
⇐=

داریم: r١, r٢ ∈ R هر برای n = ٢ ازای به است. واضح n = ١ ازای به
r١r٢ = ٠ =⇒ ١.r١r٢ = ٠ =⇒ ١.r٢r١ = ٠ =⇒ (r٢r١ = ٠, r١r٢ = ٠).

است. برقرار n = ٢ برای بنابراین
حکم هم n + ١ ازای به می�کنیم ثابت باشد، برقرار n با مساوی یا کمتر اعداد تمام برای کنید فرض

است. برقرار
جایگشت هر و r١ · · · rn+١ = ٠ که r١, · · · , rn+١ هر برای

σ : {١, · · · , n+ ١} −→ {١, · · · , n+ ١},

: داریم
σ(١) = n+ ١ یا ١ < σ(١) ≤ n (١)σیا = ١

آنگاه σ(١) = ١ اگر
r١ · · · rn+١ = ٠ =⇒ rσ(١)r٢ · · · rn+١ = ٠

حاصل و باشد ضریب اولین rσ(١) ضرب این در که کرد ضرب گونه�ای به را r١ · · · rn+١ می�توان پس
شود. صفر

آنگاه ١ < σ(١) ≤ n اگر

r١ · · · rn+١ = r١ · · · rσ(١)−١

 n+١∏
i=σ(١)

ri

 = ٠

استقرا فرض طبق پس n+١∏
i=σ(١)

ri

 r١ · · · rσ(١)−١ = ٠

صفر دوباره حاصل و باشد σ(١) ضریب اولین که کرد ضرب هم در ترتیبی به r١ · · · rn+١ می�توان پس
شود.
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آنگاه σ(١) = n+ ١ اگر

r١ · · · rn+١ = ٠ =⇒

(
n−١∏
i=١

ri

)
(rnrn+١) = ٠

استقرا فرض طبق پس rn
(
rn+١

∏n−١
i=١ ri

)
پس (rnrn+١)

(∏n−١
i=١ ri

)
= ٠ استقرا فرض طبق پس

کرد ضرب هم در ترتیب به را r١, · · · , rn+١ می�توان هم حالت این در لذا
(
rn+١

∏n−١
i=١ ri

)
rn = ٠

شود. صفر دوباره حاصل و باشد ضریب اولین rσ(١) که
حاصل و شود ضرب اولین rσ(١) که کرد ضرب هم در ترتیبی به را r١, · · · , rn+١ می�توان همواره بنابراین
ضرب دومین و اولین که کرد مرتب طوری مشابه طریق به می�توان را جدید عبارت درنتیجه شود. صفر

روند این تکرار با شود. صفر دوباره حاصل و باشند rσ(٢) و rσ(١) ترتیب به
rσ(١)rσ(٢) · · · rσ(n+١) = ٠

است. ثابت حکم و

هستند. متقارن جابجایی حلقه�های .١٠.١.٢ قضیه

داریم: صورت این در باشند r, s, t ∈ R و جابجایی حلقه R کنید فرض برهان.
rst = rts

.rts = ٠ که می�شود نتیجه باشد rst = ٠ اگر بنابراین

هستند. برگشت�پذیر متقارن حلقه�های .١١.١.٢ قضیه

داریم: صورت این در باشند. a, b ∈ R و متقارن حلقه R کنید فرض برهان.
ab = ٠ =⇒ ١.a.b = ٠ =⇒ ١.b.a = ٠ =⇒ ba = ٠.

است. برگشت�پذیر R بنابراین

هستند. متقارن تقلیل�یافته حلقه�های .١٢.١.٢ قضیه

داریم a, b ∈ R هر برای برهان.
ab = ٠ =⇒ (ba)٢ = b(ab)a = ٠ =⇒ ba = ٠.

.abc = ٠ ،a, b, c ∈ R هر برای کنید فرض حال
cab = c(ab) = ٠ می�دهد نتیجه (ab)c = ٠ و bca = (bc)a = ٠ می�شود نتیجه a(bc) = ٠ این�که از

داریم: بنابراین و

abc = ٠ =⇒ a(bcb) = ٠ =⇒ (bcb)a = ٠ =⇒ b(cbac) = ٠

=⇒ (cbac)b = ٠ =⇒ (cba)٢ = cbacba = ٠.

درنتیجه و cba = ٠ است تقلیل�یافته R چون
c(ba) = ٠ =⇒ bac = (ba)c = ٠
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و
(cb)a = ٠ =⇒ acb = a(cb) = ٠.

می�کنند. صدق (⋆⋆) و (⋆) شرط در متقارن حلقه�های .١٣.١.٢ گزاره

است. حاصل نتیجه ١.١.٢ قضیه بنابر لذا و پذیرند برگشت متقارن حلقه�های برهان.
آوریم. به�دست ١.١.٢ قضیه برهان از را (⋆⋆) شرط می�توانیم R حلقه تقارنی خاصیت از استفاده با

نیست. برقرار لزوما ١٣.١.٢ گزاره و ٧.١.٢ قضیه عکس .١۴.١.٢ تبصره
و باشد یافته تقلیل حلقه یک T کنید فرض

R =




a b c

٠ a d

٠ ٠ a

∣∣∣a, b, c, d ∈ T

 (١.٢)

باشد. T روی ٣× ٣ ماتریس�های حلقه از حلقه�ای زیر
از عناصری ٠ ̸= g(x) =

∑m
j=٠ bjx

j و ٠ ̸= f(x) =
∑n

i=٠ aix
i که f(x)g(x) = ٠ کنید فرض

(⋆⋆) و (⋆) شرط در R بنابراین .f(x)bj = ٠ می�آوریم به�دست bj ̸= ٠ هر برای پس هستند. R[x]

زیرا ( نیست متقارن (بنابراین نیست پذیر برگشت اما می�کند صدق
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠




٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

 =


٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ̸= ٠,

و
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠




٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 = ٠.

هستند. آبلی پذیر برگشت حلقه�های .١۵.١.٢ قضیه

می�باشد. r ∈ R که b = (١− e) و a = re و باشد برگشت�پذیر حلقه یک R کنید فرض برهان.
re(١− e) = ٠ =⇒ (١− e)re = ٠ =⇒ re = ere, (٢.٢)

(١− e)er = ٠ =⇒ er(١− e) = ٠ =⇒ er = ere. (٣.٢)

er = re داریم: (٣.٢) و (٢.٢) از

هستند. آبلی می�کنند صدق (⋆) شرط در که حلقه�هایی الف. .١۶.١.٢ گزاره

هستند. آبلی می�کنند صدق (⋆⋆) شرط در که حلقه�هایی ب.
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خلف) (فرض .e٢ = e ∈ R و کند صدق (⋆) شرط در که باشد حلقه�ای R کنید فرض الف. برهان.
. er(١− e) ̸= ٠ که باشد داشته وجود r ∈ R که کنید فرض

در را R[x] از f(x) = e+ er(١− e)x و g(x) = (١− e)− er(١− e)x چندجمله��ای�های
داریم بگیرید نظر

f(x)g(x) = (e+ er(١− e)x)((١− e)− er(١− e)x))

= e(١− e)− e٢r(١− e)x+ er(١− e)٢x+ e٢r١)٢− e)٢x٢

= e− e٢ − e٢rx+ e٣rx+ erx− ٢e٢rx+ e٣rx+ e٢r٢x٢ − ٢e٣r٢x٢ + e۴r٢x٢ = ٠

R چون .btai = ٠ و f(x)bt ̸= ٠ ،g(x) از bt و f(x) از ai ضرایب تمام برای که داریم توجه
هر برای درنتیجه و er(١− e) = ٠ بنابراین و است تناقض یک این می�کند صدق (⋆) شرط در
re = ere می�آید به�دست ها r تمام برای ١− e و e جاهای تعویض با .er = ere داریم r ∈ R

است. آبلی R بنابراین و

فرض خلف) (فرض .e٢ = e ∈ R و کند صدق (⋆⋆) شرط در که باشد حلقه�ای R کنید فرض ب.
f(x) = e+ er(١− e)x چندجمله�ای�های .er(١− e) ̸= ٠ که باشد داشته وجود r ∈ R کنید
f(x)g(x) = ٠ که است واضح بگیرید درنظر R[x] در را g(x) = (١− e)− er(١− e)x و
شرط در R چون .eg(x) = −er(١ − e)x ̸= ٠ و (er(١− e)) g(x) = er(١ − e) ̸= و٠

داریم: ،deg g(x) = ١ و می�کند صدق (⋆⋆)

f(x) (eg(x)) = ٠

یا
f(x) (er(١− e)) g(x) = ٠

تعویض با و er = ere ،r ∈ R هر برای درنتیجه است. تناقض یک که er(١−e) = ٠ بنابراین
است. آبلی R پس ،re = ere می�آید به�دست r ∈ R هر برای ١− e و e جای

،f(x)r = ٠ دهد نتیجه f(x)g(x) = ٠ هرگاه می�نامیم راست کوی مک را R حلقه .١٧.١.٢ تعریف
می�شود. تعریف مشابها نیز چپ کوی مک حلقه� است. R از ناصفر عنصر یک r که

بار اولین می�نامیم. کوی مک حلقه را آن باشد چپ کوی مک هم و راست کوی مک هم حلقه یک اگر
نمود. تعریف را چپ مک�کوی و راست مک�کوی حلقه�های نیلسن

r که ،f(x)r = ٠ دهد نتیجه f(x)g(x) = ٠ گاه هر می�شود نامیده راست کوی مک قویا R حلقه
متناظرا چپ مک�کوی قویا حلقه است. g(x) ضرایب توسط تولیدشده راست ایده�آل از ناصفر عنصری
هستند راست کوی مک قویا می�کنند صدق (⋆) شرط در که حلقه�هایی که است واضح می�شود. تعریف

می�شود). مطرح ادامه در که مثال به توجه (با نیست برقرار لزوما آن عکس ولی
می�شود. نامیده کوی مک قویا حلقه باشد چپ کوی مک قویا هم و راست کوی مک قویا هم که حلقه�ای

هستند. کوی مک قویا پذیر برگشت حلقه�های ٧.١.٢ قضیه به توجه با
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می�شود. نامیده راست١ دیو حلقه باشد طرفه دو آن راست ایده�ال هر که حلقه�ای .١٨.١.٢ تعریف
eR آنگاه باشد خود�توان یک e اگر زیرا هستند. آبلی راست دیو های حلقه که می�شود بررسی سادگی به
.re = et که است t ∈ R لذا و re ∈ eR آنگاه ،r ∈ R اگر است. ایده�آل یک لذا و راست ایده�آل یک

داریم: کنیم ضرب چپ از e در را طرفین اگر
ere = eet = et = re.

ضرب راست از e در را طرفین اگر .er = te که است t ∈ R لذا و er ∈ Re آنگاه r ∈ R اگر همچنین
داریم: کنیم

ere = tee = te = er.

.er = re نتیجه در و

هستند. راست کوی مک قویا راست دیو حلقه�های .١٩.١.٢ قضیه

Ip(x) کنید فرض p(x) ∈ R[x] جمله�ای چند هر برای باشد، راست دیو حلقه یک R کنید فرض برهان.
f(x), g(x) ∈ های چندجمله�ای کنید فرض باشد. p(x) ضرایب تمام توسط شده تولیده راست ایده�ال
نشان f(x) درجه روی استقرا با .g(x) ̸= ٠ و f(x)g(x) = ٠ که طوری به باشند شده داده R[x]

می�دهیم: قرار هستند. f(x) راست پوچساز که دارند وجود Ig(x) در غیرصفر اعضای می�دهیم

f(x) =
m∑
i=٠

aix
i, g(x) =

n∑
j=٠

bjx
j

وبنابراین f(x) = a٠ صورت این در deg f(x) = ٠ کنید فرض ابتدا .b٠ ̸= ٠ فرض طبق که
a٠(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n) = ٠, a٠b٠ = ٠,

است. برقرار حکم بنابراین و f(x)b٠ = ٠ درنتیجه و
باشد. degf(x) > ٠ که کنید فرض حال

f١(x) = می�دهیم قرار حال .a٠Ig(x) = ٠ می�دهد نتیجه این که a٠g(x) = ٠ کنید فرض اول: حالت
(f(x)− a٠) /x

چون .f١(x)g(x) = ٠ درنتیجه و
f١(x)g(x) = (a١ + a٢x+ · · ·+ am−١x

m−١)(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n) = ٠,

نتیجه در و f١(x)b = ٠ که دارد وجود ٠ ̸= b ∈ Ig(x) بنابراین و degf١(x) < degf(x) اما
.f(x)b = ٠

n > ٠ عدد (٢.٣.١) بنابر .a٠bj ̸= ٠ که باشد عدد کوچکترین j و a٠g(x) ̸= ٠ کنید فرض دوم: حالت
.an٠bj = bjr که دارد وجود r ∈ Rاست راست Rدیو چون . an٠bj ̸= ٠ = an+١٠ bj که دارد وجود
در . f(x)g١(x) = ٠ و ٠ ̸= Ig١(x) ⊆ Ig(x) که است واضح g١(x) = g(x)r کنید فرض اگر
ساختار این با کنیم. جایگزین g١(x) با را g(x) مساله کلیت از شدن کاسته بدون می�توانیم نتیجه

١Right duo ring
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اول حالت به بار متناهی تعداد به فرایند این تکرار با می�کند. پوچ را g١(x) از j ضریب a٠

است. ثابت حکم بنابراین و برمی�گردیم

که دارند وجود راستی کوی مک حلقه�های اما هستند راست کوی مک راست، دیو حلقه�های بنابراین
می�شود. بیان (۶.٢.٢) قضیه و (٢١.١.٢) مثال در ادامه در که نیستند راست دیو و پذیر برگشت

نیست. برقرار لزوما آن عکس اما هستند راست کوی مک وضوح به راست کوی مک قویا حلقه�های

c١ و d٠ و d١ ناجابه�جایی متغیرهای توسط تولیدشده آزاد جبر یک T کنید فرض الف. .٢٠.١.٢ مثال
از ایده�الی J که R =

T

J
می�دهیم قرار است. ٢ مرتبه از میدان یک F٢ که باشد F٢ روی c٠ و

توسط که است T
c٠d٠, c٠d١ + c١d٠, c١d١, didj(٠ ≤ i, j ≤ ١), dicj(٠ ≤ i, j ≤ ١),

باشد. شده تولید
به�طوری�که باشند ناصفر چندجمله�ای Q(x)دو =

∑n
i=٠ bix

i و P (x) =
∑m

i=٠ aix
i کنید فرض

.P (x)Q(x) = ٠

این�صورت در a٠ ̸= ٠ و degP (x) = ٠ و باشند صفر عبارت شامل ها bi کنید فرض
و باشند ناصفر عبارت شامل biها کنید فرض .a٠Q(x) = ٠ داریم P (x)Q(x) = ٠ از
عبارات مجموع ai ̸= ٠ هر برای و bk ̸= ٠ که باشد عددی کوچکترین k و degP (x) > ٠

.a′i = ٠ دهید قرار ai = ٠ هر برای و دهید نشان a′i با را ai از کمتر ناصفر
a′j پس P (x) ̸= ٠ چون باشد. {a′٠, a′١, · · · , a′m} مجموعه در عضو کوچکترین a′j کنید فرض

با: است برابر P (x)Q(x) = ٠ معادله از j)ام + k) درجه ضریب دارد. ∑وجود
(r,s):r+s=j+k

arbs = ٠

k و j اما شود. صفر باید فوق معادله در ثابت درجه هر از عبارت�های J ساختار به توجه با
R بنابراین است. تناقض که p′j.١ ̸= ٠ مثال برای شدند انتخاب درجه کوچکترین عنوان به

است. چپ مک�کوی
که است واضح بگیرید نظر در را g(x) = d٠ + d١x و f(x) = c٠ + c١x چندجمله�ای�های
که طوری به ندارد وجود ناصفر (s ∈ d٠R + d١R) r ∈ Rc٠ + Rc١ اما f(x)g(x) = ٠

نیست. (راست) چپ مک�کوی قویا R بنابراین .(f(x)s = ٠) rg(x) = ٠

کنید فرض باشد. K روی آزاد جبر R = K
⟨
ai, bi, ci, di

∣∣i ∈ N
⟩
و میدان یک K کنید فرض ب.

و
∑n

i=٠ bidn−i = ٠,
∑n

i=٠ (aidn−i + bicn−i) = ٠ روابط توسط شده تولید ایده�ال را I٠
درنظر یکسان خودش با را R٠ در متغیر هر تصویر .R٠ =

R

I٠
و باشد

∑n
i=٠ aicn−i = ٠

می�گیریم.
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مجموعه هر برای باشد، R٠ در مجهول�ها از متناهی زیرمجموعه�های تمام مجموعه Fکنید٠ فرض
توسط شده تولید ایده�ال I١ کنید فرض و کنید اضافه R٠ به yS٠ و xS٠ جدید متغیر دو S٠ ∈ F٠

به�دست پس . xS٠ai = xS٠bi = ciyS٠ = diyS٠ = ٠ و xS٠s = syS٠ = ٠,∀s ∈ S٠ روابط
می�آوریم:

R١ = K
⟨
ai, bi, ci, di, xS٠ , yS٠

∣∣i ∈ N, S٠ ∈ F٠
⟩
/

١∪
i=٠

Ii

افزایشی زنجیر دو ساختار این میان }از
R٠ ⊂ R١ ⊂ · · · ⊂ Rn ⊂ Rn+١ ⊂ · · ·

I٠ ⊂ · · · ⊂ In ⊂ In+١ ⊂ · · ·

که داریم توجه است. Ri از ایده�الی Iiکه می�آوریم به�دست را

Rn+١ = K
⟨
ai, bi, ci, di, xSj, ySj

∣∣i ∈ N, j = ٠, . . . , n, Sj ∈ Fj

⟩
/

n+١∪
i=٠

Ii

چند دو Q(x) =
∑n

i=٠ bix
i و P (x) =

∑m
i=٠ aix

i کنید فرض ،R =
∪

i Ri دهید قرار
از b٠ ̸= ٠ degPو (x) = ٠ اگر .P (x)Q(x) = ٠ به�طوری�که باشند. R[x] در ناصفر جمله�ای

داریم P (x)Q(x) = ٠ اینکه
a٠b٠ = ٠ =⇒ P (x)b٠ = ٠

است. حاصل نتیجه که
مجموعه در ١ و باشد صفر از بیشتر درجه از تک�جمله�ای�هایی شامل P (x) از ضریب هر فرضکنید
تک�جمله�ای متناهی تعداد و متناهی ضرایب تعدادی تنها چون این�صورت در نباشد. آن ضرایب
از را ضرایب تمام که دارد وجود ys متغیر که می�شود نتیجه استقرا به دارد، وجود ضریب هر از
ys ̸= ٠ می�شود نتیجه شده�اند تشکیل آنها از ایده�الها که روابطی به توجه با و می�کند پوچ راست

است. ثابت حکم و
باشد عددی کوچکترین l ⩽ m کنید فرض همچنین باشد ak مجموعه در ١ و k ⩽ m کنید فرض
+kام l ضریب دهید. نشان b′l با را bl از کمتر درجه تک�جمله�ای�های مجموع است. ناصفر bl که

با: است برابر P (x)Q(x) = ٠ معادله ∑از
(u,v):u+v=k+l

aubv = ٠

ثابت درجه هر از تک�جمله�ای�ها می�دانیم و است ایده�ال روی آزاد جبر خارج�قسمتی حلقه R چون
مک�کوی R بنابراین است. تناقض یک که ١.b٠ = ٠ نتیجه در و شود صفر باید قبلی معادله در

است. راست

صورت این در بگیرید. نظر در �R روی را c٠ + d٠x و a٠ + b٠x چندجمله�ای�های حال
هر و i ∈ N هر برای و b٠c٠ ̸= ٠ و a٠d٠ ̸= ٠ چون اما .(a٠ + b٠x)(c٠ + d٠x) = ٠

داریم: بگیرید درنظر که S متناهی زیرمجموعه
ciyS = diyS = ٠, cixS ̸= ٠, dixS ̸= ٠.
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مک�کوی قویا R درنتیجه و (a٠ + b٠x)r = ٠ که ندارد وجود ناصفر r ∈ c٠R+ d٠R بنابراین
نیست. راست

حلقه�هایی اما هستند آبلی می�کنند صدق (⋆) شرط در که حلقه�هایی که کردیم بیان ٧.١.٢ گزاره در
هستند. ناآبلی که دارند وجود کوی مک

متغیرهای توسط تولیدشده آزاد Kیکجبر {e, x, y, z} و باشد میدان Kیک فرضکنید .٢١.١.٢ مثال
باشد: زیر روابط با K {e, x, y, z} از حلقه یک R و K روی e و x و y و z ناجابه�جایی

e٢ = e, ex = x, xe = ٠, ey = ye = ٠, ez = ze = z,

x٢ = y٢ = z٢ = xy = xz = yx = yz = zx = zy = ٠,

پایه با R برداری فضای که باشید داشته توجه بگیرید. یکی R در تصاویرشان با را {e, x, y, z}
نمی�شود. جابجا x با e خودتوان عنصر زیرا است غیرآبلی {١, e, x, y, z}

.MR = RM = M M٢و = ٠ که بگیرید نظر Mدر = Kx+Ky+Kz فرم به را R Mاز ایده�آل
است. راست مک�کوی قویا R می�دهیم نشان حال

f(w)g(w) = ٠ به�طوری�که بگیرید نظر در R[w] در را ٠ ̸= g(w) و ٠ ̸= f(w) چندجمله�ای�های
در چندجمله�ای h(w) کنید فرض .g(w) =

∑n
j=٠ bjw

j و f(w) =
∑m

i=٠ aiw
i دهید قرار باشد.

می�دهیم. نشان Ih(w) با را h(w) ضرایب توسط تولیدشده راست ایده�آل باشد، R[w]

y ∈ Ig(w) اول: حالت
y ∈ Ig(w) چون نمی�گیرد، قرار g(w) ضرایب مجموعه در y ،[۵] بنابر آنگاه ،f(w)y ̸= ٠ اگر

می�گیرد. قرار g(w) ضرایب مجموعه در y بنابراین و f(w)y = ٠ باید پس

y /∈ Ig(w) دوم: حالت
هستند. β′

je+m′
j فرم به �bjها ،m′

j ∈ M و β′
j ∈ K به�ازای آنگاه y /∈ Ig(w) اگر

فرم به ها ai ،mi ∈ M و α′
i ∈ K هر ازای به صورت این در ،f(w)y = ٠ کنید فرض :١ زیرحالت

و β′
j ∈ K هر ازای به g(w) ضرایب تمام نیست، y /∈ Ig(w) چون هستند. α′

ie +mi

است. bj = β′
je+m′

j فرم به m′ ∈ M

که باشد اندیسی کوچکترین k ≤ n و باشند داشته صفر غیر β′
j ها، bj از بعضی کنید فرض الف.

فرم به α′
i ∈ K و mi ∈ M ازای به f(w) ضریب کوچکترین کنید فرض همچنین و β′

k ̸= ٠
s ≤ m کنید فرض .α′

i ̸= ٠ ،i ∈ {٠, . . . ,m} از برخی ازای به که باشد ai = α′
ie + mi

داریم: l ∈ M ازای به بنابراین .α′
s ̸= ٠ که باشد اندیسی کوچکترین

f(w)g(w) = · · ·+ (α′
sβ

′
ke+ l)ws+k + · · · ̸= ٠.

است. تناقض یک که
ai = αi١x+ αi٢y + αi٣z ∈ M فرم به αi١, αi٢, αi٣ ∈ K ازای به f(w) ضرایب تمام پس
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در .αt٣ ̸= ٠ ها at از مجموعه�ای در که باشد اندیسی کوچکترین t ≤ m کنید فرض هستند.
داریم: صورت این

f(w)g(w) = · · ·+ (αt٣β
′
kz)w

t+k + · · · ̸= ٠,

برخی برای f(w) ̸= ٠ این�که از و αi٣ = ٠ ،١ ≤ i ≤ m برای بنابراین است. تناقض یک که
که f(w)bkx = f(w)β′

kx = ٠ بنابراین .αi٢ ̸= ٠ یا αi١ ̸= ٠ که می�شود نتیجه ١ ≤ i ≤ m

.٠ ̸= bkx ∈ Ig(w)

فرم به βj١, βj٢, βj٣ ∈ K برخی برای g(w) ضرایب تمام کنید فرض ب.
کنید فرض هستند، صفر غیر βj١ بعضی که زمانی باشند. bj = βj١x + βj٢y + βj٣z ∈ M

که کنید فرض حال . βk١ ̸= ٠ ها bk از مجموعه�ای در که باشد اندیسی کوچک�ترین k ⩽ n

باشد ai = α′
ie +mi فرم به α′

i ∈ K و mi ∈ M ازای به f(w) ضرایب کوچک�ترین از یکی
در باشدکه اندیسی کوچک�ترین s ⩽ m که کنید فرض و α′

i ̸= ٠ ، ٠ ⩽ i ⩽ m برخی برای و
داریم: l ∈ Kz ازای به پس باشد. α′

s ̸= ٠ ،as از مجموعه�ای

f(w)g(w) = · · ·+ (α′
sβk١x+ l)ws+k + · · · ̸= ٠

نتیجه در و هستند ai = mi ∈ M فرم به f(w) ضرایب همه بنابراین است. تناقض یک این که
.f(w)bk = ٠ ،٠ ̸= bk ∈ Ig(w) ازای به

در که باشد اندیسی کوچک�ترین k ⩽ n کنید فرض هستند، ناصفر βj٣ از بعضی که زمانی
به α′

i ∈ K و mi ∈ M ازای به f(w) از ضریب کوچک�ترین و βk٣ ̸= ٠ ها bk از مجموعه�ای
باشد. α′

i ̸= ٠ ،٠ ≤ i ≤ m برای و ai = α′
ie+mi فرم

پس α′
s ̸= ٠ ،as از مجموعه�ای در که باشد اندیسی کوچک�ترین s ≤ m کنید فرض

f(w)g(w) = · · ·+ (α′
sβk٣z + l)ws+k + · · · ̸= ٠

داریم و هستند ai = mi ∈ M فرم به f(w) ضرایب تمام پس است. تناقض یک این و l ∈ Kx که
.٠ ̸= bk ∈ Ig(w) که f(w)bk = ٠

مجموعه�ای در که باشد اندیسی کوچک�ترین k ⩽ n کنید فرض هستند، ناصفر βj٢ از بعضی که زمانی
.βk١ ̸= ٠ bjeباید = (βj١x+ βj٢y+ βj٣z)e = βj٣z اینکه از y /∈ Ig(w) چون و βk٢ ̸= ٠ ها bk از
برای و ai = α′

ie+mi فرم به α′
i ∈ K و mi ∈ M ازای به f(w) از ضریب کوچک�ترین کنید فرض

باشد. α′
i ̸= ٠ ،٠ ≤ i ≤ m

پس .α′
s ̸= ٠ ،as از مجموعه�ای در که باشد اندیسی کوچک�ترین s ≤ m کنید فرض

f(w)g(w) = · · ·+ (α′
sβk١x+ l)ws+k + · · · ̸= ٠

داریم و هستند ai = mi ∈ M فرم به f(w) ضرایب تمام است.بنابراین تناقض یک این و l ∈ Kz که
.٠ ̸= bk ∈ Ig(w) که f(w)bk = ٠
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و mi ∈ M ازای به f(w) ضریب کوچک�ترین صورت این در f(w)y ̸= ٠ کنید فرض :٢ زیرحالت
٠داشته ≤ i ≤ m از برخی برای و باشند ai = αi + α′

ie + mi فرم به αi, α
′
i ∈ K

. αi ̸= ٠ باشیم
m ∈ M که هستند α(١−e)+m فرم به f(w) از ضرایب تمام ،[۵] بنابر f(w)y ̸= ٠ که زمانی
.ai = αi(١− e) +mi دهیم قرار αi ̸= ٠ و mi ∈ M ازای به می�توانیم بنابراین .α ∈ K و
حالت این در .٠ ̸= αs asها از مجموعه�ای در که باشد اندیسی کوچک�ترین s ≤ m کنید فرض
ابتدا است. β′

je +m′
j فرم به β′

j ∈ K,m′
j ∈ M بعضی ازای به bj هر که باشید داشته توجه

باشد. m′
k ∈ M و β′

k ̸= ٠ ،k ∈ {١, . . . , n} برخی برای که bk = β′
ke +m′

k که کنید فرض
.٠ ̸= bkx ∈ Ig(w) که f(w)bkx = ٠ درنتیجه

bj = βj١x + βj٢y + فرم به βj١, βj٢, βj٣ ∈ K ازای به g(w) ضرایب که کنید فرض حال
در که باشد اندیسی کوچک�ترین t ≤ m و غیرصفر βj٢ها از برخی که باشند βj٣z ∈ M

f(w)g(w) = · · · + (αsβt٢y)w
s+t + · · · ̸= ٠ بنابراین باشد βt٢ ̸= ٠ ،bt از مجموعه�ای

داریم ٠ ̸= bj ∈ Ig(w) برای بنابراین و βj٢ = ٠ jها، تمام برای پس است. تناقض که
.f(w)bj = ٠

١ − e از e جای به اگر است. راست کوی مک قویا حلقه یک R فوق حالت�های به توجه با
است. چپ کوی مک قویا حلقه R می�شود نتیجه کنیم استفاده

g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑m
i=٠ aix

i و باشد راست دیو Rیکحلقه فرضکنید .٢٢.١.٢ قضیه
که دارد وجود r ∈ R صورت این در f(x)g(x) = ٠ که باشند R در صفر غیر جمله�ای�های چند

.aibjr = ٠ ,iها j تمام برای و g(x)r ̸= ٠

غیرصفر چندجمله�ای�های f(x), g(x) ∈ R[x] و باشد راست دیو حلقه یک R کنید فرض برهان.
این�که فرض با g(x) =

∑n
j=٠ bjx

j و f(x) =
∑m

i=٠ aix
i دهید قرار .f(x)g(x) = ٠ که باشند

j ∈ تمام برای و g(x)r ̸= ٠ که دارد وجود r ∈ R که می�کنیم ثابت باشند. ناصفر a٠, am, b٠, bn
f(x)bj = ٠, j ∈ {٠, . . . , n} تمام برای آن�گاه degf(x) = ٠ اگر .f(x)bjr = ٠ ، {٠, . . . , n}

زیرا
f(x) = a٠ =⇒ a٠(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n) = ٠ =⇒ a٠bj = ٠ =⇒ f(x)bj = ٠,

(٢.٣.١) لم بنابر .a٠bj ̸= ٠ که باشد عددی کوچکترین j و a٠g(x) ̸= ٠ و degf(x) ≥ ١ کنید فرض
راست دیو R چون می�کند. صدق at+١bj = ٠ و at٠bj ̸= ٠ در که دارد وجود t > ٠ عددصحیح می�دانیم

.at٠bj = bjr١ که دارد وجود r١ ∈ R پس است
ازای به که کنید توجه .g١(x) ̸= ٠ که f(x)g١(x) = ٠ داریم درنتیجه ،g١(x) = g(x)r١ کنید فرض

داریم h ⩾ j + ١ و a٠bh ̸= ٠
a٠g١(x) = a٠bhr١x

h + · · ·+ a٠bnr١x
n

،a٠g١(x) = ٠ اگر حال .a٠bkr١ = ٠ داریم k = ٠, . . . , j برای بنابراین



٢٣ دیوراست و برگشت�پذیر حلقه�های در مک�کوی شرط .١.٢

داریم: است آبلی و دیوراست R چون
g١(x)a٠ = ٠,

دارد وجود s > ٠ (٢.٣.١) لم بنابر ،a٠bh ̸= ٠ که باشد اندیسی کوچکترین h و a٠g١(x) ̸= ٠ اگر و
از و bja

s
١ ̸= ٠ است، دیوراست R چون as١bj ̸= ٠ اینکه از ،as+١

١ bj = ٠ و as١bj ̸= ٠ به�طوری�که
.as١bj = bjr٢ که دارد وجود r٢ ∈ R است، دیوراست R چون و a١bjas١ = ٠ داریم as+١

١ bj = ٠ اینکه
داریم: بنابراین .g٢(x) ̸= ٠ و f(x)g٢(x) = ٠ و g٢(x) = g١(x)r٢ کنید فرض

a٠g٢(x) = a٠g١(x)r٢ = a٠g(x)r١r٢

= a٠
(
b٠ + b١x+ · · ·+ bhx

h + bh+١x
h+١ + · · ·+ bnx

n
)
r١r٢

= a٠blx
lr١r٢ + · · ·+ a٠bnr١r٢x

n.

داریم: k = ٠, . . . , j, . . . , h برای و l ≥ h+ ١ که
a٠bk(r١r٢) = ٠.

طوری به می�آوریم به�دست r١, . . . , rs ∈ R نتیجه در و می�دهیم انجام بار متناهی تعداد به را روند پس
.a٠bk(r١ · · · rs) = ٠ ،k = ٠, . . . , n برای و g(x) (r١ · · · rs) ̸= ٠, a٠g(x) (r١ · · · rs) = ٠ که

تمام برای که دارد وجود t ∈ R عنصر a٠g(x) ̸= ٠ و a٠g(x) = ٠ حالت�های از یک هر برای درنتیجه
بنابراین .a٠bjt = ٠ داریم j = ٠, . . . , n

٠ = f(x)g(x)t = (a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m)g(x)t = (a١x+ · · ·+ amx

m)g(x)t,

به�طوری�که است a١ به وابسته که می�آید بدست v ∈ R و می�دهیم انجام a١g(x)t برای را روند حال
.g(x)tv ̸= ٠ و a١bjtv = ٠ داریم j = ٠, . . . , n تمام برای

و i = ٠,١ که ها j و i تمام برای بنابراین .a٠bjt = ٠ داریم j = ٠, . . . , n تمام برای چون
داریم: j = ٠, . . . , n

aibjtv = ٠.

i = ٠, . . . ,m برای که می�آید به�دست w ∈ R نتیجه در و می�دهیم ادامه را محاسبه بار متناهی تعداد به
کامل برهان r = tv · · ·w فرض با .g(x)(tv · · ·w) ̸= ٠ و aibj(tv · · ·w) = ٠ ،j = ٠, . . . , n و

می�شود.

نیست. بسته حلقه�ها زیر به نسبت راست کوی مک (قویا) حلقه�های از کلاسی

تولید
{
α, e, x

∣∣α ∈ K
}
توسط Rکه از حلقه�ای زیر می�گیریم، نظر در را Rمثال٢١.١.٢ (الف).حلقه .٢٣.١.٢ مثال

α١ + α٢e + α٣x فرم به αi ∈ K ازای به S عضو هر بنامید. S را آن و بگیرید نظر در را باشد شده
.f(t)g(t) = ٠ داریم .g(t) = x− (١− e)t و f(t) = x+ et کنید فرض است.

در و x (α١ + α٢e+ α٣x) = α١x = ٠ بنابراین f(t) (α١ + α٢e+ α٣x) = ٠ کنید فرض
S بنابراین .α٢ = α٣ = می�دهد٠ نتیجه e (α٢e+ α٣x) = α٢e + α٣x = ٠ و α١ = ٠ نتیجه

است. کوی مک قویا R صورتی در باشد راست کوی مک نمی�تواند



٢۴ ناجابجایی حلقه�های روی مک�کوی شرط .٢

که می�شود نتیجه آنگاه باشد، R راست کوی مک قویا حلقه از ناصفر راست ایده�ال یک S اگر اما
است. راست �Sمک�کوی

چون .f(x)g(x) = ٠ که طوری به باشند S[x] در f(x) و g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j ̸= ٠ کنید فرض

S چون و f(x)c = ٠ که طوری به دارد وجود ٠ ̸= c ∈
∑n

j=٠ bjR است، راست کوی مک قویا R
است. راست مک�کوی قویا S نتیجه در و c ∈ Sپس است R از راست ایده�ال

بنا .(R = Z + Zi + Zj + Zk) باشد صحیح ضرایب با چهارتایی�ها حلقه� R کنید فرض (ب).
کوی مک قویا بنابراین و دامنه R پس است تقسیم حلقه یک در مشمول R چون ،( ٢A ([٧]،تمرین بر

اول صحیح عدد q )q مرتبه از میدان روی ٢×٢ ماتریس�های حلقه با R
qR

تمرین همان بر بنا اما است.

نیست. چپ یا راست کوی مک R

qR
لذا و است ایزومورف است.) فرد

توجه:
مثال حلقه R کنید فرض نمی�کند. صدق (⋆⋆) و (⋆) شرط�های در که دارد وجود کوی مک قویا حلقه
g(t) = x− (١−e)t و f(t) = x+et کنید فرض است. کوی مک قویا R شد ثابت که باشد ٢١.١.٢
و g(t)x = ٠ و g(t)e = ٠ اما f(t)g(t) = ٠ وضوح به باشند R روی t ضرایب با چندجمله�ای
که آن�جا از و نمی�کند صدق (⋆) شرط در R بنابراین f(t)x = xt ̸= ٠ و f(t)(١ − e) = x ̸= ٠
صدق (⋆⋆) شرط در R که می�شود ثابت مشابها f(t)x(١ − e) = xt ̸= ٠ و f(t)ex = xt ̸= ٠

نمی�کند.
می�شود. بیان زیر گزاره در شد گفته تاکنون که مطالبی از آمده به�دست نتایج

،R منظم حلقه برای .٢۴.١.٢ گزاره
R اگر تنها و اگر باشد پذیر برگشت R اگر تنها اگرو باشد متقارن R اگر تنها و اگر است یافته تقلیل R

باشد. آبلی R اگر تنها اگرو کند صدق (⋆⋆) شرط در R اگر تنها اگرو کند صدق (⋆) شرط در

راست کوی مک قویا حلقه�های از تعمیمی ٢.٢

کلاسیک کسرهای حلقه�های ابتدا می�دهیم. بسط را راست کوی مک قویا حلقه�های از بخشکلاسی این در
می�کنیم. بررسی را

.rR(a) = ٠ = lR(a) هرگاه می�نامیم منظم را a ∈ R عنصر .١.٢.٢ تعریف
است. منظم عنصر یک x آنگاه باشد وارون�پذیر Q در x ∈ R و R ⊆ Q باشند، حلقه دو Q و R اگر

هرگاه: می�نامیم بسته ضربی را R حلقه از X ناتهی مجموعه زیر .٢.٢.٢ تعریف
١ ∈ X الف.

.xy ∈ X آنگاه x, y ∈ X اگر ب.



٢۵ راست کوی مک قویا حلقه�های از تعمیمی .٢.٢

حلقه Q گوییم باشد، R حلقه منظم عناصر از بسته ضربی مجموعه زیر X کنید فرض .٣.٢.٢ تعریف
هرگاه: است X مجموعه به نسبت راست کسر�های

R ⊆ Q الف.
باشد. وارون�پذیر Q در X از عضو هر ب.

.x ∈ X و a ∈ R که نوشت ax−١ فرم به بتوان را Q از عضو هر پ.

می�شود. تعریف X مجموعه به نسبت R چپ کسر�های حلقه متناظراً
می�کنیم. خودداری راست و چپ پسوند�های نوشتن از باشد جابجایی R حلقه اگر

با a١, b١ ∈ R منظم، b با a, b ∈ R هر برای اگر می�شود نامیده راست٢ اور R حلقه .۴.٢.٢ تعریف
.ab١ = ba١ که به�طوری باشد داشته وجود منظم b١

[١] باشد. موجود R از کلاسیک راست کسرهای حلقه اگر تنها و اگر است راست اور حلقه یک R

در باشد Qr(R) کلاسیک راست کسرهای حلقه با راست اور حلقه یک R کنید فرض .۵.٢.٢ قضیه
صورت: این�

باشد. چنین Qr(R) اگر تنها اگرو است راست کوی مک قویا R الف.

باشد. چنین Qr(R) اگر اگروتنها است راست کوی مک R ب.

.F (x)G(x) = ٠ باشیم داشته F (x), G(x) ∈ Q[x] برای و Q = Q(R) کنید فرض الف. برهان.
بنابراین

F (x) = a٠u
−١ + a١u

−١x+ · · ·+ amu
−١xm

G(x) = b٠ν
−١ + b١ν

−١x+ · · ·+ bnν
−١xn

چون هستند. منظم v و u که

F (x)G(x) = ٠ ⇒(
a٠u

−١ + a١u
−١x+ · · ·+ amu

−١xm
)
(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n) = ٠

a٠u
−١b٠ = ٠, a٠u−١b١ + a١u

−١b٠ = ٠, . . . , amu−١bn = ٠, (†)

برای حال
u−١b٠, u

−١b١, . . . , u
−١bn

داریم: ها i همه برای به�طوری�که دارند وجود s منظم عنصر و c٠, c١, . . . , cn
u−١bi = cis

−١.

داریم: (†) در جایگذاری با
a٠c٠ = ٠, a٠c١ + a١c٠ = ٠ . . . , amcn = ٠

٢Right Ore



٢۶ ناجابجایی حلقه�های روی مک�کوی شرط .٢

بنابراین و
f(x)g(x) = ٠

R چون هستند. R[x] در g(x) = c٠ + c١x+ · · ·+ cnx
n و f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ amx

m که
به�طوری دارد وجود c٠R + c١R + · · ·+ cnR در r ناصفر عنصر بنابراین است راست کوی مک قویا

که کنید توجه .f(x)r = ٠ که

r ∈c٠R + c١R + · · ·+ cnR ⊆ c٠Q+ c١Q+ · · ·+ cnQ

= c٠s
−١Q+ c١s

−١Q+ · · ·+ cns
−١Q

= u−١b٠Q+ u−١b١Q+ · · ·+ u−١bnQ

بنابراین
ur ∈ b٠Q+ b١Q+ · · ·+ bnQ = b٠v

−١Q+ b١v
−١Q+ · · ·+ bnv

−١Q

داریم: f(x)r = ٠ چون و ur ̸= ٠

٠ = (a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m) r

= (a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m)u−١ur

=
(
a٠u

−١ + a١u
−١x+ · · ·+ amu

−١xm
)
ur = F (x)ur

است. راست کوی مک قویا Qبنابراین
بالعکس:
کنید فرض

f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m

و
g(x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n

.f(x), g(x) ∈ Q[x] صورت این در .f(x)g(x) = ٠ که به�طوری باشند R[x] از چندجمله�ای دو
ناصفر، rs−١ ∈ b٠Q + b١Q + · · · + bnQ از برخی برای و است راست کوی مک قویا Q چون

باشیم: داشته ris−١i ∈ Q ازای به اگر است. f(x)rs−١ = ٠
rs−١ = b٠r٠s

−١
٠ + b١r١s

−١
١ + · · ·+ bnrns

−١
n

آنگاه
r = b٠r٠s

−١
٠ s+ b١r١s

−١
١ s+ · · ·+ bnrns

−١
n s

برای حال
s−١٠ s, s−١

١ s, · · · , s−١
n s

درنتیجه ،s−١i s = uiv
−١ داریم i هر برای که به�طوری دارند وجود v و u٠, u١, . . . , un منظم اعضای

rv = b٠r٠u٠ + b١r١u١ + · · ·+ bnrnun ∈ b٠R + b١R + · · ·+ bnR



٢٧ راست کوی مک قویا حلقه�های از تعمیمی .٢.٢

برخی برای بنابراین ،f(x)r = ٠ داریم ٠ ̸= r ∈ R برخی برای چون
٠ ̸= rv ∈ b٠R + b١R + · · ·+ bnR

است. راست کوی مک قویا R درنتیجه .f(x)rv = ٠ داریم
و ur ̸= ٠ و f(x)r = ٠ که به�طوری دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R است راست کوی مک Rچون ب.
است. راست کوی مک Q بنابراین ٠ = f(x)r = (a٠ + a١x+ · · ·+ amx

m)u−١ur = F (x)ur

پس f(x)rs−١ = ٠ که به�طوری دارد وجود ناصفر rs−١ ∈ Q باشد، راست مک�کوی Q اگر حال
است. راست کوی مک R درنتیجه و f(x)r = ٠ به�طوری�که دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R

می�کنیم تعریف زیر صورت به را Vn(R) و Dn(R) ،n ⩾ ٢ ،n صحیح عدد و R حلقه برای

Dn(R) =





a a١٢ a١٣ · · · a١n

٠ a a٢٣ · · · a٢n

٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


a, aij ∈ R


(۴.٢)

و

Vn(R) =





a١ a٢ a٣ · · · an−١ an

٠ a١ a٢ · · · an−٢ an−١

٠ ٠ a١ · · · an−٣ an−٢
... ... ... . . . ... ...
٠ ٠ ٠ · · · a١ a٢

٠ ٠ ٠ · · · ٠ a١


∣∣∣a١, · · · , an ∈ R


(۵.٢)

بقیه و یک آن j)ام و i درایه( که ماتریسی و Matn(R) با را R روی n × n کامل ماتریس�های حلقه
می�دهیم. نمایش eij با را باشند صفر

معادلند: زیر عبارات ،R حلقه برای .۶.٢.٢ قضیه

است. (چپ) راست کوی مک قویا R الف.

است. (چپ) راست کوی مک قویا D٢(R) ب.

است. (چپ) راست کوی مک قویا Vn(R) ،n ⩾ ٢ هر برای پ.

الف =⇒ ب برهان.
، n ⩾ ٢ صحیح عدد هر برای اینکه به توجه با است. راست کوی مک Rقویا کنید فرض

کنید فرض .Dn(R)[x] ∼= Dn(R[x])

٠ ̸= A(x) =
m∑
i=٠

(
a١i b١i

٠ a١i

)
xi =

(
f١(x) g١(x)

٠ f١(x)

)
(۶.٢)
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و

٠ ̸= B(x) =
n∑

j=٠

(
a٢j b٢j

٠ a٢j

)
xi =

(
f٢(x) g٢(x)

٠ f٢(x)

)
(٧.٢)

، g١(x) =
∑m

i=٠ b١ix
i و f١(x) =

∑m
i=٠ a١ix

i ،A(x)B(x) = ٠ که باشند D٢(R)[x]عضو
.g٢(x) =

∑n
j=٠ b٢jx

j و f٢(x) =
∑n

j=٠ a٢jx
j

f٢(x) ̸= ٠ و f١(x) ̸= ٠ اول: حالت
وجود ناصفری α ∈

∑n
j=٠ a٢jR است راست کوی مک قویا R چون .f١(x)f٢(x) = ٠ کنید توجه

که باشید داشته A(x)αe١٢توجه = پس٠ α =
∑n

j=٠ a٢jαj دهید قرار .f١(x)α = ٠ که به�طوری دارد

(
٠ α

٠ ٠

)
=

n∑
j=٠

(
a٢j b٢j

٠ a٢j

)(
٠ αj

٠ ٠

)
∈

n∑
j=٠

(
a٢j b٢j

٠ a٢j

)
D٢(R) (٨.٢)

شد. ٠ برابر ناصفر عبارتی در A(x) حاصلضرب یعنی
g٢(x) ̸= ٠ و f٢(x) = ٠ و f١(x) ̸= ٠ دوم: حالت

صفر غیر β ∈
∑n

j=٠ b٢jR است. راست کوی مک قویا R چون .f١(x)g٢(x) = ٠ که کنید توجه
داشته توجه A(x)βe١٢ = ٠ پس β =

∑n
j=٠ b٢jβj دهید β(x)f١قرار = ٠ که به�طوری است موجود

که )باشید
٠ β

٠ ٠

)
=

n∑
j=٠

(
٠ b٢j

٠ ٠

)(
Bj ٠
٠ βj

)
∈

n∑
j=٠

(
٠ b٢j

٠ ٠

)
D٢(R) (٩.٢)

شد. ٠ برابر ناصفر عبارتی در A(x)حاصلضرب یعنی
f٢(x) ̸= ٠ و f١(x) = ٠ سوم: حالت

این�که به توجه با .A(x)γe١٢ = ٠ داریم ناصفر γ =
∑n

j=٠ a٢jγj هر )برای
٠ γ

٠ ٠

)
=

n∑
j=٠

(
a٢j b٢j

٠ a٢j

)(
٠ γ

٠ ٠

)
∈

n∑
j=٠

(
a٢j b٢j

٠ a٢j

)
D٢(R) (١٠.٢)

شد. ٠ برابر ناصفر عبارتی در A(x) حاصلضرب یعنی
.g٢(x) ̸= ٠ و f٢(x) = ٠ ،f١(x) = ٠ چهارم: حالت

داریم: ناصفر δ =
∑n

j=٠ b٢jδj هر برای

A(x)δe١٢ = ٠,

این�که به توجه )با
٠ δ

٠ ٠

)
=

n∑
j=٠

(
٠ b٢j

٠ ٠

)(
δj ٠
٠ δj

)
∈

n∑
j=٠

(
٠ b٢j

٠ ٠

)
D٢(R).

شد. ٠ برابر ناصفر عبارتی در A(x) حاصلضرب یعنی
است. راست کوی مک قویا D٢(R) می�شود نتیجه ۴ و ٣ ،٢ ،١ حالت�های به توجه با

و ٠ ̸= f(x) =
∑m

i=٠ aix
i و باشد راست کوی مک قویا D٢(R) که کنید فرض ب =⇒ الف
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کنید فرض f(x)g(x) = ٠ که ٠ ̸= g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j

A(x) =

(
f(x) ٠
٠ f(x)

)
=

m∑
i=٠

(
ai ٠
٠ ai

)
xi (١١.٢)

و

B(x) =

(
g(x) ٠
٠ g(x)

)
=

n∑
j=٠

(
bj ٠
٠ bj

)
xj (١٢.٢)

است، راست کوی مک قویا D٢(R) چون .A(x)B(x) = که٠

c ∈
n∑

j=٠

(
bj ٠
٠ bj

)
D٢(R) (١٣.٢)

کنید فرض A(x)c = ٠ که به�طوری دارد وجود صفر غیر

c =
n∑

j=٠

(
bj ٠
٠ bj

)(
c١j c٢j

٠ c١j

)
(١۴.٢)

یا f(x)
∑n

j=٠ bjc١j = ٠ چون .
∑n

j=٠ bjc٢j ̸= ٠ یا
∑n

j=٠ bjc١j ̸= ٠ که کنید توجه
است. راست کوی مک قویا R بنابراین و ،f(x)

∑n
j=٠ bjc٢j = ٠

⇒=الف پ
n ⩾ ٢ صحیح عدد هر برای کنید توجه باشد. راست کوی مک قویا R کنید فرض

Vn(R)[x] ∼= Vn(R[x])

کنید فرض

A(x) =



f١(x) f٢(x) f٣(x) . . . fn−١(x) fn(x)

٠ f١(x) f٢(x) . . . fn−٢(x) fn−١(x)

٠ ٠ f١(x) . . . fn−٣(x) fn−٢(x)
... ... ... . . .

... ...
٠ ٠ ٠ . . . f١(x) f٢(x)

٠ ٠ ٠ . . . ٠ f١(x)


و

B(x) =



g١(x) g٢(x) g٣(x) . . . gn−١(x) gn(x)

٠ g١(x) g٢(x) . . . gn−٢(x) gn−١(x)

٠ ٠ g١(x) . . . gn−٣(x) gn−٢(x)
... ... ... . . .

... ...
٠ ٠ ٠ . . . g١(x) g٢(x)

٠ ٠ ٠ . . . ٠ g١(x)


A(x)B(x) = ٠ به�طوری�که باشند Vn(R)[x] از عضو دو

f١(x) ̸= ٠ اول: حالت
α است راست کوی مک قویا R چون .f١(x)g١(x) = ٠ که g١(x) ̸= ٠ ،f١(x) ̸= ٠ که کنید فرض
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از ضرایبی توسط که است R از راستی ایده�آل عضو α که f١(x)α = ٠ �که به�طوری دارد وجود ناصفری
که باشید داشته توجه .A(x)C = ٠ بنابراین است شده تولید g١(x)

C = α(e١١ + e٢٢ + . . .+ enn)e١n = αe١n

مک قویا R چون ،f١(x)g٢(x) = ٠ که g٢(x) ̸= ٠ و g١(x) = ٠ و f١(x) ̸= ٠ که کنید فرض
که �Rاست از راستی ایده�آل عضو β و f١(x)β = ٠ �که به�طوری دارد وجود ناصفری β است راست کوی

که باشید داشته توجه .A(x)D = ٠ بنابراین و است شده تولید g٢(x) از ضرایبی توسط
D = β(e١٢ + e٢٣ + . . .+ e(n−١)n)(e١(n−١) + e٢n) = βe١n

کرد. اثبات می�توان نیز دیگر حالت�های برای روند تکرار و ادامه با
f١(x) = ٠ : دوم حالت

داریم E = γe١n ازای به که دارد وجود ناصفری γ بنابراین g١(x) ̸= ٠ و f٢(x) ̸= ٠ کنید فرض
است. شده تولید g١(x) از ضرایبی توسط که است R از راستی ال ایده عضو γ که A(x)E = ٠

ازای به که دارد وجود ناصفری δ بنابراین g٢(x) ̸= ٠ و g١(x) = ٠ و f٢(x) ̸= ٠ که کنید فرض
تولید g٢(x) از ضرایبی توسط که است R از راستی ال ایده عضو δ که A(x)F = ٠ داریم F = δe١n

است. شده
است. راست کوی مک قویا Vn(R) ،n ≥ ٢ هر برای ٢ ١و حالت�های به توجه با

است. الف ب⇒= برهان مشابه الف =⇒ پ برهان

Dn(R) نیز n ≥ ٣ برای آیا که می�شود مطرح سوال این (۶.٢.٢) قضیه به توجه با .١ تبصره:
سوال این برای منفی جواب زیر نکات است. راست کوی مک قویا ،R راست کوی مک قویا حلقه روی

است.

.S = D٣(T ) و باشد یافته تقلیل حلقه�ای T کنید فرض می�کنیم. محاسبه را n = ٣ حالت ابتدا الف.
که کنید توجه .R = D٣(S) کنید فرض است. راست کوی مک قویا حلقه�ای S ،(۵.١.٣) بنابر

است. ایزومورفیسم Mat٩(T ) از ای زیرحلقه با R

که بگیرید نظر در را B(x) = e۵٩− e٢٩ و A(x) = (e١٢+ e۴۵+ e٧٨)+ e١۵x چندجمله�ای دو
ضرایبی توسط که است R از راستی ال ایده I = e٢٩s+ e۵٩s که کنید توجه .A(x)B(x) = ٠
و r = e٢٩a + e۵٩b صورت این در باشد I از عنصری r ̸= ٠ اگر است. شده تولید B(x) از
قویا R بنابراین است. تناقض یک که r = ٠ درنتیجه و a = b = ٠ می�دهد نتیجه A(x)r = ٠

نیست. راست مک�کوی

چندجمله�ای دو باشد. n ≥ ۴ کنید فرض R دلخواه حلقه برای ب.
f(x) = e١٢ + e١٣x, g(x) = −e٣n + e٢nx,

است Dn(R) راست ال ایده J = e٢nR + e٣nR .f(x)g(x) = ٠ که بگیرید نظر در را
دراین�صورت باشد J از عضوی s ̸= ٠ کنید فرض است. شده تولید g(x) ضرایب توسط که
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تناقض یک که s = ٠ نتیجه در و a = b = ٠ می�دهد نتیجه f(x)s = ٠ که s = e٢na+ e٣nb

نیست. راست مک�کوی قویا Dn(R) (n ≥ ۴) بنابراین است.

n ⩾ ٢ برای اگر تنها و اگر است ( (چپ راست کوی مک حلقه R می�دهیم نشان .٢

Dn(R) =





a a١٢ a١٣ · · · a١n

٠ a a٢٣ · · · a٢n

٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


∣∣∣a, akl ∈ R


(١۵.٢)

باشد. راست(چپ) کوی مک
( ⇐ برهان:

کنید فرض k < l و l = ٢,٣, . . . , n و k = ١,٢, . . . , n هر برای

Ai =


ai ai١٢ · · · ai١n

٠ ai · · · ai٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ai

 (١۶.٢)

و

Bj =


bj bj١٢ · · · bj١n

٠ bj · · · bj٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · bj

 (١٧.٢)

بنابراین

F (x) =

p∑
i=٠

Aix
i =


f(x) f١٢(x) · · · f١n(x)

٠ f(x) · · · f٢n(x)
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · f(x)

 (١٨.٢)

G(x) =

q∑
j=٠

Bjx
j =


g(x) g١٢(x) · · · g١n(x)

٠ g(x) · · · g٢n(x)
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · g(x)

 (١٩.٢)

.gkl(x) =
∑q

j=٠ b
j
klx

j و g(x) =
∑q

j=٠ bjx
j و fkl(x) =

∑p
i=٠ a

i
klx

i و f(x) =
∑p

i=٠ aix
iکه

دهید قرار p, q = ١,٢, . . . , n برای .F (x), G(x) ̸= ٠ و F (x)G(x) = ٠ کنید فرض
H(x) = F (x)G(x) = (hpq(x))

است کوی مک R چون ،h١١(x) = f(x)g(x) = آن�گاه٠ g(x) ̸= ٠ و f(x) ̸= ٠ اگر اول: حالت
و A = E١n(s) کنید فرض .tg(x) = ٠ و f(x)s = ٠ که به�طوری دارند وجود s, t ∈ R − {٠}
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.BG(x) = ٠ و F (x)A = ٠ آن�گاه B = E١n(t)

k, lاز برخی برای که به�طوری دارد وجود gkl(x) ̸= ٠ آن�گاه g(x) = ٠ و f(x) ̸= ٠ اگر دوم: حالت
.hkl(x) = f(x)gkl(x) = ٠ بنابراین G(x) ̸= ٠ چون .gk+u,l(x) = ٠ داریم ١ ⩽ u ⩽ n − k و
،A = E١n(s) کنید فرض f(x)s = ٠ که به�طوری دارد وجود s ∈ R− {٠} است کوی مک R چون

پس
F (x)A = AG(x) = ٠

که به�طوری دارد وجود A,B ∈ Rn − {٠} آن�گاه g(x) ̸= ٠ و f(x) = ٠ اگر سوم: حالت
است. دوم حالت مشابه قسمت این برهان .F (x)A = BG(x) = ٠

A = E١n(s) کنید فرض s ∈ R − {٠} هر برای آن�گاه g(x) = ٠ و f(x) = ٠ اگر چهارم: حالت
.F (x)A = AG(x) = ٠ که می�دهد نتیجه این

است. مک�کوی حالت هر در Rn بنابراین
(=⇒

ai, bj ∈ R که g(x) =
∑m

j=٠ bjx
j ̸= ٠ و f(x) =

∑n
i=٠ aix

i ̸= ٠ که f(x)g(x) = ٠ کنید فرض
i = هر برای که G(x) =

∑m
j=٠Bjx

j و F (x) =
∑n

i=٠Aix
i کنید فرض همچنین و هستند

داریم: j = ٠,١, . . . ,m و ٠,١, . . . , n

Ai =


ai ai · · · ai

٠ ai · · · ai
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ai

 (٢٠.٢)

و

Bj =


bj bj · · · bj

٠ bi · · · bj
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · bj

 (٢١.٢)

صورت این در

F (x)G(x) =


f(x) f(x) · · · f(x)

٠ f(x) · · · f(x)
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · f(x)




g(x) g(x) · · · g(x)

٠ g(x) · · · g(x)
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · g(x)

 = ٠ (٢٢.٢)

بنابراین

A =


s s١٢ · · · s١n

٠ s · · · s٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · s

 ∈ Rn − {٠} (٢٣.٢)
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.f(x)s = ٠ آن�گاه باشد s ̸= ٠ اگر است. کوی مک Rn چون F (x)A = ٠ که به�طوری دارد وجود
و si+v,j = ٠,١ ⩽ v ⩽ n − i برای که به�طوری دارد وجود sij ̸= ٠ i, j هر برای آن�گاه s = ٠ اگر
مک R بنابراین ،tg(x) = ٠ که به�طوری دارد وجود ناصفری t مشابها .f(x)sij = ٠ داریم همچنین

است. کوی
Vn(R) ،n ⩾ ٢ هر برای اگر تنها و اگر است (چپ) راست کوی مک R دادکه نشان می�توان مشابها

باشد. چپ یا راست کوی مک
راست مک�کوی (قویا) که حلقه�ای کمک به می�توانیم تبصره قبل حالت�های و ۶.٢.٢ قضیه به توجه با .٣

نیستند. راست مک�کوی قویا اما هستند راست مک�کوی که بسازیم را حلقه�هایی باشد

طور به ناصفر حلقه یک روی مثلثی بالا مربعی ماتریس�های و مربعی ماتریس�های حلقه .٧.٢.٢ گزاره
نیستند. راست کوی مک خطی

و f١(x) = (١− e٢,٢) + e١,٢x چندجمله�ای�های باشد. واحد ماتریس eij کنید فرض برهان.
r ∈ R می�دهیم نشان .f١(x)g١(x) = ٠ که می�گیریم نظر MatnR[x]در در را g١(x) = e٢,٢− e١,٢x

این�صورت در باشد ناصفر r =
(
a b

c d

)
کنید فرض f١(x)r = ٠ که ندارد وجود ناصفری

f١(x)r =

(((
١ ٠
٠ ١

)
−

(
٠ ٠
٠ ١

))
+

(
٠ ١
٠ ٠

)
x

)(
a b

c d

)

=

((
١ ٠
٠ ٠

)
+

(
٠ ١
٠ ٠

)
x

)(
a b

c d

)
=

(
a b

٠ ٠

)
+

(
c d

٠ ٠

)
x

که می�شود r = ٠ صورت این در که باشد a = b = c = d = ٠ باید باشد f١(x)r = ٠ این�که برای
به�طور Matn(R) درنتیجه و f١(x)r = ٠ که ندارد وجود R عضو ناصفری r پس است. تناقض یک

نیست. راست مک�کوی خطی
چند�جمله�ای�های است کافی نیست چپ مک�کوی خطی به�طور حلقه این�که اثبات برای

بگیریم. نظر در را g٢(x) = (١− e١,١)− e١,٢x و f٢(x) = e١,١ + e١,٢x

که باشد، راست کوی مک قویا R[x]

⟨xn⟩
اگر وتنها اگر است راست کوی مک قویا R حلقه .٨.٢.٢ نتیجه

باشد. xn توسط شده تولید R[x] ایده�ال ⟨xn⟩ و n ⩾ ٢

(۶.٢.٢) قضیه به بنا صورت این در می�باشد. یکریخت R[x]
⟨xn⟩ با Vn(R) که دهیم نشان است کافی برهان.

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت ضابطه�ای یکریختی اثبات برای بود. خواهد برقرار حکم
Π : R[x] −→ Vn(R)

a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n −→


a٠ a١ · · · an−١

٠ a٠ · · · an−٢
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · a٠

 , a٠, a١, · · · , an ∈ R, n ≥ ٢.



٣۴ ناجابجایی حلقه�های روی مک�کوی شرط .٢

می�کند. حفظ را ضرب و جمع خاصیت که می�دهیم نشان ابتدا
g = b٠+ b١x+ و f = a٠+ a١x+ · · ·+ anx

n به�طوری�که f, g ∈ R[x] کنید فرض جمع: خاصیت
داریم: صورت این در · · ·+ bnx

n

f(x)+g(x) = a٠x+· · ·+anx
n+b٠+· · ·+bnx

n = (a٠+b٠)+· · ·+(an+bn)x
n = (f+g)(x).

داریم: تابع تعریف به بنا حال

Π(f + g) = Π
(
(a٠ + b٠) + (a١ + b١)x+ · · ·+ (an + bn)x

n
)


a٠ + b٠ · · · an−١ + bn−١

٠ · · · an−٢ + bn−٢
... . . . ...
٠ · · · a٠ + b٠

 =


a٠ · · · an−١
... . . . ...
٠ · · · a٠

+


b٠ · · · bn−١
... . . . ...
٠ · · · b٠


= Π(f) + Π(g).

و f = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n به�طوری�که f, g ∈ R[x] کنید فرض ضرب: خاصیت
داریم: صورت این در g = b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n

f(x)g(x) = a٠b٠ + (a١b٠ + a٠b١)x+ · · ·+ (a٠bn + a١bn−١ + · · ·+ anb٠)x
n

داریم: Π : R[x] −→ Vn(R) تابع برای حال

Π(fg) = Π
(
(a٠b٠) + (a١b٠ + a٠b١)x+ · · ·+ (a٠bn + · · · anb٠)xn

)

a٠b٠ · · · a٠bn−١ + · · ·+ an−١b٠

٠ · · · a٠bn−٢ + · · ·+ an−٢b٠
... . . . ...
٠ · · · a٠b٠

 =


a٠ · · · an−١
... . . . ...
٠ · · · a٠



b٠ · · · bn−١
... . . . ...
٠ · · · b٠


= Π(f)Π(g).

vn ∈ Vn(R) مانند ماتریسی ٠ ̸= f ∈ R[x] هر ازای به زیرا است پوشا تابع یک Π تابع که است واضح
می�دانیم طرفی از .Π(f) = vn به�طوری�که دارد وجود

kerΠ = {f = a٠ + a١x+ · · ·+ an−١x
n−١ + anx

n ∈ R[x] |Π(f) = ٠}.

داریم نتیجه در
a٠ a١ · · · an−١
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · a٠

 =


٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ٠

 =⇒ a٠ = a١ = · · · = an−١ = ٠.

داریم: یکریختی اول قضیه به بنا حال .kerΠ = ⟨xn⟩ نتیجه در

Vn(R) ∼=
R[x]

⟨xn⟩
.

است. راست مک�کوی قویا R[x]
⟨xn⟩ بنابراین



٣۵ راست کوی مک قویا حلقه�های از تعمیمی .٢.٢

باشد. کوی مک R[x] اگر وتنها اگر است کوی مک R حلقه (١ ([٨]،قضیه .٩.٢.٢ گزاره

در ناصفر چندجمله�ای�های G(y) =
∑m

j=٠ gjy
j و F (y) =

∑n
i=٠ fiy

i کنید فرض ،(⇐= برهان.
باشند. R[x] gjدر =

∑qj
t=٠ b(j)tx

t و fi =
∑pi

s=٠ a(i)sx
s و F (y)G(y) = ٠ که باشند R[x][y]

صفر صفر، چندجمله�ای درجه� و x با چندجمله�ای از درجه�ای k =
∑

degfi +
∑

deg gj کنید فرض
fiها ضرایب از مجموعه�ای F (xk) =

∑n
i=٠ fix

ik و G(xk) =
∑m

j=٠ gjx
jk ∈ R[x] پس باشد.

F (y)G(y) = ٠ چون است. برابر ( G(xk) (متناظرا F (xk)ضرایب از مجموعه�ای با ( gjها (متناظرا
وجود ناصفری u, v است کوی مک R چون F (xk)G(xk) = ٠ می�شود، جابجا R از اعضایی با x و
مک R[x] پس vG(y) = ٠ و F (y)u = ٠ بنابراین .vG(xk) = ٠ و F (xk)u = ٠ که به�طوری دارد

است. کوی
(=⇒

باشند R[x] در ناصفر چندجمله�ای�های g(x) =
∑m

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑n
i=٠ aix

i کنید فرض
دو g(y) =

∑m
j=٠ bjy

j و f(y) =
∑n

i=٠ aiy
i کنید فرض همچنین .f(x)g(x) = ٠ به�طوری�که

ناصفر چندجمله�ای است مک�کوی R[x] چون .f(y)g(y) = ٠ به�طوری�که باشند R[x][y] از چندجمله�ای
i = ٠,١, . . . , n هر برای بنابراین و f(y)h(x) = ٠ به�طوری�که دارد وجود h(x) =

∑p
k=٠ hkx

k

.f(x)hk = ٠ به�طوری�که دارد وجود ناصفر hk ∈ R نتیجه در .aih(x) = ٠ داریم
است. مک�کوی �R بنابراین و tg(x) = ٠ به�طوری�که دارد وجود R عضو ناصفر t مشابها

چنین نیز R آن�گاه باشد راست کوی مک قویا R[x] اگر باشد حلقه یک R کنید فرض .١٠.٢.٢ گزاره
است.

R[x] روی y مجهول با چندجمله�ای حلقه R[x][y] و راست کوی مک قویا R[x] کنید فرض برهان.
بگیرید نظر در را R[x] در g(x) =

∑n
j=٠ bjx

j و f(x) =
∑m

i=٠ aix
i ناصفر چندجمله�ای�های باشد.

نتیجه در g(y) =
∑n

j=٠ bjy
j و f(y) =

∑m
i=٠ aiy

i کنید فرض .f(x)g(x) = ٠ که به�طوری
.g(y) ̸= ٠ و f(y) ̸= ٠ که است واضح .g(x) ̸= ٠ و f(x) ̸= ٠ چون .f(y)g(y) = ٠
که به�طوری دارد وجود ٠ ̸= c(x) ∈

∑
j=٠ bjR[x] است راست کوی مک قویا R[x] چون

aic(x) = ٠ ،٠ ⩽ i ⩽ m تمام برای پس f(y)c(x) = ٠
و aick = ٠ داریم c(x) =

∑l
k=٠ ckx

k که ٠ ≤ k ≤ l و ٠ ≤ i ≤ m تمام برای بنابراین
. (f(x)ck) = ٠

ck هر و c(x) ∈
∑

j=٠ bjR[x] اما f(x)ct = ٠ که دارد وجود ناصفری ct است ناصفر c(x) چون
است. راست کوی مک قویا R بنابراین است.

∑
j=٠ bjR در مشمول

است راست کوی مک قویا R[x] باشد راست کوی مک قویا R که زمانی یعنی فوق قضیه عکس برای
است. مثبت جواب شده بیان ادامه در که حلقه�هایی برای اما داد قطعی جواب نمی�توان

راست کوی مک قویا R[x] آنگاه باشد پذیر برگشت یا راست دیو حلقه یک R اگر .١١.٢.٢ قضیه
است.



٣۶ ناجابجایی حلقه�های روی مک�کوی شرط .٢

R[x] روی t مجهول با چندجمله�ای حلقه دهنده نشان R[x][t] و راست دیو حلقه R کنید فرض برهان.
ناصفر چندجمله�ای�های f(t) =

∑m
i=٠ fi(x)t

i و g(t) =
∑n

j=٠ gj(x)t
j ∈ R[x][t] کنید فرض باشد.

و بگیرید نظر در gj(x) =
∑mj

k=٠ b(j)kx
k و fi(x) =

∑ni

h=٠ a(i)hx
h . f(t)g(t) = ٠ که باشند

صفر صفر، چندجمله�ای درجه که به�طوری k =
∑m

i=٠ deg(fi(x)) +
∑n

j=٠ deg(gi(x)) دهید قرار
که G(x) = g٠ + g١x

k + . . . + gnx
kn و F (x) = f٠ + f١x

k + . . . + fmx
km کنید فرض باشد.

از مجموعه�ای با (gjها) ها fi ضرایب از مجموعه�ای چون باشند. R[x] − {٠} عضو G(x) و F (x)

. F (x)G(x) = ٠ که می�شود نتیجه f(t)g(t) = ٠ این�که از و است برابر (G(x))F (x) ضرایب
ها i و s ،j ،k تمام برای به�طوری�که دارد وجود ناصفر r ∈ R است راست دیو R چون حال
.f(x)

(∑h
j=٠ gj(x)r

)
= ٠ و

∑h
j=٠ gj(x)r ̸= ٠ نتیجه در و .a(i)hb(j)kr = ٠ ،G(x)r ̸= ٠

است. راست کوی مک قویا R[x] بنابراین

است. بسته مستقیم حد به نسبت راست کوی مک (قویا) حلقه�های کلاس الف. .١٢.٢.٢ گزاره

Rs ⊆ Rt ،s ≤ t هر برای که باشد حلقه�ای Ri ،i ∈ I هر برای و باشد زنجبر یک I کنید فرض ب.
باشد. (مک�کوی) مک�کوی قویا Rj ،j ∈ J هر برای به�طوری�که J ⊆ I کنید فرض و

است. راست کوی مک قویا R = ∪i∈IRi آنگاه باشد چگال I در J اگر

باشد راست کوی مک قویا حلقه�های از مستقیم سیستم یک D = {Ri, αij} کنید فرض الف. برهان.
صدق αij(١) = ١ شرط در αij : Ri −→ Rj همومورفیسم�های i ≤ j هر برای �که به�طوری

است. دار جهت مرتب جزیی مجموعه یک I و می�کنند

.ℓjαij = ℓi و ℓi : Ri −→ R که باشد D مستقیم حد R = lim→ Ri کنید فرض
a = ℓi(ai), b = ℓj(bj) ،I عضو jهای و i از برخی برای این��صورت در ،a, b ∈ R کنید فرض

می�کنیم: تعریف ،i ≤ k و j ≤ k �که به�طوری دارد وجود k ∈ I و است

a+ b = ℓk(αik(ai) + αjk(bj)), ab = ℓk(αik(ai)αjk(bj))

و ℓi(٠) = ٠ آن خنثی عضو که است حلقه�ای R پس هستند. Rk عضو αjk(bj) و αik(ai) که
می�باشد. ℓi(١) = ١ آن واحد

چندجمله�ای�های g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑n
a=٠ aix

i ∈ R[x] که کنید فرض حال
دارد وجود k ∈ I عنصر αijها و liها از استفاده با .f(x)g(x) = ٠ به�طوری�که باشند غیرصفر
Rk چون .f(x)g(x) = ٠ داریم Rk[x] حلقه در نتیجه در و f(x), g(x) ∈ Rk[x] به�طوری�که

پس است راست کوی مک قویا
c = ℓk(ck) دهید قرار .g(x) =

∑n
j=٠ bjx

j که f(x)ck = ٠ به�طوری�که ck ∈
∑n

j=٠ bjRk

حلقه برای است. راست کوی مک قویا R درنتیجه ،٠ ̸= c ∈
∑n

j=٠ bjR که f(x)c = ٠ پس
می�شود. اثبات مشابه به�طور نیز راست کوی مک



٣٧ راست کوی مک قویا حلقه�های از تعمیمی .٢.٢

g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑n
i=٠ aix

i ∈ R[x] و باشد چگال I در J که کنید فرض ب.
k ∈ J است چگال I در J چون .f(x)g(x) = ٠ به�طوری�که باشند غیرصفر چندجمله�ای�های

پس است راست کوی مک قویا Rk چون .f(x), g(x) ∈ Rk[x] به�طوری�که دارد وجود
کوی مک قویا R بنابراین .f(x)c = ٠ به�طوری�که دارد وجود c ∈

∑n
j=٠ bjRk ⊆

∑n
j=٠ bjR

است. راست
می�شود. اثبات مشابه به�طور نیز چپ کوی مک حلقه�های برای

بدون است ممکن (که مستقیم جمع و مستقیم ضرب تحت راست کوی مک (قویا) حلقه�های کلاس
است. بسته معمولی محاسبات با باشد) همانی



٣ فصل

آرمنداریز حلقه�های

آرمنداریز، حلقه�های معرفی به آن در که است بخش سه شامل و می�باشد [١٣] مرجع از برگرفته فصل این
می�کنیم. اثبات و بیان را نتایجی و قضایا و پرداخته ... و مستقیم متناهی ،IFP آرمنداریز، شبه

می�شود. بیان دیوراست و آرمنداریز حلقه�های مورد در نتایجی اول بخش در
که می�کنیم ثابت و می�پردازیم آرمنداریز شبه حلقه�های از خواصی تحلیل و تجزیه به دوم بخش در
راست مک�کوی قویا و دیوراست برگشت�پذیر، آرمنداریز، آرمنداریز، شبه خواص منظم، حلقه�های برای

معادل�اند.
می�شود. بیان آرمنداریز شبه� حلقه�های از مثال�هایی و خواص سوم، بخش در

راست دیو و برگشت�پذیر حلقه�های در آرمنداریز شرط ١.٣

دو g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j ، f(x) =

∑m
i=٠ aix

i هرگاه می�نامیم آرمنداریز را R حلقه .١.١.٣ تعریف
.aibj = ٠ ،j و i هر برای آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] حلقه از عضو

هستند. آرمنداریز تقلیل�یافته، حلقه�های .٢.١.٣ لم

،g(x) =
∑m

j=٠ bjx
j ،f(x) =

∑n
i=٠ aix

i که f, g ∈ R[x] و باشد تقلیل�یافته حلقه �R (اگر برهان.
از استفاده با (.aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ m و ٠ ≤ i ≤ n هر برای وتنهااگر اگر f(x)g(x) = ٠ آنگاه

می�کنیم. اثبات را لم نکته این
داریم: بنابراین .m = n و fg = ٠ کنید فرض

a٠b٠ = ٠, a١b٠ + a٠b١ = ٠, . . . , anb٠ + · · ·+ a٠bn = ٠

بدست ١ ≤ i ≤ n برای مشابها .a١b٠ = ٠ می�گیریم نتیجه b٠ با دوم معادله چپ از ضرب با حال



٣٩ راست دیو و برگشت�پذیر حلقه�های در آرمنداریز شرط .١.٣

.aib٠ = ٠ می�آوریم
b٠(a٠b١ + a١b٠) = b٠a٠b١ + b٠a١b٠ = ٠ → b٠a١b٠ = ٠ → (a١b٠)

٢ = ٠ → a١b٠ = ٠
...

b٠(aib١ + · · ·+ a٠bi) = ٠ → b٠aib٠ + · · ·+ b٠a٠bi = ٠ → b٠aib٠ = ٠ → (aib٠)
٢ = ٠

→ aib٠ = ٠

می�یابد: کاهش زیر معادلات به اصلی معادله بنابراین

a٠b١ = ٠, a١b١ + a٠b٢ = ٠, . . . , an−١b١ + · · ·+ a٠bn = ٠,

گرفت نتیجه می�توان روش این از دوباره استفاده با

b١(a١b١ + a٠b٢) = b١a١b١ + b١a٠b٢ = b١a١b١ = ٠ → (a١b١)
٢ = ٠ → a١b١ = ٠,

.aib١ = ٠ داریم ١ ≤ i ≤ nهر برای مشابها و
حاصل نتیجه و aibj = ٠ ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n هر برای که می�دهد نتیجه فرآیند این تکرار

است.

و f(x) =
∑m

i=٠ aix
i اگر می�شود نامیده راست آرمنداریز شبه R حلقه .٣.١.٣ تعریف

وجود r ∈ R آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ که باشند R[x] در چندجمله�ای�هایی ٠ ̸= g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j

.aibjr = ٠ ،j و i هر برای و g(x)r ̸= ٠ که باشد داشته
می�شوند. تعریف مشابها نیز چپ آرمنداریز شبه حلقه�های

می�شود. نامیده آرمنداریز شبه باشد چپ آرمنداریز شبه هم و راست آرمنداریز شبه هم حلقه�ای اگر
دیوی و برگشت�پذیر حلقه�های ٢٢.١.٢ ٧.١.٢و لم مطابق هستند. آرمنداریز شبه آرمنداریز، حلقه�های
با آرمنداریز شبه حلقه�های ویژگی�های گفت می�توان بنابراین هستند. راست آرمنداریز شبه راست،
۴.١.٣ مثال در اما می�باشند. یکی آرمنداریز حلقه�های و راست دیو حلقه�های برگشت�پذیر، حلقه�های
اول قسمت ٧.٢.٣ در و هست آرمنداریز شبه اما نیست آرمنداریز که می�بینیم را حلقه�ای اول قسمت

نیست. برگشت�پذیر ولی هست آرمنداریز شبه که می�دهیم نشان را حلقه�ای

چندجمله�ای�ها حلقه S = Z٣[s, t] و ٣ پیمانه به صحیح اعداد حلقه Z٣ کنید فرض الف. .۴.١.٣ مثال
و باشد شده تولید s٣ و s٢t٢ و t٣ توسط که باشد S از ایده�الی I کنید فرض باشد. Z٣ روی
جمله�ای�ها چند حلقه را R[x] می�دهیم. نمایش h(s, t) با را h(s, t)+I سادگی برای .R = S/I

باشند R[x] در g(x) = s٢ + ٢stx + t٢x٢ و f(x) = s + tx اگر می�گیریم. نظر در R روی
آنگاه

f(x)g(x) = (s+ tx)(s٢ + ٢stx+ t٢x٢) = s٣ + ٣s٢tx+ ٣st٢x٢ + t٣x٣ = ٠,

شبه R ٧.١.٢ لم بنابر است جابه�جایی حلقه R چون حال نیست. آرمنداریز R پس ts٢ ̸= ٠ اما
t٢ab = ٠ و abt = ٠ بنابراین t٢f(x) ̸= ٠ و g(x)t ̸= ٠ داریم حقیقت در می�باشد. آرمنداریز

هستند. g(x) و f(x) از ضرایبی b و a که
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یک�طرفه آرمنداریز شبه لزوماً همانی، عضو بدون برگشت�پذیر) و (دیوراست آرمنداریز حلقه�های ب.

باشد. A حلقه روی ٢×٢ ماتریس�های حلقه از حلقه�ای زیر R =

(
٠ A

٠ ٠

)
کنید فرض نیستند.

و f(x)g(x) = ٠ ،R در g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑m
i=٠ aix

i چندجمله�ای دو برای
است. همانی بدون حلقه درحالی�که است. آرمنداریز R می�دهد نتیجه که aibj = ٠ ،j و i هر برای
راست یا چپ آرمنداریز شبه R درنتیجه و rf(x) = ٠ ،g(x)r = ٠ r ∈ R هر ازای به اما

نیست.

آرمنداریز) (نه آرمنداریز شبه حلقه ساختن برای ساده روشی �شده داده راست آرمنداریز حلقه از حال
نظر در را Matn(R) از حلقه�هایی زیر ابتدا است. شده داده n ≥ ٢ درجه از R حلقه می�کنیم. پیدا

بگیرید.

Dn(R) =




a a١٢ · · · a١n

٠ a · · · a٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · a

 |a, aij ∈ R



Vn(R) =





a١ a٢ · · · an−١ an

٠ a١ · · · an−٢ an−١
... ... · · · ... ...
٠ ٠ · · · a١ a٢

٠ ٠ · · · ٠ a١


|a١ · · · , an ∈ R


است. آرمنداریز R یافته تقلیل حلقه روی D٣(R) که می�کنیم ثابت زیر گزاره در

صورت دراین باشد تقلیل�یافته حلقه R کنید فرض (٢ ([١٢]،گزاره .۵.١.٣ گزاره

S =




a b c

٠ a d

٠ ٠ a

 | a, b, c, d ∈ R


است. آرمنداریز حلقه

باشند: زیر ضرب و جمع با S عضو دو


a٢ b٢ c٢

٠ a٢ d٢

٠ ٠ a٢

 و


a١ b١ c١

٠ a١ d١

٠ ٠ a١

 کنید فرض برهان.

(a١, b١, c١, d١) + (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢)

و
(a١, b١, c١, d١)(a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١a٢, a١b٢ + b١a٢, a١c٢ + b١d٢ + c١a٢, a١d٢ + d١a٢)

که داد نشان (p٠(x), p١(x), p٢(x), p٣(x)) فرم به را S[x] عضو چندجمله�ای�های می�توان بنابراین
هستند. R[x] عضو pi(x)ها
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دو g(x) = (g٠(x), g١(x), g٢(x), g٣(x)) و f(x) = (f٠(x), f١(x), f٢(x), f٣(x)) که کنید فرض
صورت این در .f(x)g(x) = ٠ که باشند S[x] از عضو

f(x)g(x) =
(
f٠(x)g٠(x), f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x), f٠(x)g٢(x) + f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x),

f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x)
)
= ٠

داریم: نتیجه در و

f٠(x)g٠(x) = ٠ (١.٣)

f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x) = ٠ (٢.٣)

f٠(x)g٢(x) + f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠ (٣.٣)

f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x) = ٠ (۴.٣)

از را (٢.٣) معادله اگر .g٠(x)f٠(x) = ٠ داریم (١.٣) معادله از بنابراین است تقلیل�یافته R[x] چون
آن�گاه کنید ضرب f٠(x) در راست

f٠(x)g١(x)f٠(x) + f١(x)g٠(x)f٠(x) = ٠

.f١(x)g٠(x) = ٠ بنابراین f٠(x)g١(x) = ٠ درنتیجه
آنگاه کنید ضرب f٠(x) در راست از را (۴.٣) معادله اگر همچنین

f٠(x)g٣(x)f٠(x) + f٣(x)g٠(x)f٠(x) = ٠

.f٣(x)g٠(x) = ٠ بنابراین f٠(x)g٣(x) = ٠ پس
آن�گاه کنید ضرب f٠(x) در راست از را (٣.٣) معادله اگر حال

f٠(x)g٢(x)f٠(x) + f١(x)g٣(x)f٠(x) + f٢(x)g٠(x)f٠(x) = ٠

می�شود: نوشته زیر صورت به (٣.٣) معادله بنابراین f٠(x)g٢(x) = ٠ پس

f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠ (۵.٣)

داریم: کنید ضرب f١(x) با راست از را (۵.٣) معادله اگر حال

f١(x)g٣(x) = ٠

کنید فرض حال .f٢(x)g٠(x) = ٠ نتیجه در و

f(x) =
n∑

i=٠


ai bi ci

٠ ai di

٠ ٠ ai

 xi, g(x) =
m∑
j=٠


a′j b′j c′j

٠ a′j d′j

٠ ٠ a′j

 xj
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و

f٠(x) =
n∑

i=٠
aix

i, f١(x) =
n∑

i=٠
bix

i,

f٢(x) =
n∑

i=٠
cix

i, f٣(x) =
n∑

i=٠
dix

i,

g٠(x) =
m∑
j=٠

a′jx
j, g١(x) =

m∑
j=٠

b′jx
j,

g٢(x) =
m∑
j=٠

c′jx
j, g٣(x) =

m∑
j=٠

d′jx
j,

می�آید: بدست زیر نتایج j و i هر برای بنابراین باشند.
aia

′
j = ٠, aib′j = ٠, bia′j = ٠, aic′j = ٠, bid′j = ٠, cia′j = ٠, aid′j = ٠, dia′j = ٠.

داریم j و i هر برای است یافته تقلیل R این�که فرض با
ai bi ci

٠ ai di

٠ ٠ ai



a′j b′j c′j

٠ a′j d′j

٠ ٠ a′j

 = ٠

است. آرمنداریز حلقه S درنتیجه

[١٢] نیست .آرمنداریز R حلقه روی D۴(R) .۶.١.٣ گزاره

و باشد حلقه یک S کنید فرض برهان.

R۴ =




a a١٢ a١٣ a١۴

٠ a a٢٣ a٢۴

٠ ٠ a a٣۴

٠ ٠ ٠ a

 |a, aij ∈ S


کنید فرض

f(x) =


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

+


٠ ١ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

x

و

g(x) =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

+


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

x
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که صورتی در ،f(x)g(x) = ٠ باشند. R۴[x] در جمله�ای�هایی چند
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠



٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

 ̸= ٠

داریم. را مشابه نتیجه n ≥ ۵ حالت برای نیست. آرمنداریز R۴ بنابراین

([١٢] ،۵ نیست.(مثال (A)D٢آرمنداریز که دارد وجود A آرمنداریز حلقه که می�دهد نشان زیر مثال

آرمنداریز حلقه�ای R =

{(
a b

٠ a

)
|a, b ∈ T

}
و یافته تقلیل حلقه یک T کنید فرض .٧.١.٣ مثال

کنید فرض و S =

{(
A B

٠ A

)
|A,B ∈ R

}
کنید تعریف باشد.

f(x) =


(
٠ ١
٠ ٠

) (
٠ ٠
٠ ٠

)
(
٠ ٠
٠ ٠

) (
٠ ١
٠ ٠

)
+


(
٠ ١
٠ ٠

) (
−١ ٠
٠ −١

)
(
٠ ٠
٠ ٠

) (
٠ ١
٠ ٠

)
x

و

g(x) =


(
٠ ١
٠ ٠

) (
٠ ٠
٠ ٠

)
(
٠ ٠
٠ ٠

) (
٠ ١
٠ ٠

)
+


(
٠ ١
٠ ٠

) (
١ ٠
٠ ١

)
(
٠ ٠
٠ ٠

) (
٠ ١
٠ ٠

)
x

اما ،f(x)g(x) = ٠ باشند. S[x] در جمله�ای�هایی چند
(
٠ ١
٠ ٠

) (
٠ ٠
٠ ٠

)
(
٠ ٠
٠ ٠

) (
٠ ١
٠ ٠

)


(
٠ ١
٠ ٠

) (
١ ٠
٠ ١

)
(
٠ ٠
٠ ٠

) (
٠ ١
٠ ٠

)
 ̸= ٠

نیست. آرمنداریز S بنابراین

حلقه�ای آرمنداریز حلقه هر از استفاده با می�توان است آرمنداریز شبه D٢(A) شود ثابت اگر بنابراین
نیست. آرمنداریز ولی است آرمنداریز شبه که ساخت

معادلند: زیر شرایط n ≥ ٣ و R حلقه برای .٨.١.٣ قضیه

است. راست(چپ) آرمنداریز شبه حلقه R الف.

است. (چپ) راست آرمنداریز شبه D٢(R) ب.

است. (چپ) راست آرمنداریز شبه Vn(R) پ.
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ب: الف⇒= برهان.
باشد. راست آرمنداریز شبه R کنید فرض

کنید فرض .Dn(R[x]) ∼= Dn(R)[x] داریم n ≥ ٢ هر برای این�که به توجه با

A(x) =
m∑
i=٠

(
a١i b١i

٠ a١i

)
xi =

(
f١(x) g١(x)

٠ f١(x)

)
و

٠ ̸= B(x) =
n∑

j=٠

(
a٢j b٢j

٠ a٢j

)
xi =

(
f٢(x) g٢(x)

٠ f٢(x)

)

و A(x)B(x) = ٠ که طوری به باشند D٢(R)[x] عضو

f١(x) =
m∑
i=٠

a١ix
i, g١(x) =

m∑
i=٠

b١ix
i,

f٢(x) =
n∑

j=٠
a٢jx

j, g٢(x) =
n∑

j=٠
b٢jx

j

.f٢(x) ̸= ٠ اول: حالت
وجود αای ∈ R است، راست آرمنداریز شبه حلقه یک R چون .f١(x)f٢(x) = ٠ که کنید توجه

زیرا B(x)αe١٢ ̸= ٠ پس .a١ia٢jα = ٠ ،j و i هر برای و f٢(x)α ̸= ٠ که به�طوری� )دارد
f٢(x) g٢(x)

٠ f٢(x)

)
α

(
٠ ١
٠ ٠

)
=

(
f٢(x) g٢(x)

٠ f٢(x)

)(
٠ α

٠ ٠

)
=

(
٠ αf٢(x)

٠ ٠

)
̸= ٠,

jها و i تمام برای )و
a١i b١i

٠ a١i

)(
a٢j b٢j

٠ a٢j

)(
٠ α

٠ ٠

)
= ٠

.( B(x) ̸= ٠� چون g٢(x) ̸= ٠ صورت این (در f٢(x) = ٠ دوم: حالت
وجود β ∈ R است، راست آرمنداریز شبه Rیکحلقه پسچون ،f١(x)g٢(x) = ٠ که کنید توجه
B(x)β(e١١+e٢٢) ̸= ٠ بنابراین .a١ib٢jβ = ٠ ،j و i هر برای و g٢(x)β ̸= ٠ که به�طوری دارد

jها و i تمام برای )و
a١i b١i

٠ a١i

)(
٠ b٢j

٠ ٠

)(
β ٠
٠ β

)
= ٠

است. راست آرمنداریز شبه D٢(R) ،٢ ١و حالت از استفاده با

و باشد راست آرمنداریز شبه D٢(R) که کنید فرض الف: =⇒ ب

f(x) =
m∑
i=٠

aix
i, ٠ ̸= g(x) =

n∑
j=٠

bjx
j ∈ R[x]
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فرض با .f(x)g(x) = ٠ که

B(x) =
n∑

j=٠

(
bj ٠
٠ bj

)
xj و A(x) =

m∑
i=٠

(
ai ٠
٠ ai

)
xi

داریم:

B(x) =

(
g(x) ٠
٠ g(x)

)
و A(x) =

(
f(x) ٠
٠ f(x)

)
.A(x)B(x) = ٠ که

که به�طوری دارد وجود Cای ∈ D٢(R) بنابراین است، راست آرمنداریز شبه D٢(R) چون
دهید قرار ،B(x)C ̸= ٠

C =

(
s t

٠ s

)
j و i هر برای )و

ai ٠
٠ ai

)(
bj ٠
٠ bj

)(
s t

٠ s

)
= ٠

« g(x)t ̸= ٠ و aibjt = ٠ » یا « g(x)s ̸= ٠ و aibjs = ٠ » داریم: j و i هر برای بنابراین
است. راست آرمنداریز شبه R نتیجه در و

.Vn(R)[x] ∼= Vn(R[x]) ،n ≥ ٣ برای که کنید توجه باشد. راست آرمنداریز شبه R کنید فرض الف⇒=پ:
کنید: فرض

A(x) =



f١(x) f٢(x) · · · fn−١(x) fn(x)

٠ f١(x) · · · fn−٢(x) fn−١(x)
... ... · · · ... ...
٠ ٠ · · · f١(x) f٢(x)

٠ ٠ · · · ٠ f١(x)


و

B(x) =



g١(x) g٢(x) · · · gn−١(x) gn(x)

٠ g١(x) · · · gn−٢(x) gn−١(x)
... ... · · · ... ...
٠ ٠ · · · g١(x) g٢(x)

٠ ٠ · · · ٠ g١(x)


.B(x) ̸= ٠ و A(x)B(x) = ٠ که به�طوری باشند Vn(R)[x] عضو دو
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بنابراین است، راست آرمنداریز شبه R چون .f١(x)g١(x) = ٠ بنابراین g١(x) ̸= ٠ کنید فرض
�ترتیب به bj و ai که aibjα = ٠ �،j و i هر برای و g١(x)α ̸= ٠ که به�طوری دارد وجود αای ∈ R

AiBjαe١n = ٠ jها و i تمام برای و B(x)αe١n ̸= ٠ پس هستند. g١(x) و f١(x) ضرایب
هستند. B(x) و A(x) ضرایب ترتیب به Bj و Ai که

آرمنداریز شبه R چون حال .f١(x)g٢(x) = ٠ بنابراین g٢(x) ̸= ٠ و g١(x) = ٠ کنید فرض
ai که aicjβ = ٠ ،j و i هر برای و g٢(x)β ̸= ٠ که به�طوری دارد وجود β ∈ R است، راست
تمام برای و B(x)β(e١(n−١) + e٢n) ̸= ٠ پس هستند. g٢(x) و f١(x) ضرایب ترتیب به cj و

.AiBjβ(e١(n−١) + e٢n) = ٠ داریم jها و i

gi(x) = ٠ ،i ∈ {١, · · · , k− ١} هر برای که زمانی می�دهیم، ادامه را محاسبه استقرایی به�طور
راست آرمنداریز شبه R چون و f١(x)gk(x) = ٠ داریم باشد gk(x) ̸= ٠ ،٢ ≤ k ≤ n برای و
به dj و ai که aidjδ = ٠ ،j و i هر برای و gk(x)δ ̸= ٠ �که به�طوری دارد وجود δ ∈ R است
و B(x)δ(e١(n−k+١) + · · ·+ ekn) ̸= ٠ دراین�صورت هستند. gk(x) و f١(x) ضرایب ترتیب
آرمنداریز شبه Vn(R) نتیجه در و AiBjδ(e١(n−k+١) + · · · + ekn) = ٠ ها j و i تمام برای

است. راست

است. ب⇒=الف برهان مشابه پ⇒=الف:

شبه حلقه D٢(R) آن�گاه باشد ( راست دیو یا (برگشت�پذیر آرمنداریز حلقه یک R اگر .٩.١.٣ نتیجه
است. آرمنداریز

آرمنداریز شبه حلقه روی Dn(R) ،n ≥ ٣ برای آیا که می�شود مطرح سوال این فوق قضیه به توجه با
است؟ راست آرمنداریز شبه ،R راست

است. سوال این برای منفی پاسخ زیر مثال�های

.S = D٣(T ) و باشد ساده حلقه یک T کنید فرض الف. .١٠.١.٣ مثال
فرض حال است. راست آرمنداریز شبه بنابراین و آرمنداریز حلقه یک (۵.١.٣) گزاره بنابر S

چندجمله�ای�های و R = D٣(S) کنید
A(x) = (e١٢ + e۴۵ + e٧٨) + (e١۴ + e٢۵ + e٣۶)x

و
B(x) = e۴٩ − e٢٩x.

از ضرایبی توسط که R = D٣(s) از I راست ایده�آل .A(x)B(x) = ٠ که بگیرید نظر در را
در عضوی r که کنید فرض و است e٢٩R + e۴٩R = e٢٩T + e۴٩T برابر شده تولید B(x)

می�دهد نتیجه A(x)r = ٠ این�صورت در ،r = e٢٩a + e۴٩b مانند باشد، I = e٢٩T + e۴٩T

.A(x)r = ٠ که به�طوری ندارد وجود ٠ ̸= r ∈ I بنابراین .r = ٠ درنتیجه و a = b = ٠
نیست. راست آرمنداریز شبه R = D٣(S) درنتیجه
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f(x)و = e١٢ + e١٣x چندجمله�ای دو بگیرید. نظر در n ≥ ۴ و باشد حلقه یک R کنید فرض ب.
.f(x)g(x) = ٠ که به�طوری بگیرید نظر در را g(x) = −e٣n + e٢nx

است J = e٢nR + e٣nR برابر شده تولید g(x) از ضرایبی توسط که Dn(R) راست ایده�آل
می�دهد نتیجه f(x)s = ٠ بنابراین s = e٢na + e٣nb مانند باشد j در عضوی s کنید فرض
بنابراین .f(x)s = ٠ که ندارد وجود ٠ ̸= s ∈ J بنابراین s = ٠ نتیجه در و a = b = ٠

نیست. راست آرمنداریز شبه (n ≥ ۴)Dn(R)

می�کنیم. بحث ها آرمنداریز شبه از چپ و راست تقارنی ویژگی مورد در مرحله این در
نیستند. چپ آرمنداریز شبه که دارند وجود راستی آرمنداریز شبه حلقه�های

توسط شده تولید آزاد جبر S = K⟨a٠, a١, a٢, a٣⟩ و باشد میدان یک K کنید فرض .١١.١.٣ مثال
زیر روابط توسط S از I ایده�آل که کنید فرض و باشد K روی a٠, a١, a٢, a٣ ناجا�به�جایی متغیرهای

باشد. شده تولید
.a٠a٢ ،a١a٢ + a٠a٣ ،a١a٣ ،aia٠)٠ ≤ i ≤ ٣) ،aia٠)١ ≤ i ≤ ٣) ،aiajak(٠ ≤ i, j, k ≤ ٣)

فرض بگیرید. یکی R در تصاویرشان با را {a٠, a١, a٢, a٣} سادگی برای و R =
S

I
دهید قرار

ℓR(a٠) = داریم چون .s(x)t(x) = ٠ وضوح به t(x) = a٢ + a٣x و s(x) = a٠ + a١(x) کنید
، j = ٢,٣ ،i = ٠,١ تمام برای و rs(x) ̸= ٠ که کنیم پیدا r ∈ R نمی�توانیم ،ℓR(a١) = R −K

آرمنداریز شبه R که می�دهیم نشان حال نیست. چپ آرمنداریز شبه R بنابراین .raiaj = ٠ باشیم داشته
است. راست

و f(x)g(x) = ٠ که f(x) =
∑m

i=٠ αix
i,٠ ̸= g(x) =

∑n
j=٠ βjx

j ∈ R[x] کنید فرض
در ٠ ̸= k ∈ K اگر دارد. را αiها مجموعه در درجه کوچکترین که باشد ai از جمله�ای یک ،α′ ثابت
یک که می�ماند باقی

∑
αiβj = ٠ از مجموعه�ای در α′k بنابراین گیرد قرار βjها بعضی از مجموعه�ای

نیست. αiها مجموعه در k مشابها و نمی�شود واقع βjها از مجموعه�ای در k پس است. تناقض
باشد. K میدان روی n درجه جمله�ای�های یک خطی ترکیبات تمام از مجموعه�ای Hn کنید فرض
تمام برای بنابراین βk ∈ H٢ ،٠ ≤ k ≤ n هر برای اگر هستند. H٢ یا H١ در βj ،αi ضرایب تمام پس
g١(x) غیرصفر چندجمله�ای می�توانیم پس باشد βℓ ∈ H١ ،ℓ بعضی برای اگر .αiβj = ٠ داریم ,jها i
g١(x) ∈ H١[x] درحالی�که f(x)g١(x) = ٠ و g(x) = g١(x)+g٢(x) به�طوریکه کنیم پیدا را g(x) از
i هر برای و g١(x)r ̸= ٠ به�طوریکه کرد پیدا r ∈ H١ می�توان وضوح به می�باشد. g٢(x) ∈ H٢[x] و

است. راست آرمنداریز شبه حلقه R پس .αiβjr = ٠ ،jو

تولید آزاد، جبری A = K⟨a٠, b٠, a١, b١, a٢, b٢⟩ و باشد میدان یک K کنید فرض .١٢.١.٣ مثال
باشد A از ایده�آلی I کنید فرض باشد. K روی a٠, b٠, a١, b١, a٢, b٢ ناجابه�جایی متغیرهای توسط شده

توسط که
a٠b٠, a٠b١ + a١b٠, a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠, a١b٢ + a٢b١,

a٢b٢, a١b٠b٢, a٢b٠b٢, bj١bj٢bj٣ , ai١ai٢ , bjai,

باشد. شده تولید i, j, i١, i٢, j١, j٢, j٣ ∈ {٠,١,٢} که
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ابتدا می�گیریم. یکی �R در تصاویرشان با را bjها و aiها کار سادگی برای و R =
A

I
می�کنیم تعریف

. a٠b١b٢ = ٠ داریم ٠ = (a٠b١ + a١b٠)b٢ = a٠b١b٢ این�که از
زیر صورت به u, um, vis, vjt, vll ∈ K که m و is ،jt ،ll١ هر ازای به می�توان را r ∈ R عضو هر

نوشت:

r = u+
٢∑

s=٠
visas +

٢∑
t=٠

vjtbt +
∑

l١,l{٠,١,٢}∋٢

v١lbl١bl٢

+ v٢a٠b١ + v٣a٠b٢ + v۴a١b١ + v۵a١b٢

+ v۶a٠b١b٠ + v٧a٠b١b١ + v٨a٠b٢b٠ + v٩a٠b٢b١ + v١٠a٠b٢b٢ + v١١a١b١b٠

+ v١٢a١b١b١ + v١٣a١b١b٢ + v١۴a١b٢b٠ + v١۵a١b٢b١ + v١۶a١b٢b٢,

داریم این�صورت در .b(x) = b٠+ b١x+ b٢x
٢ ∈ R[x] و a(x) = a٠+ a١x+ a٢x

٢ کنید فرض
زیرا a(x)b(x) = ٠

a(x)b(x) = (a٠ + a١x+ a٢x
٢)(b٠ + b١x+ b٢x

٢)

= a٠b٠ + (a٠b١ + a١b٠)x+ (a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠)x
٢

+ (a١b٢ + a٢b١)x
٣ + a٢b٢x

۴ = ٠

.b(x)r ̸= ٠ و aibjr = ٠ داریم r ∈ R هر برای که کنید فرض .b(x) ̸= ٠ و
داریم: r به�جای فوق عبارت جایگذاری با

b(x)r = b(x)(u+ vj٠b٠ + vj١b١ + vj٢b٢),

داریم: aibjr = ٠ این�که واز r = u+ vj٠b٠ + vj١b١ + vj٢b٢ کنیم فرض می�توانیم
a٠b١u = a٠b١vj٠b٠ = a٠b١vj١b١ = a٠b٢vj٢b٢ = ٠.

آرمنداریز شبه R حلقه پس است. تناقض که r = ٠ بنابراین و u = vj٠ = vj١ = vj٢ = ٠ نتیجه در و
نیست. راست

است. راست کوی مک قویا حلقه یک R که می�دهیم نشان حال
عبارت بصورت می�توان را R روی جمله�ای چند هر

h٠(x) +
٢∑

s=٠
h١s(x)bs +

٩∑
t=١

h٢t(x)kt, (∗)

،k۴ = b١b٠ ،k٣ = b٠b٢ ،k٢ = b٠b١ ،k١ = b٠b٠ و h٠(x), h١s(x), h٢t(x) ∈ K⟨a٠, a١, a٢⟩[x] که
. k٩ = b٢b٢ ،k٨ = b٢b١ ،k٧ = b٢b٠ ،k۶ = b١b٢ ،k۵ = b١b١

z, zi ∈ K که است z +
∑٢

i=٠ ziai فرم به h٢t(x)ها و (x)h١ها و h٠(x) از ضریب هر که کنید توجه
هستند.

که هستند. R[x] عضو g(x) =
∑n

w=٠Dwx
w و f(x) =

∑m
v=٠Cvx

v غیرصفر چندجمله�ای دو
داریم: بنویسیم (∗) عبارت اساس بر را آن اگر ،f(x)g(x) = ٠
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f(x) = f٠(x) +
٢∑

s=٠
f١s(x)bs +

٩∑
t=١

f٢t(x)kt

و

g(x) = g٠(x) +
٢∑

s=٠
g١s(x)bs +

٩∑
t=١

g٢t(x)kt

و f٠(x)g٠(x) = ٠ بنابراین f(x)g(x) = ٠ چون

f٠(x)(
٢∑

s=٠
g١s(x)bs +

٩∑
t=١

g٢t(x)kt) + (
٢∑

s=٠
f١s(x)bs +

٩∑
t=١

f٢t(x)kt)g٠(x)

+ (
٢∑

s=٠
f١s(x)bs +

٩∑
t=١

f٢t(x)kt)(
٢∑

s=٠
g١s(x)bs +

٩∑
t=١

g٢t(x)kt) = ٠.

با
∑٢

i=٠ ziai فرم به باید g٠(x) و f٠(x) از ضریب هر ،g٠(x) ̸= ٠ یا f٠(x) ̸= ٠ زمانی�که پس
باشد. zi ∈ K

،v و w هر ازای به همچنین و g(x)b٢١ = g٠(x)b
٢
١ ̸= ٠ پس g٠(x) ̸= ٠ کنید فرض

با را g(x) نتیجه این براساس کنیم. محاسبه را g٠(x) = ٠ حالت که است کافی پس .CvDwb
٢
١ = ٠

می�نویسیم. دوباره g٠(x) = ٠ فرض

g(x) =
٢∑

p=٠
αpbp +

٢∑
s=٠

g′١s(x)bs +
٩∑

q=١
βqkq +

٩∑
t=١

g′٢t(x)kt, (†)

بنابراین می�باشد.
∑٢

i=٠ ziai(zi ∈ K) فرم به ١s(x)′gها و g
′
٢t(x) از ضریب هر و αp, βq ∈ K[x] که

می�شود: نوشته زیر فرم به g(x)r ،٠ ̸= r ∈ R هر برای

g(x)r =
٢∑

p,h=٠
αpbpbh +

٢∑
s,h=٠

g′١s(x)bsbh.

.f٠(x) ̸= ٠ و g٠(x) = ٠ اگر اول: حالت
w هر برای باشد

∑٢
i=٠ ziai, (zi ∈ K) فرم به g٢t(x)ها و g١s(x)ها ضرایب اگر حالت این در

.CvDw = ٠ ، v و
نباشد.

∑٢
i=٠ ziai, (zi ∈ K) فرم به g٢t(x)ها و g١s(x)ها از ضریب هر که کنید فرض درنتیجه

داریم ،f(x)g(x) = ٠ این�که از

٢∑
s=٠

f٠(x)g١s(x)bs +
٩∑

t=١
f٠(x)g٢t(x)kt +

٢∑
u,v=٠

f١u(x)bug١v(x)bv = ٠.
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داریم: I ساختار به توجه با پس

٢∑
s=٠

f٠(x)g١s(x)bs = ٠ و
٩∑

t=١
f٠(x)g٢t(x)kt +

٢∑
u,v=٠

f١u(x)bug١v(x)bv = ٠.

داریم: (†) عبارت از استفاده با

f(x)g(x) =

(
f٠(x) +

٢∑
s=٠

f١s(x)bs +
٩∑

t=١
f٢t(x)kt

)
 ٢∑

p=٠
αpbp +

٢∑
s=٠

g′١s(x)bs +
٩∑

q=١
βqkq +

٩∑
t=١

g′٢tkt


= f٠(x)

 ٢∑
p=٠

αpbq +
٢∑

s=٠
g′١s(x)bs +

٩∑
q=١

βqkq +
٩∑

t=١
g′٢tkt


+

( ٢∑
s=٠

f١s(x)bs +
٩∑

t=١
f٢t(x)kt

) ٢∑
p=٠

αpbp +
٢∑

s=٠
g′١sbs +

٩∑
q=١

βqkq +
٩∑

t=١
g′٢tkt


=

٢∑
p=٠

αpf٠(x)bp +
٩∑

q=١
βqf٠(x)kq +

٢∑
u,p=٠

αpf١u(x)bubp = ٠,

چون

٢∑
s=٠

f٠(x)g
′
١s(x)bs = ٠ ,

٩∑
t=١

f٠(x)g
′
٢t(x)kt = ٠,

٢∑
u,v=٠

f١u(x)bug
′
١v(x)bv = ٠.

می�آوریم: بدست

٢∑
p=٠

αpf٠(x)bp = ٠ و
٩∑

q=١
βqf٠(x)kq +

٢∑
u,p=٠

αpf١u(x)bubp = ٠. (∗∗)

.f٠(x) ∈ K⟨a٠⟩[x] :١-١ حالت زیر
داریم: را زیر حالت دو حالت این در

که: می�دهد نتیجه
∑٢

p=٠ αpf٠(x)bp = ٠ آن�گاه ،
∑٢

p=٠ αpbp ̸= ٠ که کنید فرض الف.
٢∑

p=٠
αpbp = α٠b٠
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می�آوریم: به�دست (†) عبارت در جایگذاری با بنابراین

g(x)b٢ = α٠b٠b٢ +
٢∑

s=٠
g′١s(x)bsb٢ ̸= ٠

می�دهد. نتیجه CvDwb٢ = ٠ v, w تمام برای که این ٩∑و
q=١ βqkq = ٠ اگر حال .

∑٩
q=١ βqf٠(x)kq = ٠ پس

∑٢
p=٠ αpbp = ٠ که کنید فرض ب.

آن�گاه:

g(x) =
٢∑

s=٠
g′١s(x)bs +

٩∑
t=١

g′٢t(x)kt

.CvDw = ٠، v, w هر برای بنابراین و

ازای به هم�چنین می�باشد. βqb١b٢ یا βqb٠bj شامل
∑٩

q=١ βqkq آن�گاه
∑٩

q=١ βqkq ̸= ٠ اگر
. CvDw = ٠ داریم: v, w هر

است. قبلی حالت مشابه نتایج f٠(x) ∈ ⟨a٢⟩[x] و f٠(x) ∈ ⟨a١⟩[x] حالت�های برای

باشند. f٠(x) از ضرایبی a٢ و a٠ که کنید فرض :٢-١ حالت زیر

که: کرد بیان f٠(x) = f ′
٠(x) + f ′′

٠ (x) صورت به را f٠(x) می�توان حالت این در

f ′
٠(x) ∈ K⟨a٠⟩[x], f ′′

٠ (x) ∈ K⟨a٢⟩[x]

پس:

٠ =
٢∑

p=٠
αpf٠(x)bp =

٢∑
p=١

αpf
′
٠(x)bp +

١∑
p=٠

αpf
′′
٠ (x)bp

⇔
٢∑

p=١
αpf

′
٠(x)bp = ٠ =

١∑
p=٠

αpf
′′
٠ (x)bp

آن�گاه:
∑٢

p=٠ αpbp ̸= ٠ کنید فرض

٢∑
p=١

αpf
′
٠(x)bp +

١∑
p=٠

αpf
′′
٠ (x)bp ̸= ٠

و
∑٢

٠ αpbp = ٠ پس است. تناقض یک این و

g(x) =
٢∑

s=٠
g′١s(x)bs +

٩∑
q=١

βqkq +
٩∑

t=١
g′٢t(x)kt
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نتیجه: در و

٠ = f(x)g(x) =
٩∑

q=١
βqf٠(x)kq =

٩∑
q=١

βqf
′
٠(x)kq +

٩∑
q=١

βqf
′′
٠ (x)kq

= β۴f
′
٠(x)k۴ + β۵f

′
٠(x)k۵ + β٧f

′
٠(x)k٧ + β٨f

′
٠(x)k٨ + β٩f

′
٠(x)k٩

+ β١f
′′
٠ (x)k١ + β٢f

′′
٠ (x)k٢ + β۴f

′′
٠ (x)k۴ + β۵f

′′
٠ (x)k۵ + β۶f

′′
٠ (x)k۶

درنتیجه .
∑٩

q=١ βqkq ̸= ٠ کنید فرض
٩∑

q=١
βqkq = β٣k٣ = β٣b٠b٢

گفت می�توان قبل، برهان با که

g(x) =
٢∑

s=٠
g′١s(x)bs + β٣b٠b٢ +

٩∑
t=١

g′٢t(x)kt,

آن�گاه:
∑٩

q=١ βqkq = ٠ اگر حال، و CvDw = ٠ ، v, w هر برای بنابراین

g(x) =
٢∑

s=٠
g′١s(x)bs +

٩∑
t=١

g′٢t(x)kt

. CvDw = ٠ داریم: ،v, w هر برای و

٢-١ حالت زیر مشابه محاسبه شوند، ظاهر f٠(x) از ضرایبی به�صورت a٠, a١ که کنید فرض :٣-١ حالت زیر
است.

است. ٢-١ حالت مشابه محاسبه شوند، ظاهر f٠(x) ضرایب به�عنوان a١, a٢ کنید فرض :١-۴ حالت زیر

را (†) عبارت g(x) از f٠(x) می�توان ابتدا باشند، f٠(x) ضرایب a٠, a١, a٢ که کنید فرض :١-۵ حالت زیر
کرد. بازنویسی زیر به�صورت

f٠(x) = P (x)(a٠ + a١(x) + a٢x
٢) + f ′′′

٠ (x)

و

g(x) = (b٠+b١(x)+b٢x
٢)q(x)+

٢∑
p=٠

α′
pbp+

٢∑
s=٠

g′١s(x)bs+
٩∑

q=١
β′
qkq+

٩∑
t=١

g′٢t(x)kt, (∗)

زمانی�که f ′′′
٠ (x) ∈ K⟨a٠, a١, a٢⟩[x] و p(x), q(x), α′

p, β
′
q ∈ K[x] برخی برای

فرم به جمعی فاکتورهای با چندجمله�ای�هایی شامل (
∑٢

p=٠ α
′
pbp +

∑٩
q=١ β

′
qkq ) f ′′′

٠ (x)

نباشد. ((b٠ + b١(x) + b٢x
٢)q(x) ) P (x)(a٠ + a١(x) + a٢x

٢)
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داریم: f(x)g(x) = ٠ اینکه از

٢∑
p=٠

α′
pp(x)(a٠ + a١x+ a٢x

٢)bp = ٠;

٢∑
p=٠

α′
pf

′′′
٠ (x)bp = ٠;

f ′′′
٠ (x)(b٠ + b١(x) + b٢x

٢)q(x) = ٠;

و

٩∑
q=١

β′
qP (x)(a٠ + a١(x) + a٢x

٢)kq = ٠,

٢∑
s=٠

f١s(x)bs(b٠ + b١(x) + b٢x
٢)q(x) +

٩∑
q=١

β′
qf

′′′
٠ (x)kq +

٢∑
s,p=٠

α′
pf١s(x)bubp = ٠.

.
∑٢

p=٠ α
′
pbp = ٠ آن�گاه ،p(x)(a٠ + a١x+ a٢x

٢) ̸= ٠ اگر این�جا ٩∑در
q=١ β

′
qkq ̸= ٠ زمانی�که پس

∑٩
q=١ β

′
qp(x)(a٠ + a١(x) + a٢x

٢)kq = ٠ چون به�علاوه
داریم:

٩∑
q=١

β′
qkq = β′

٣b٠b٢

داریم: (*) معادله در جایگذاری با نتیجه در و

g(x) = (b٠ + b١(x) + b٢x
٢)q(x) + β′

٣b٠b٢ +
٢∑

s=٠
g′١s(x)bs +

٩∑
t=١

g′٢t(x)kt

بنابراین و f ′′′
٠ (x) ̸= ٠ ،f٠(x) ̸= ٠ چون آن�گاه p(x)(a٠ + a١x + a٢x

٢) = ٠ اگر
،درنتیجه:

∑٢
p=٠ α

′
pbp = ٠ = (b٠ + b١(x) + b٢x

٢)q(x)

g(x) =
٢∑

s=٠
g′١s(x)bs +

٩∑
q=١

β′
qkq +

٩∑
t=١

g′٢t(x)kt.

چون و

٢∑
s=٠

f١s(x)bs(b٠ + b١(x) + b٢x
٢)q(x) +

٩∑
q=١

β′
qf

′′′
٠ (x)kq +

٢∑
s,p=٠

α′
pf١s(x)bubp = ٠.

∑٩
q=١ β

′
qkq = β′

٣b٠b٢ آنگاه
∑٩

q=١ β
′
qkq ̸= ٠ اگر بنابراین و β′

qf
′′′
٠ (x)kq = ٠ می�شود نتیجه

داریم: درنتیجه و
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g(x) = β′
٣b٠b٢ +

٢∑
s=٠

g′١s(x)bs +
٩∑

t=١
g′٢t(x)kt,

نتیجه: در و f ′′′
٠ (x) = ٠ آن�گاه (b٠ + b١(x) + b٢x

٢)q(x) ̸= ٠ اگر

f٠(x) = p(x)(a٠ + a١x+ a٢x
٢)

داریم: را زیر حالت�های بنابراین

صورت: این در (b٠+ b١(x)+ b٢x
٢)q(x) ̸= ٠ و p(x)(a٠+a١x+a٢x

٢) ̸= که٠ کنید فرض الف.

f٠(x) = p(x)(a٠ + a١x+ a٢x
٢)

و

g(x) = (b٠ + b١(x) + b٢x
٢)q(x) + β′

٣b٠b٢ +
٢∑

s=٠
g′١s(x)bs +

٩∑
t=١

g′٢t(x)kt.

D = z′b٠+z′′b٠b٢+
∑٢

s=٠ δsbs+صورت به ٠ ̸= z′, z′′ ∈ K ازای به g(x)ضرایب از برخی
: درنتیجه و هستند

∑٢
i=٠ ziai فرم به δs, γt صفر غیر اعضای که

∑٩
t=١ γtkt

Db٢ = zb٠b٢ +
٢∑

s=٠
δsbsb٢ ̸= ٠

f(x)Db٢ = ٠ و

آن�گاه: (b٠ + b١(x) + b٢x
٢)q(x) = ٠ و p(x)(a٠ + a١x+ a٢x

٢) ̸= ٠ که کنید فرض ب.

f٠(x) = p(x)(a٠ + a١x+ a٢x
٢) + f ′′′

٠ (x)

و

g(x) =
٢∑

s=٠
g′١s(x)bs +

٩∑
q=١

β′
qkq +

٩∑
t=١

g′٢t(x)kt

می�آوریم: بدست فوق استدلال�های به توجه با آن�گاه ،
∑٩

q=١ β
′
qkq ̸= ٠ اگر حال

g(x) = β′
٣b٠b٢ +

٢∑
s=٠

g′١s(x)bs +
٩∑

t=١
g′٢t(x)kt (β′

٣ ̸= ٠)
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.CvDw = ٠ ،v, w هر ازای به بنابراین

.CvDw = داریم:٠ ,vها w تمام برای آن�گاه ،
∑٩

q=١ β
′
qkq = ٠ اگر متعاقبا

درنتیجه:
∑٩

q=١ β
′
qkq ̸= ٠ اگر ،f ′′′

٠ (x) ̸= ٠ و p(x)(a٠ + a١x+ a٢x
٢) = ٠ که کنید فرض ج.

f٠(x) = f ′′′
٠ (x)

فوق استدلال به توجه با و

g(x) = β′
٣b٠b٢ +

٢∑
s=٠

g′١s(x)bs +
٩∑

t=١
g′٢t(x)kt (β′

٣ ̸= ٠)

.CvDw = ٠ ،v, w هر برای بنابراین

.CvDw = داریم:٠ v, w هر برای آن�گاه
∑٩

q=١ β
′
qkq = ٠ اگر متعاقبا

( f٠(x) = ٠, g٠(x) = ٠) :٢ حالت
که: می�دهد نتیجه f(x)g(x) = ٠ ، بگیرید نظر در را g(x) از (†) عبارت و f(x) حال

٢∑
s,p=٠

αpf١s(x)bsbp = ٠

∑٢
p=٠ αpbp ̸= ٠ که کنید فرض . CvDw = ٠ داریم v, w هر برای آن�گاه ،

∑٢
p=٠ αpbp = ٠ اگر

فرم به
∑٢

j=٠ z
′
jbj ̸= ٠ و z′j, z′′t ∈ K ازای به g(x) ضرایب درنتیجه

٢∑
j=٠

z′jbj +
٢∑

s=٠
δsbs +

٩∑
t=١

z′′t kt +
٩∑

t=١
γtkt

g(x)bj ̸= ٠ ،j هر برای درنتیجه و هستند.
∑٢

i=٠ ziai فرم به γt, δt صفر غیر اعضای که هستند
.CvDwbj = ٠ ,vها w تمام برای و

است. راست کوی مک قویا حلقه یک R که می�شود نتیجه ١و٢ حالت از استفاده با
نکته:

مک�کوی قویا R که می�دهیم نشان بگیرید، درنظر راست مک�کوی قویا حلقه را R قبل مثال در الف.
نیست. چپ

که می�کنیم یادآوری
a(x)b(x) = (a٠ + a١x+ a٢x

٢)(b٠ + b١x+ b٢x
٢) = ٠,

صورت این در که باشد شده تولید a٢ و a١ ،a٠ توسط R از L چپ ایده�آل کنید فرض
L = ka٠ + ka١ + ka٢,

.sb(x) = ٠ باشیم داشته s = γ٠a٠ + γ١a١ + γ٢a٢ که ٠ ̸= s ∈ L برخی برای کنید فرض
s(b٠ + b١x+ b٢x

٢) = ٠,
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داریم: بنابراین
sb٠ = ٠
sb١ = ٠
sb٢ = ٠

می�شود: نتیجه ،sb٠ = ٠ این�که از و
٠ = sb٠ = (γ٠a٠ + γ١a١ + γ٢a٢)b٠ = γ١a١b٠ + γ٢a٢b٠.

اینکه از .s = γ٠a٠ داریم: s رابطه در γ٢ و γ١ مقادیر جایگذاری با .γ١ = γ٢ = ٠ درنتیجه و
است. تناقض یک که s = ٠ بنابراین . γ٠ = ٠ می�شود نتیجه ٠ = sb١ = γ٠a٠b١

نیست. چپ مک�کوی قویا حلقه R نتیجه در

توسط شده تولید آزاد جبر A = K⟨a٠, b٠, a١, b١, a٢, b٢⟩ و باشد میدان یک K کنید فرض ب.
که باشد A از ایده�الی J کنید باشد.فرض K روی a٠, b٠, a١, b١, a٢, b٢ ناجابه�جایی متغیرهای

توسط
a٠b٠, a٠b١ + a١b٠, a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠, a١b٢ + a٢b١,

a٢b٢, a٠a٠b١, a٠a٠b٢, ai١ai٢ai٣ , bj١bj٢ , bjai

مک A/J که داد نشان می�توان باشند. i, j, i١, i٢, i٣, j١, j٢ ∈ {٠,١,٢} که باشد شده تولید
و ١٢.١.٣ مثال مشابه که نیست چپ آرمنداریز شبه و راست کوی مک قویا اما است چپ کوی
روی می�شود بیان ادامه در که ١٢.٢.٣ قضیه به توجه با اما می�شود. اثبات نکته (الف) قسمت

معادلند. چپ و راست کوی مک ویژگی و راست(چپ) آرمنداریز شبه ویژگی منظم حلقه�های

راست آرمنداریز شبه حلقه�های از ویژگی�هایی ٢.٣

بین رابطه و می�پردازیم راست آرمنداریز شبه حلقه�های از اساسی خواص تحلیل و تجزیه به بخش این در
اثبات ١٢.٢.٣ قضیه در واقع در می�کنیم. بیان را آن به وابسته مفاهیم و راست آرمنداریز شبه حلقه�های
قویا و راست دیو برگشت�پذیر، آرمنداریز، راست، آرمنداریز شبه از خواصی منظم حلقه�های برای که شده

معادل�اند. راست مک�کوی

که باشند f١(x), . . . , fn(x) ∈ R[x] و باشد آرمنداریز شبه حلقه یک R کنید فرض .١.٢.٣ گزاره
از انتخاب هر برای درنتیجه .fi(x) ̸= ٠ ،i ∈ {٢, . . . , n} هر برای و f١(x) · · · fn(x) = ٠

به�طوری��که دارد وجود r ∈ R می�باشد، fi(x) ضریب ai که a١, . . . , an
.fn(x)r ̸= ٠, a١ · · · anr = ٠

٠ ̸= g(x) = f٢(x) · · · fn(x) و f(x) = f١(x) فرضکنیم اگر است، آرمنداریز شبه Rحلقه چون برهان.
به�طوری�که دارد وجود r١ ∈ R آن�گاه

(f٢(x) · · · fn(x))r١ ̸= ٠
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:f١(x) از a١ ضریب هر برای و
a١(f٢(x) · · · fn(x))r١ = ٠

که دارد وجود r٢ ∈ R وبنابراین f٣(x) · · · fn(x)r١ ̸= ٠ داریم (f٢(x) · · · fn(x))r١ ̸= ٠ این�که از
(f٣(x) · · · fn(x)r١)r٢ ̸= ٠

:a١f٢(x) از a١a٢ ضریب هر برای و
(a١a٢)(f٣(x) · · · fn(x)r١)r٢ = ٠

به�طوری�که می�آید بدست rn−١ ∈ R استقرایی به�طور
(fn(x)r١ · · · rn−٢)rn−١ ̸= ٠

:(a١ · · · an−٢)fn−١(x) از a١ · · · an−٢an−١ ضریب هر برای و
(a١ · · · an−١)fn(x)(r١ · · · rn−٢)rn−١ = ٠

بنابراین ،fn(x) ̸= ٠ چون و r = r١ · · · rn−٢rn−١ دهید قرار

(a١ · · · an−١)fn(x)r = ٠,

(a١ · · · an−١)r = ٠.

وجود (k ≥ ٣ )K مانند عددی کوچکترین بنابراین fn(x) ̸= ٠ چون باشد، f٢(x) · · · fn(x) = ٠ اگر
داریم: دراین�صورت کند. صدق fk(x)fk+١(x) · · · fn(x) ̸= ٠ رابطه در که دارد

(a١ · · · ak−١)(fk(x) · · · fn(x)) = ٠

داریم: قبلی روش از استفاده با بنابراین می�باشد. fi(x) ضریب ai ،i ∈ {١, . . . , k − ١} به�ازای که

(a١ · · · ak−١)(fk(x) · · · fn(x))(r١ · · · rk−١) = ٠

(a١ · · · ak)(fk+١(x) · · · fn(x))(r١ · · · rk) = ٠,

داریم: درنتیجه
(a١ · · · an−١)fn(x)(r١ · · · rn−١) = ٠

و fn(x)r ̸= ٠ درنتیجه و (a١ · · · an−١)fn(x)r = ٠ داریم r = r١ · · · rn−١ دهیم قرار اگر
.a١ · · · anr = ٠

ابتدا .a١ · · · anr = ٠ و fn(x)r ̸= ٠ دهیم قرار r ∈ R هر برای می�توانیم حال
(a١ · · · ak−١fk(x))(fk+١(x) · · · fn(x)) = ٠

.fk+١(x) · · · fn(x) ̸= ٠ که می�کنیم تولید را

معادلند: زیر روابط R منظم نیومن فون حلقه برای (۶ ([٣]،قضیه .٢.٢.٣ قضیه

است. آرمنداریز R الف.
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است. تقلیل�یافته R ب.

است. صفر آن�ها ضرایب حاصلضرب آن�گاه باشد صفر چندجمله�ای دو حاصلضرب اگر پ.

شد. اثبات قبلا ب =⇒ الف برهان.
است بدیهی تعریف طبق الف =⇒ پ

شود. اثبات پ =⇒ ب از که است کافی� ����������������������.
بگیرید نظر در زیر شرط با را a, b ∈ R

brR(a) ∩ arR(b) = ٠ (۶.٣)

و rR(a) = fR کنید فرض و a = ١− f و b = e دهید قرار باشند. خودتوان e, f ∈ R کنید فرض
می�آوریم: بدست (۶.٣) در جایگذاری با .rR(b) = (١− e)R

efR ∩ (١− f)(١− e)R = ٠

پس .fe = ٠ که هستند خودتوان f و e کردیم فرض این، به�علاوه
ef = (١− f)(١− e)(−f) ∈ efR ∩ (١− f)(١− e)R = ٠

که است خودتوان x = e + er(١ − e) ،r ∈ R عضو هر و e ∈ R خودتوان عنصر هر برای بنابراین
R و eR(١ − e) = ٠ لذا و er(١ − e) = ٠ درنتیجه .x(١ − e) = ٠ بنابراین و (١ − e)x = ٠

است. تقلیل�یافته

توجه:
اما (ax+ b)(a٠x+ b٠) = ٠ داریم که زمانی مثلا نیست برقرار کلی حالت در فوق قضیه (٣) قسمت

(ax+ b)(a٠x+ b٠) = aa٠x
٢ + ab٠x+ ba٠x+ ba٠x+ bb٠

= aa٠x
٢ + (ab٠ + ba٠)x+ bb٠ = ٠

=⇒ ab٠ = −ba٠ ̸= ٠,

مشابه نتیجه ،brR(a) ∩ arR(b) ̸= ٠ اگر است (b) a راست پوچ�ساز (rR(b)) rR(a) زمانیکه معادلا
می�آید. به�دست

دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای که زمانی می�شود نامیده IFP ،R حلقه .٣.٢.٣ تعریف
.aRb = ٠

هستند. IFP دیوراست و برگشت�پذیر حلقه�های .۴.٢.٣ تبصره
.ba = ٠ می�دهد نتیجه ab = ٠ صورت این در باشد برگشت�پذیر حلقه�ای R کنید فرض

ba = ٠ =⇒ Rba = ٠ =⇒ aRb = ٠

است. IFP حلقه�ای R بنابراین و
ایده�آل هر است، دیوراست R چون .b ∈ rR(a) آنگاه ab = ٠ اگر باشد. دیوراست حلقه R کنید فرض

لذا است دوطرفه آن راست
∀r ∈ R, rb ∈ eR
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=⇒ rb ∈ rR(a) =⇒ arb = ٠ =⇒ aRb = ٠

هستند. آبلی IFP حلقه�های .۵.٢.٣ تبصره
ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای این�که به توجه با .b = ١ − e و a = e و IFP حلقه یک R کنید فرض

.aRb = ٠ می�دهد نتیجه
er(١− e) = ٠ =⇒ er = ere

داریم: b = e و a = ١− e فرض با حال
(١− e)re = ٠ =⇒ re = ere

است. آبلی R بنابراین و

جابجایی حلقه�های که داد نشان چاوو یکدیگرند. از مستقل IFP حلقه�های و آرمنداریز حلقه�های
آرمنداریز شبه حلقه�های که می�دهد نشان زیر در ٧.٢.٣ مثال� نیستند. آرمنداریز لزوما (IFP (بنابراین
دیوی یا برگشت�پذیر لزوما آرمنداریز) (شبه آرمنداریز حلقه�های درنتیجه و نیستند IFP که دارند وجود

نیستند. راست

کنید تعریف ( z
٨z (+) z

٨z ) در (٣.٢ ([١٧]،مثال .۶.٢.٣ مثال
(a,m)(b, n) = (ab, an+mb)

چندجمله�ای این مربع بگیرید. درنظر ( z
٨z (+) z

٨z )[x] در را f(x) = (۴̄, ٠̄) + (۴̄, ١̄)x چندجمله�ای
اما است صفر

(۴̄, ٠̄)(۴̄, ١̄) = (٠̄, ۴̄) ̸= ٠

نیستند. آرمنداریز لزوما جابجایی حلقه�های پس

است. آرمنداریز شبه حلقه یک R آن�گاه باشد برگشت�پذیر یا دیوراست R حلقه اگر که می�دانیم
حلقه�های و دیوراست حلقه�های و آرمنداریز حلقه�های آبلی، حلقه�های از کلاسی داریم خاطر به همچنین

می�شود. شامل را برگشت�پذیر

نیست. آبلی که دارد وجود آرمنداریز شبه حلقه�ای الف. .٧.٢.٣ مثال
ضرایب و k در e, x, y, z ناجابجایی متغیرهای با آزاد جبر k⟨e, x, y, z⟩ و باشد میدان یک k کنید فرض

باشد: زیر روابط با R حلقه از k⟨e, x, y, z⟩
e٢ = e, ex = x, xe = ٠, ey = ye = ٠, ez = ze = z

x٢ = y٢ = z٢ = xy = xz = yx = yz = zx = zy = ٠

با برداری فضای یک R که کنید توجه می�گیریم، یکی R در تصاویرشان با را {e, x, y, z} سهولت برای
است. آبلی غیر R نمی�شود، جابه�جا x با و است خودتوان e چون و است {١, e, x, y, z} پایه

است. آرمنداریز شبه حلقه یک R که دهیم نشان می�توانیم ٢١.١.٢ مثال از استفاده با
فرض نیست. راست آرمنداریز شبه که کنیم پیدا آبلی حلقه یک می�توانیم (٨.١.٣) قضیه کمک با ب.
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١٠.١.٣ مثال به توجه با اما است آبلی حلقه یک R ،R = D۴(S) و باشد یافته تقلیل حلقه S کنید
نیست. آرمنداریز شبه

و باشد آبلی حلقه یک S اگر (٢ ([٩]،لم .٨.٢.٣ لم

Rn =





a a١٢ a١٣ · · · a١n

٠ a a٢٣ · · · a٢n

٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


∣∣∣a, aij ∈ s, n ∈ Z, n ≥ ٢



آبلی Rn بنابراین و f٢ = f ∈ S که باشد


f ٠ ٠ · · · ٠
٠ f ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · f

 فرم به Rn در خودتوان عضو و

است.

پس
(

c d

٠ c

)
∈ f٢ کنید فرض می�کنیم. استفاده n روی استقرا از اثبات برای )برهان.
c d

٠ c

)(
c d

٠ c

)
=

(
c d

٠ c

)
,

(
c٢ cd+ dc

٠ c٢

)
=

(
c d

٠ c

)
.

: داریم که

cd+ dc = d, c٢ = c ⇒ c٢d+ cdc
c٢=c
= cd+ cdc = cd ⇒ ٠ = cdc = c٢d = cd = dc

.d = ٠ بنابراین است. آبلی S چون

.f٢ = f ∈ s که است
(

f ٠
٠ f

)
فرم به R٢ در خودتوان عضو پس

که کنیم فرض حال

A =



a a١٢ a١٣ · · · a١n

٠ a a٢٣ · · · a٢n

٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


∈ Rn
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هستند. خودتوان Rn−١ در زیر n− ١× n− ١ ماتریس دو آن�گاه باشد، خودتوان

a a١٢ a١٣ · · · a١(n−١)

٠ a a٢٣ · · · a٢(n−١)

٠ ٠ a · · · a٣(n−١)
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


,



a a٢٣ a٢۴ · · · a٢n

٠ a a٣۴ · · · a٣n

٠ ٠ a · · · a۴n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


داریم: بنابراین .a٢ = a و صفرند aijها استقرا فرض طبق

A =



a ٠ ٠ · · · ٠ a١n

٠ a ٠ · · · ٠ ٠
٠ ٠ a · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...
٠ ٠ ٠ · · · a ٠
٠ ٠ ٠ · · · ٠ a


.aa١n + a١na = a١n داریم: محاسبات انجام با

است: آبلی S چون ،aa١na = ٠ که می�دهد نتیجه a٢ = a

٠ = a١na = a٢a١n = aa١n = a١na

.a١n = ٠ بنابراین

می�دهد نتیجه این و a٢ = a ∈ s که است



a ٠ ٠ · · · ٠
٠ a ٠ · · · ٠
٠ ٠ a · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


فرم به Rn روی خودتوان بنابراین

است. آبلی S زیرا است آبلی Rn که

پس می�شود شامل را برگشت�پذیر حلقه�های و دیوراست حلقه�های ،IFP حلقه�های از کلاس یک
که دارد وجود IFP حلقه�های اگرچه هستند راست آرمنداریز شبه IFP حلقه�های که زد حدس می�توان

نیستند. راست آرمنداریز شبه

دهد نتیجه uv = ١ ،u, v ∈ R هر برای اگر می�شود نامیده متناهی ددکیند R حلقه .٩.٢.٣ تعریف
.vu = ١

هستند. متناهی ددکیند چپ یا راست مک�کوی حلقه�های الف. .١٠.٢.٣ گزاره

هستند. متناهی ددکیند چپ یا راست مک�کوی قویا حلقه�های ب.

هستند. متناهی ددکیند چپ یا راست آرمنداریز شبه حلقه�های پ.
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کنیم. اثبات را الف است کافی برهان.
چندجمله�ای دو .vu ̸= ١ اما ،uv = ١ که باشد چپ مک�کوی حلقه یک R کنیم فرض

f(x) ̸= ٠ که می�گیریم نظر در R روی را g(x) = v+(vu−١)x و f(x) = (vu−١)+(vu−١)ux
بنابراین .rg(x) = ٠ که دارد وجود ٠ ̸= r ∈ R است چپ مک�کوی R چون . f(x)g(x) = ٠ و

است. تناقض یک که r(vu− ١) = rvu− r = −r ̸= ٠ اما .r(vu− ١) = ٠ و rv = ٠

هستند. متناهی ددکیند آبلی حلقه�های که می�شود ثابت آسانی به
آرمنداریز شبه و آبلی حلقه�های شامل متناهی، حلقه�های از کلاس یک که می�دهد نشان ١٠.٢.٣ گزاره

است. طرفه یک

دو باشد. تقلیل�یافته حلقه روی ٢ × ٢ مثلثی بالا ماتریس حلقه یک R کنید فرض .١١.٢.٣ مثال
f(x)g(x) = ٠ که می�گیریم درنظر R روی را g(x) = e٢٢+e١٢x و f(x) = e١١−e١٢x چندجمله�ای

r =

(
a b

٠ d

)
کنید فرض مثلا کند، پوچ راست از را f(x) نمی�تواند r ∈ R غیرصفر ماتریس اما

بنابراین

f(x)r =

((
١ ٠
٠ ٠

)
−

(
٠ ١
٠ ٠

)
x

)(
a b

٠ d

)
=

(
a b

٠ ٠

)
−

(
٠ d

٠ ٠

)
x ̸= ٠,

نیست. چپ آرمنداریز شبه R که داد نشان می�توان مشابها نیست. راست آرمنداریز شبه R نتیجه در و
مشابه محاسبات از استفاده با که کنید توجه همچنین می�باشد، متناهی ددکیند اما ناآبلی R که کنید توجه

نیست. چپ آرمنداریز شبه n ≥ ٢ برای n× n کامل ماتریس حلقه که داد نشان می�توان بالا

معادلند: زیر شرایط ،R منظم حلقه برای .١٢.٢.٣ قضیه

است. (چپ) راست آرمنداریز شبه حلقه یک R الف.

است. آبلی R ب.

است. �Rآرمنداریز پ.

است. برگشت�پذیر R ت.

است. (چپ) دیوراست R ج.

است. قوی (چپ) راست مک�کوی حلقه R د.

معادلند. د و ب شرایط برهان.
R حلقه وقتی که داشتیم همچنین و است برگشت�پذیر بنابراین و تقلیل�یافته R آن�گاه باشد آبلی �R اگر
اگر تنها و اگر fg = ٠ آن�گاه g =

∑m
j=٠ bjx

j و f =
∑n

i=٠ aix
i و f, g ∈ R[x] و باشد تقلیل�یافته

بنابراین است، آرمنداریز R نتیجه در aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ m و ٠ ≤ i ≤ n تمام برای
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است. واضح الف =⇒ د و پ =⇒ ب،الف =⇒ ت ب، =⇒ پ
کنیم: اثبات را د =⇒ ب است کافی بنابراین می�آید. بدست (٧.١.٢) لم از نیز ت =⇒ الف

داشته وجود r ∈ R و e٢ = e که خلف) (فرض کنیم فرض و باشد راست مک�کوی قویا R کنید فرض
er(١ − e) = که دارد وجود y ∈ R است، منظم R چون همچنین .er(١ − e) ̸= ٠ به�طوری�که باشد

.er(١− e)yer(١− e)

.y = (١− e)ye می�دهیم قرار
چندجمله�ای دو حال

f(x) = er(١− e)− ex, g(x) = er(١− e) + yer(١− e)x

.f(x)g(x) = ٠ که یگیرید نظر در را
α = er(١−e)s+yer(١−e)t ̸= ٠ که دارند وجود s, t ∈ Rپس است راست مک�کوی قویا R چون

گرفت نتیجه er(١− e)α = ٠ از می�توان پس yer(١− e)t = ٠ چون حال . f(x)α = ٠ و
er(١− e)yer(١− e)t = er(١− e)t = ٠

یک که α = ٠ درنتیجه و eer(١ − e)s = er(١ − e)s = ٠ که می�دهد نتیجه eα = ٠ همچنین و
است. تناقض

می�شود. اثبات نیز چپ برای مشابه طور به

راست آرمنداریز شبه حلقه�های از مثال�هایی ٣.٣

آن از مثال�هایی و می�پردازیم آرمنداریز شبه حلقه�های کلاس از خواصی تحلیل و تجزیه به بخش این در
می�کنیم. بیان را

باشد. چنین R[x] اگر تنها و اگر است راست شبه�آرمنداریز R حلقه .١.٣.٣ قضیه

R[x] روی t متغیر با چندجمله�ای حلقه R[x][t] و راست شبه�آرمنداریز حلقه یک R کنید فرض برهان.
که باشند R[x][t] چندجمله�ای دو g(t) =

∑n
j=٠ gj(x)t

j و f(t) =
∑m

i=٠ fi(x)t
i کنید فرض و باشد

کنید فرض .f(t)g(t) = ٠ و g(t) ̸= ٠

fi(x) =

ni∑
h=٠

a(i)hx
h

و

gj(x) =

mj∑
k=٠

b(j)kx
k

بگیرید. درنظر صفر را صفر چندجمله�ای�های درجه و k =
∑m

i=٠ deg(fi(x)) +
∑n

j=٠ deg(gj(x))

که G(x) = g٠ + g١x
k + · · · + gnx

kn و F (x) = f٠ + f١x
k + · · · + fmx

km کنید فرض
ضرایب مجموعه با (gjها) fiها ضرایب از مجموعه�ای چون .G(x) ̸= ٠ و F (x), G(x) ∈ R[x]



۶۴ آرمنداریز حلقه�های .٣

.F (x)G(x) = ٠ می�گیریم نتیجه f(t)g(t) = ٠ از است، برابر (G(x) ) F (x)

،i, j, h, k برای و G(x)r ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود r ∈ R است، راست شبه�آرمنداریز R چون
R[x] بنابراین و fi(x)gj(x)r = ٠ �jها و i تمام برای و g(t)r ̸= ٠ درنتیجه . a(i)hb(j)kr = ٠

است. راست شبه�آرمنداریز
باشد. R[x] روی چندجمله�ای حلقه R[x][y] و باشد راست آرمنداریز شبه R[x] کنید فرض برعکس:

به�طوری�که باشند R[x] عضو دو g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑m
i=٠ aix

i کنید فرض
. g(x) ̸= ٠ و f(x)g(x) = ٠

از ،f(y)g(y) = ٠ که f(y) =
∑m

i=٠ aiy
i ، g(y) =

∑n
j=٠ bjy

j ∈ R[x][y] می�گیریم درنظر
c(x) ∈ R[x] است راست آرمنداریز شبه R[x] چون .g(y) ̸= ٠ که است واضح g(x) ̸= ٠ که آن�جا
ضرایب از برخی برای همچنین .aibjc(x) = ٠ ،j و i هر برای و g(y)c(x) ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود
R بنابراین و aibjck = ٠ jها و i همه برای و g(x)ck ̸= ٠ بنابراین g(y)ck ̸= ٠ داریم c(x) از ck

است. راست آرمنداریز شبه

باشد. آن کلاسیک راست کسرهای حلقه Qr(R) که باشد راست اور حلقه R کنید فرض .٢.٣.٣ قضیه
باشد. چنین Qr(R) اگر تنها و اگر است راست آرمنداریز شبه R این�صورت در

.Q = Qr(R) کنید فرض برهان.
با این�صورت در باشد G(x) ̸= ٠ و F (x)G(x) = ٠ که بگیرید نظر در را F (x), G(x) ∈ Q[x]

نوشت: زیر صورت به را G(x) و F (x) می�توان v و u منظم عناصر
F (x) = a٠u

−١ + a١u
−١x+ · · ·+ amu

−١xm

و
G(x) = b٠v

−١ + b١v
−١x+ · · ·+ bnv

−١xn

داریم: F (x)G(x) = ٠ چون و
(a٠u

−١ + a١u
−١x+ · · ·+ amu

−١xm)(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n) = ٠

بنابراین و
a٠u

−١b٠ = ٠, a٠u−١b١ + a١u
−١b٠ = ٠, · · · , amu−١bn = ٠ (٧.٣)

s و c٠, c١, . . . , cn ∈ R عناصر u−١b٠, u
−١b١, . . . , u

−١bn برای است، راست اور R چون طرفی از
.u−١bi = cis

−١ ،i هر برای به�طوری�که دارند وجود منظم
(٧.٣) از R[x] در ٠ ̸= g(x) = c٠+ c١x+ · · ·+ cnx

n و f(x) = a٠+ a١x+ · · ·+ amx
m برای
داریم:

a٠c٠s
−١ = ٠, a٠c١s−١ + a١c٠s

−١ = ٠, . . . , amcns−١ = ٠

نتیجه در و
a٠c٠ = ٠, a٠c١ + a١c٠ = ٠, . . . , amcn = ٠



۶۵ راست آرمنداریز شبه حلقه�های از مثال�هایی .٣.٣

.f(x)g(x) = ٠ و
، j و i هر برای و g(x)r ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود r ∈ R است، راست شبه�آرمنداریز R چون
بنابراین bkv−١vsr = bksr = ucks

−١sr = uckr ̸= ٠ kها، از برخی برای چون و aicjr = ٠
داریم: jها و i تمام برای درنتیجه و G(x)vsr ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود vsr ∈ Q

aiu
−١bjv

−١vsr = aicjs
−١v−١vsr = aicjr = ٠

است. راست شبه�آرمنداریز Q بنابراین و
R[x] عضو ٠ ̸= b٠+b١x+· · ·+bnx

n و f(x) = a٠+a١x+· · ·+amx
m کنید فرض برعکس:

راست آرمنداریز شبه Q چون .f(x), g(x) ∈ Q[x] صورت این در .f(x)g(x) = ٠ به�طوری�که باشند
همچنین .aibjrs−١ = ٠ ،j و i هر برای و g(x)rs−١ ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود rs−١ ∈ Q است
شبه�آرمنداریز R درنتیجه و aibjr = ٠ ،j و i هر برای و g(x)r ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود r ∈ R

است. راست

باشد چپ شبه�آرمنداریز R اگر باشد Q کسرهای حلقه با راست اور حلقه یک R کنید فرض نکته:
کنید فرض است. چنین نیز Q

F (x) = a٠u
−١ + a١u

−١x+ · · ·+ amu
−١xm,

G(x) = b٠v
−١ + b١v

−١x+ · · ·+ bnv
−١xn.

صورت این در F (x)G(x) = ٠ به�طوری�که باشند Q[x] عضو
(a٠ + a١x+ · · ·+ amx

m)u−١(b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n) = ٠

پس است منظم u′ که u−١bi = b′iu
′−١ داریم u′, b′i ∈ R برخی برای اینکه به توجه با

(a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m)(b′٠ + b′١x+ · · ·+ b′nx

n) = ٠

به�طوری�که دارد وجود r ∈ R است چپ آرمنداریز شبه R چون
r(a٠ + a١x+ · · ·+ amx

m) ̸= ٠

نتیجه که raib′ju′−١ = raiu
−١bjv

−١ = ٠ و rF (x) ̸= ٠ بنابراین .raib′j = ٠ jها و i تمام برای و
است. چپ آرمنداریز شبه نیز Q می�گیریم

است. بسته مستقیم حد به نسبت (چپ) راست آرمنداریز شبه حلقه�های از کلاسی الف. .٣.٣.٣ گزاره

اگر تنها و اگر است (چپ) راست آرمنداریز شبه R =
∏

i∈I Ri حلقه�ها از مستقیم حاصل�ضرب ب.
باشند. (چپ) راست آرمنداریز شبه Riها ها i تمام برای

اگر تنها و اگر است (چپ) راست آرمنداریز شبه R =
∑

i∈I Ri حلقه�ها مستقیم حاصل�جمع پ.
باشند. (چپ) راست آرمنداریز شبه ها Ri iها تمام برای

نیست. بسته زیرحلقه�ها به نسبت راست آرمنداریز شبه حلقه��های از کلاسی ت.

نیست. بسته همریخت تصاویر به نسبت راست آرمنداریز شبه حلقه�های از کلاسی ج.



۶۶ آرمنداریز حلقه�های .٣

آرمنداریز شبه حلقه�های از مستقیم سیستم یک D = {Ri, αij} ،i ∈ I کنید فرض الف. برهان.
صدق αij(١) = ١ شرط در αij : Ri → Rj همومورفیسم�های ،i ≤ j برای بهطوری�که باشد راست

است. جهت�دار مرتب جزیی مجموعه یک I و می�کنند
a, b ∈ R کنید فرض . ljαij = li و li : Ri → R که باشد D مستقیم حد R = limRi کنید فرض
به�طوری�که دارد وجود k ∈ I و b = lj(bj) و a = li(ai) ، i, j ∈ I از برخی برای دراین�صورت باشند.

.j ≤ k و i ≤ k

αjk(bj) و αik(ai) که ab = lk(αik(ai)αjk(bj)) و a+b = lk(αik(ai)+αjk(bj)) کنید تعریف
حال است. li(١) = ١ آن واحد و li(٠) = ٠ آن خنثی عضو که است حلقه�ای R پس و هستند Rk در
که باشند چندجمله�ای�هایی ٠ ̸= g(x) =

∑n
j=٠ bjx

j ∈ R[x] و f(x) =
∑m

i=٠ aix
i کنید فرض

f(x), g(x) ∈ Rk[x] به�طوری�که دارد وجود k ∈ I عنصر αijها و liها از استفاده با f(x)g(x) = ٠
دارد وجود ck ∈ Rk است، راست آرمنداریز شبه Rk چون .f(x)g(x) = ٠ داریم Rk[x] در بنابراین

.aibjck = ٠ jها و i هر برای و g(x)ck ̸= ٠ به�طوری�که
شبه R نتیجه در و aibjc = ٠ jها و i هر برای و g(x)c ̸= ٠ داریم بنابراین c = lk(ck) دهید قرار

می�شود. اثبات مشابها نیز چپ شبه�آرمنداریز حلقه�های برای است. راست آرمنداریز
باشیم داشته کنید فرض ب.

f(x) =
m∑
j=٠

(a(j)i)x
j, ٠ ̸= g(x) =

n∑
k=٠

(b(k)i)x
k ∈ R[x],

می�توان بنابراین fi(x) =
∑m

j=٠ a(j)ix
j و gi(x) =

∑n
k=٠ b(k)ix

k دهید قرار f(x)g(x) = ٠. که
راست آرمنداریز شبه Ri حلقه هر که کنید فرض گرفت. نظر در g(x) = (gi(x)) و f(x) = (fi(x))

باشد،
راست آرمنداریز شبه Rs که آن�جا از .gs(x) ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود s ∈ I پس g(x) ̸= ٠ چون
فرض .a(i)sb(j)srs = ٠ jها و i همه برای و gs(x)rs ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود rs ∈ Rs است،
g(x)r ̸= ٠ بنابراین باشد، صفر آن جملات سایر و rs آن sام جمله که باشد دنباله�ای r = (ri) ∈ R کنید

است. راست آرمنداریز شبه R درنتیجه و a(i)b(j)r = ٠ jها و i تمام برای و
راست آرمنداریز شبه Ri٠ ، i٠ ∈ I برای اگر باشد راست آرمنداریز شبه R کنید فرض برعکس:
gi٠(x) ̸= ٠ که دارد وجود fi٠(x), gi٠(x) ∈ Ri٠ [x] جمله�ای�های چند ri٠ ∈ Ri٠ تمام برای آنگاه نباشد

.a(i٠)ib(i٠)jri٠ ̸= ٠ jها و i برخی برای یا و gi٠(x)ri٠ = ٠ اما fi٠(x)gi٠(x) = ٠ و
که هستند دنباله�هایی g(x) و f(x) به�طوری�که می�گیریم نظر در g(x) = (gi(x)) و f(x) = (fi(x))

صفر مابقی و gi٠(x) آن i٠ام مختص g(x) در و باشد یک مابقی و fi٠(x) آن i٠ام مختص f(x) در
r به�طوری�که دارد وجود r ∈ R است راست آرمنداریز شبه R و f(x)g(x) = ٠ که آن�جا از باشند،
،j و i هر برای و g(x)r ̸= ٠ و هستند صفر مابقی و ناصفر ri٠ آن i٠ام مختص که است دنباله�ای

است. تناقض یک که a(i)kb(j)kr = ٠
می�شود. اثبات مشابها نیز چپ آرمنداریز برای

می�شود. اثبات ٢ قسمت مشابه پ.
آرمنداریز شبه حلقه زیر که دارد وجود راست آرمنداریز شبه حلقه ١.١٢ مثال و ٢.٢ مثال از استفاده با ت.



۶٧ راست آرمنداریز شبه حلقه�های از مثال�هایی .٣.٣

ندارد. راست
است دامنه R صورت این در باشد، صحیح ضرایب با ۴تایی مجموعه از حلقه�ای R کنید فرض ج.
حلقه q اول صحیح عدد هر برای ،( ٢A ([٧]،تمرین بنابه می�باشد. راست آرمنداریز شبه همچنین و

نیست. راست آرمنداریز شبه R/qR ٨.٢.٣ مثال بنابر و است ایزومورف Mat٢(Zq) با R/qR

بسته زیرحلقه�ها به نسبت راست آرمنداریز شبه حلقه�های از کلاسی فوق گزاره ۴ قسمت به توجه (با
کند.) حفظ را راست آرمنداریز شبه ویژگی که کرد پیدا زیرحلقه نوعی می�توان اما نیست.

معادل�اند: زیر گزاره�های دراین�صورت باشد، R خودتوان عضو e کنید فرض .۴.٣.٣ گزاره

است. راست آرمنداریز شبه R الف.

هستند. راست آرمنداریز شبه (١− e)R و eR ب.

است. واضح است مرکزی e )چون الف =⇒ ب برهان.
می�شود. اثبات است R = eR⊕ (١− e)R چون ٣.٣ گزاره از ٣ قسمت به توجه با ب) الف⇒=

شبه نیز R آنگاه باشند راست آرمنداریز شبه دو هر I و R
I
و باشد R از همانی بدون ایده�آلی I اگر

نیست. برقرار همیشه این که می�دهد نشان زیر نقض مثال�های اگرچه است. راست آرمنداریز

I =

(
٠ F

٠ ٠

)
و F میدان روی ٢ × ٢ مثلثی بالا ماتریس حلقه R کنید فرض الف. .۵.٣.٣ مثال

راست آرمنداریز شبه R اما هستند آرمنداریز شبه دو هر R
I
∼= F ⊕F و I صورت این در باشد،

نیست.

فرض همچنین . b٢ = ba = b و a٢ = ab = a ضرب با نیم�گروهی T = {a, b} کنید فرض ب.
است. آرمنداریز S که می�کنیم ادعا باشد، همانی بدون چهارعضوی نیم�گروه حلقه S = Z٢T کنید

که باشند g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j ∈ S[x] و f(x) =

∑m
i=٠ aix

i ∈ S[x] کنید فرض
به�صورت g(x) از ضریب هر اگر .a + b ∈ rs(f(x)) کنید فرض همچنین f(x)g(x) = ٠

iها همه برای آن�گاه باشد a+ b

ai(a+ b) = ٠ (ai(a+ b)a = ٠, g(x)a = g(x) ̸= ٠)

می�دهد نشان ساده محاسبه�ای lS(a) = ٠ = lS(b) چون آنگاه باشد داشته وجود bj ∈ {a, b} اگر
راست) آرمنداریز آرمنداریز(شبه حلقه S بنابراین ،aibj = ٠ ها j و i تمام برای نتیجه در . f(x) = ٠

چندجمله�ای�های داریم. را S × Z حلقه S به همانی عضو کردن اضافه با حال است. همانی بدون

s(x) = (a,١) + (b,١)x, t(x) = (a,٠) + (b,٠)x ∈ R[x].

c = ٠ که می�دهد نتیجه s(x)c = ٠ ،c, d ∈ Rهر ازای به اما s(x)t(x) = ٠ که بگیرید نظر در را
فرض با اما نیست. چپ یا راست آرمنداریز شبه R نتیجه در .d = ٠ که می�دهد نتیجه dt(x) = ٠ و



۶٨ آرمنداریز حلقه�های .٣

هستند. راست آرمنداریز شبه دو هر I و R

I
∼= Z ،I = S

را I زیر قضیه در .((a+ b)٢ = ٠ (٢) در و I٢ = ٠ (١) (در نیست. یافته تقلیل I فوق مثال�های در
می�گیریم. نظر در تقلیل�یافته

باشد. R از سره ایده�ال یک I و راست آرمنداریز شبه R

I
که کنید فرض R حلقه برای .۶.٣.٣ قضیه

است. راست آرمنداریز شبه R آنگاه باشد همانی بدون یافته تقلیل I اگر

باشند R[x] از چندجمله�ای�هایی ٠ ̸= g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑m
i=٠ aix

i کنید فرض برهان.
.g(x) /∈ I[x] می�کنیم فرض ابتدا .f(x)g(x) = ٠ که

i هر برای و g(x)r /∈ I[x] به�طوری�که دارد وجود r ∈ R است راست آرمنداریز شبه R

I
چون

m = ٠ اگر می�کنیم: ثابت m روی استقرا با را قضیه .g(x)r ̸= ٠ وضوح به .aibjr ∈ I ،j و
برای می�کنیم ادعا a٠b٠ = ٠ این�که با توجه با m ≥ ١ کنید فرض است. حاصل نتیجه که باشد
در a٠bjr ̸= ٠ ها j از برخی برای که کنید فرض خلف) (فرض a٠bjr = ٠ ،j ∈ {٠,١, . . . , n}
.a٠bjr ̸= ٠ که باشد عددی کوچکترین l به�طوری�که بگیرید درنظر را l ∈ {١,٢, · · · , n} صورت این
I و (bjrIa٠)

٢ = ٠ ،bjrIa٠ ⊆ I چون و a٠bjr = ٠ داریم: j ∈ {٠, . . . , l − ١} برای بنابراین
همچنین .bjrIa٠ = ٠ نتیجه در است یافته تقلیل

(al−jbjr)(a٠blr)
٢ = al−jbjr(a٠blr)a٠blr ∈ al−jbjrIa٠blr = al−j(bjrIa٠)blr = ٠

عبارت f(x)g(x) = ٠ در xl ضریب .(al−jbjr)(a٠blr)
٢ = ٠ می�دهد نتیجه که

٠ = a٠bl + a١bl−١ + . . .+ alb٠ = a٠bl +
l−١∑
j=٠

al−jbj

داریم: کنیم ضرب r(a٠blr)
٢ در راست از را فوق معادله اگر است.

٠ = (a٠bl +
l−١∑
j=٠

al−jbj)r(a٠blr)
٢ = (a٠blr)

٣

است. تناقض یک که a٠blr = ٠ که می�شود نتیجه است یافته تقلیل I و a٠blr ∈ I چون و
f١(x)g(x)r = ٠ نتیجه در و است برقرار a٠bjr = ٠ رابطه j ∈ {٠,١, . . . , n} تمام برای بنابراین
استقرا فرض به توجه با و است کمتر m از f١(x) درجه اما .f١(x) = a١+ a٢x+ . . .+ amx

m−١ که
و aibjrs = ٠ داریم ٠ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ m برای و g(x)rs ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود s ∈ R

که کنید فرض حال .aibjrs = ٠ و g(x)rs ̸= ٠ داریم ٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای نتیجه در
روش از استفاده با و می�گیرند قرار I در دو هر bjai و aibj ،j و i هر ازای به آنگاه باشد g(x) ∈ I[x]

است. راست آرمنداریز شبه R بنابراین و aibj = ٠ ،j و i هر برای که می�شود نتیجه (٢.١.٣) لم اثبات
می�بریم. بکار زیر مثال در را فوق قضیه



۶٩ راست آرمنداریز شبه حلقه�های از مثال�هایی .٣.٣

چندجمله�ای�های حلقه از S = J [{ti|ii ∈ Z}] ایده�ال و Z۶ از J = {٠,٢,۴} ایده�ال .٧.٣.٣ مثال
ti+١ به ti هر توسط که را T از σ اتومورفیسم و بگیرید نظر در را Z۶ روی T = Z۶[{ti|ii ∈ Z}]
فرض بگیرید. نظر در را T [x : σ] اریب چندجمله�ای�های حلقه از S[x : σ] ایده�ال و می�شود تعریف
فرض و است آمده بدست S[x : σ] به همانی عضو کردن اضافه با که باشد S[x : σ]×Z۶ حلقه R کنید
به توجه با R

I
∼= Z۶ چون باشد. R همانی بدون یافته تقلیل حلقه از ایده�الی I = S[x : σ] × o کنید

است. آرمنداریز شبه R قبل قضیه

ایده�ال�هایی به را Z۶ از J ایده�ال می�توان که می�د�هد نتیجه ٧.٣.٣ مثال محاسبات تحلیل و تجزیه
داد. تعمیم Zn در
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Aabstract

Abstract of your thesis.
In this thesis first, we recall the definitions and basic properties of commutative and
noncommutative rings. Then we investigate the McCoy rings and examine the examples
of this rings. Also, the concepts of reversible right duo and Armandariz rings are known
to play important roles in ring theory and independent of one another. In this thesis we
focus on a concept that can unify them, calling it a ring Armendariz like ring, but not
Armandariz (reversible or right due), we show the difference between right Armendarizlike
ring and strongly right McCoy.
Finally, for a regular ring R, it is proved that R is right Armendariz like if and only if
R is strongly right McCoy if and only if R is Abelian it is shown that a ring R is right
Armendarize like if and only if so the classical right quotient ring.
Keywords: McCoy Ring, Armendariz Ring, Reversible Ring, Ideal, Right Duo Ring.



University of Shahrood
Faculty Of Mathematical Sciences

Dissertation Submitted in Partial
Fulfillment of The Requirements For The

Degree of Master of Science in

Pure Mathematics

On a Ring Property Unifying Reversible and
Right Duo Rings

Supervisor

Dr. Ebrahim Hashemi

by

Salimeh Ezzati Golmai

2015


	 تعاریف مقدماتی
	مقدمه
	تعاریف و مثال‌ها
	قضایا و لم‌های مقدماتی

	شرط مک‌کوی روی حلقه‌های ناجابجایی
	شرط مک‌کوی در حلقه‌های برگشت‌پذیر و دیوراست 
	تعمیمی از حلقه‌های قویا مک کوی راست

	حلقه‌های آرمنداریز
	شرط آرمنداریز در حلقه‌های برگشت‌پذیر و دیو راست
	ویژگی‌هایی از حلقه‌های شبه آرمنداریز راست
	مثال‌هایی از حلقه‌های شبه آرمنداریز راست

	مراجع
	واژه‌نامه فارسی به انگلیسی
	واژه‌نامه انگلیسی به فارسی

