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اری... پاس

ل، و دای ش تا پاسو ت. لآرا ور یراز ود،آد ان ی ف با مرا دگارح داو پاس
ما نرا و یدگاری شان.آ ر، ب دل تاو وارح توا بانا ن هروزرو درتاو ر آ
یازماید... قعمو وشرا ف نده دان، ود طا ی یو ودو ما یعمرا دو ناسا
ی ت اوانشانو ی د ود ی ما م،بارا ید رناسا ور اوانبا ی ودنراه ساز ھا، د عداز
ی ی نارم، م ا ا انو وا ور ی با وقوز ق از ی م م،با دروما ی گاه بایآندوران، ز
م... با ھا تآ ه ن ویا واب دیک ندهای آ م وا یدوارم ده،ا ل بد یراه یدورو ا نراهرا ا
شاوره و ه طا ت ز یراد ر ید نابآ هام، لاتوشا با تاد مازا یدا ب ونوا ا
ی ی ما دونرا عاً م ی دردا و ما د، ارداد ی ما وردرا را جا نا وا دو ود ل را نرسا ا
ود و شان ا نرسا یآمادهسازیا ی ی ی ت ا ناز ید. یر پایان و ن شان،ا دها ارز

وندارم. قروزا و شانآرزوی ا مو یط وزش آوردم
یرادارم. دردا و ل د، ود ل را نرسا تداوریا ز رم ید نازاسا

شان قد ود مو ی تاش دا، عداز مو دروما ی، با و دگاران داو تان د م یز و پایان،
را...

غ با ه
ر۱۳۹۴
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یده چ
مستقل و تصادفی به�طور بازیکن هر شده، اتاق یک وارد بازیکن n از متشکل تیم یک : کلاه مسئله
خود کلاه رنگ از تصوری هیچ بازیکنان می�شود. مشخص خود سر در قرمز یا آبی رنگ به کلاه یک با
کردن نگاه با را خود کلاه رنگ باید بازیکن هر همزمان طور به باشند؛ ارتباط در هم با این�که بدون ندارند،
حدس درست را خود کلاه رنگ بازیکنان از یکی حداقل اگر بزند. حدس بازیکنان دیگر کلاه رنگ به
هدف است. بازنده تیم این�صورت غیر در است برنده تیم نباشد نادرست بازیکنان دیگر حدس و بزند
می�گیریم. نظر در گراف روی را کلاه مسئله پایان�نامه این در است. تیم شدن برنده احتمال کردن ماکزیمم
روی را کلاه مسئله می�دهیم. نشان یال یک با را بازیکن هر مشاهده�های و بازیکنان با متناظر رئوس،
به را کلاه عدد مورد هر در مجزا طور به و می�کنیم بررسی دورها و کامل گراف�های مسیر�ها، درختان،
هدف می�آوریم. دست به بار اولین برای دوری دو گراف�های برای را کلاه عدد همچنین می�آوریم. دست
به�طور بازیکن هر که راه�برد�هایی از مجموعه�ای طریق از قطعی و بهینه استراتژی آوردن به�دست واقع در
برنده احتمال کردن ماکزیمم به�دنبال و می�گیرد پیش در بازیکنان دیگر کلاه رنگ به توجه با به�فرد منحصر
نمایش h(G) نماد با را آن و می�شود نامیده گراف در کلاه عدد ماکزیمم، مقدار این هستیم. تیم شدن

می�دهیم.

مسیر. کلاه، مسئله دوری، دو گراف رئوس، درجه درخت، استراتژی، کلیدی: کلمات

تار
اول فصل در می�دهیم. قرار بررسی مورد گراف�ها روی را کلاه مسئله کلی طور به پایان�نامه این در
دوم فصل در می�کنیم. بیان را نیازمندیم آن�ها به آتی فصل�های در که را مقدماتی قضایای و تعاریف
را کلاه عدد و می�کنیم بررسی و بیان مسیرها و درختان مانند خاص گراف�های برخی روی را کلاه مسئله
به�دست رئوس درجه داشتن با موفقیت شانس برای بالایی کران همچنین و می�آوریم به�دست دقیق به�طور
می�کنیم. ارائه و بررسی ترتیب به راس چهار و سه دو، با کامل گراف�های برای را کران این و می�آوریم
می�آوریم. دست به دقیق طور به را کلاه عدد و می�گیریم نظر در دورها روی را کلاه مسئله سوم فصل در
پنجم فصل در می�کنیم. بررسی و بیان را C۴ دور رئوس به یال افزودن با را کلاه مسئله چهارم فصل در
برای پنجم و چهارم فصل مطالب که می�کنیم، بررسی و بیان را دوری دو گراف�های روی را کلاه مسئله

است. شده ارائه پایان�نامه این در بار اولین

مستقل و تصادفی به�طور بازیکن هر شده، اتاق یک وارد بازیکن n از متشکل تیم یک : کلاه مسئله
خود کلاه رنگ از تصوری هیچ بازیکنان می�شود. مشخص خود سر در قرمز یا آبی رنگ به کلاه یک با
کردن نگاه با را خود کلاه رنگ باید بازیکن هر همزمان طور به باشند؛ ارتباط در هم با این�که بدون ندارند،
را بازیکنان دیگر کلاه رنگ به کردن نگاه شانس یکبار بازیکن هر بزند. حدس بازیکنان دیگر کلاه رنگ به



ج

نادرست بازیکنان دیگر حدس و بزند حدس درست را خود کلاه رنگ بازیکنان از یکی حداقل اگر دارد.
تیم شدن برنده احتمال کردن ماکزیمم هدف است. بازنده تیم این�صورت غیر در است برنده تیم نباشد

می�دهیم. نمایش h(G) نماد با را آن و می�شود نامیده گراف در کلاه عدد ماکزیمم، مقدار این است،
معما یک به�عنوان را آن تنها شد. مطرح بازی�ها نظریه در معما یک به�عنوان ابتدا در کلاه مسئله
زمینه این در می�شد ذهن ورزش باعث که هوشمندانه�ای معماهای و می�شناختند ذهنی ژیمناستیک یا
اطلاعات، نظریه به می�توان جمله از شد، ظاهر زیادی زمینه�های در کلاه مسئله زمان مرور به بود. مطرح
و آمار ریاضیات، در جدیدی زمینه�ی فوق مسئله کرد. اشاره غیره و ژنتیک خطی، برنامه�های اقتصاد،

آورد. بوجود کامپیوتر علوم رشته�های
مطرح نویسی برنامه نظریه با ارتباط در کامپیوتر علوم زمینه�ی ١در ایبرت توسط کلاه مسئله اصل
٣ رابینسون توسط است. شده ارائه ٢٠٠٠ درسال ٢ ولمر و ایبرت توسط کلاه مسئله از نسخه یک شد.
توسط گراف روی کلاه مسئله بار اولین است. شده دنبال ٢٠٠٢ ،٢٠٠١ سال�های در ترتیب ۴به باهلر و

است. شده بیان [١۶] در ۵ کرزیوکووسکی
رساله در ایبرت توسط که است، شده نامیده زندانی» هفت «معمای بازیکن هفت با کلاه، مسئله
کوتوله�ها، زندانیان، مانند بازیکنان به�فرد منحصر تغییرات بعد�ها است. شده ارائه [٩] در خود دکتری

است. شده گرفته نظر در بازی افراد به�عنوان غیره و سکه�ها کودکان،
کلاه دو و بازیکن n با کلاه مسئله است. گردیده بیان [٨] در ۶ همینگ گذاری کد نظریه و کلاه مسئله

است. شده بررسی [١٠] در بازیکن ٢k − ١ برای همچنین و [۴] در رنگی
q ≥ ٢ به فوق مسئله تعمیم داشت: اشاره زیر موارد به می�توان فوق مسئله تعمیمات و تغییرات از
در [۶ ،١] در متقارن استراتژی و بازی ٧ استراتژی تصادفی توزیع است. شده بررسی [٢٠] در رنگ
به مجاز و بزنند حدس را خود کلاه رنگ باید بازیکنان فوق مسئله از دیگر نوع است. شده گرفته نظر
مسئله [١١] در است. درست حدس�های کردن ماکزیمم هدف و است شده بیان [١۵] در نیستند پاس
مثبت و صحیح عدد یک با مساوی یا بزرگتر درست حدس�های تعداد که استراتژی طراحی برای کلاه
مشابه مسئله است. شده مطرح ندارند معادل که رنگی کلاه�های توزیع [١٣] در است. شده بیان باشد
قرار بیت یک بازیکن هر پیشانی روی تصادفی به�طور و دارد وجود بازیکن n که [٢] در کلاه مسئله به

است. شده بیان بزنند حدس باید را بیت n این از یکی معادل �طور به بازیکنان و گرفته
زیر کاربردی موارد به می�توان جمله از دارد؛ فراوانی کاربرد�های عملی و علمی زمینه�های در کلاه مسئله
اقتصاد ،[۵] در ژنتیک برنامه�های ،[١۴ ،١١] در خطی برنامه�های ،[٣] در اطلاعات نظریه کرد: اشاره
[١٠ ،٩ ،١] در متوالی دنباله��های و [٢] در بولی توابع تقریب ،[١٣] در شناسی زیست ،[١۵ ،١] در
عملی و کاربردی برنامه�های از بسیاری به تعمیم قابل کلاه مسئله امیدواریم پایان در است. شده مطرح

١Ebert
٢Ebert and Vollmer
٣Robinson
۴Buhler
۵Krzywkowski
۶Hamming codes
٧strategies
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باشد. نیز دیگر
و بازیکنان با متناظر رئوس، می�گیریم. نظر در گراف روی را کلاه مسئله� پایان�نامه این در ما
را خود کلاه رنگ بازیکنان از یکی حداقل اگر می�دهیم. نشان یال یک با را بازیکن هر مشاهده�های
بازنده تیم صورت این غیر در است؛ برنده تیم نباشد نادرست دیگر بازیکنان حدس و بزند حدس درست
نامیده گراف در کلاه عدد ماکزیمم، مقدار این است، تیم شدن برنده احتمال کردن ماکزیمم هدف است.
می�کنیم. بررسی دورها و کامل گراف�های مسیر�ها، درختان، روی را فوق مسئله منظور این برای می�شود.

می�کنیم. بیان و بررسی بار اولین برای را دوری دو گراف�های روی را کلاه مسئله پایان در
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1. T. Balegh and N. Jafari Rad, Hat problem on some graphs, 2st National

Industrial Mathematics Conference (NIMC 2015).

2. On the hat problem on bicyclic graphs, submitted for publication.
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جداول لیست

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g٢(b, ∗) = b ١.٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g٢(b, ∗) = r ٢.٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g٢(r, ∗) = b ٣.٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g٢(r, ∗) = r ۴.٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g٣(∗, r, ∗, r) = r ۵.٢

ذ



١ فصل

قضایا و تعاریف

مستقل و تصادفی به�طور بازیکن هر و است شده اتاق یک وارد بازیکن n از متشکل تیمی : کلاه مسئله
خود کلاه رنگ از تصوری هیچ بازیکنان می�شود. مشخص خود سر در قرمز یا آبی رنگ به کلاه یک با
بازیکنان دیگر کلاه رنگ به کردن نگاه با باید بازیکن هر باشند، ارتباط در هم با این�که بدون ندارند.
بازیکنان با متناظر رئوس، است، تعریف قابل گراف یک با فوق مسئله بزند. حدس را خود کلاه رنگ
را خود کلاه رنگ بازیکنان از یکی حداقل اگر می�دهیم. نشان یال یک با را بازیکن هر مشاهده�های و
این غیر در است برنده تیم نزنند حدس نادرست را خود کلاه رنگ دیگر بازیکنان و بزند حدس درست
کلاه عدد ماکزیمم، مقدار این است؛ تیم شدن برنده احتمال کردن ماکزیمم هدف است. بازنده تیم صورت

می�دهیم. نمایش h(G) نماد با را آن و می�شود نامیده گراف در
به آتی فصل�های در که قضایایی همچنین و مقدماتی واژگان و نمادها تعاریف، بیان به فصل این در

می�پردازیم. نیازمندیم آن�ها

ناتهی مجموعه�ای از متشکل ،(V (G), E(G), ψG) مرتب سه�تایی یک G گراف [١۶] .١.٠.١ تعریف
G یال هر با که است ψG وقوع تابع و ،V (G) از مجزا یال�ها �E(G)ی مجموعه�ای راس�ها، �Vی (G)

باشند. گراف دو G و H کنید فرض می�کند. همراه را G راس�های از مجزا) لزوماً (نه نامرتب جفت یک
H ⊆ G نماد با را آن و باشد E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) گاه هر است G گراف زیر H

می�دهیم. نمایش

نمایش NG(v) نماد با را v راس باز همسایگی باشد. v ∈ V (G) کنید فرض [١۶] .٢.٠.١ تعریف
به را v راس بسته همسایگی .NG(v) = {x ∈ V (G) : vx ∈ E(G)} از است عبارت که می�دهیم

می�کنیم. تعریف NG[v] = NG(v)
∪
{v} صورت

راس همسایه�های تعداد با برابر می�دهیم، نمایش dG(v) نماد با که راسرا درجه [١۶] .٣.٠.١ تعریف
.dG(v) =| NG(v) | دیگر عبارت به است. v

راس�ها از متناوباً v٠, e٠, v١, e١, . . . , en, vn دنباله�ی یک k طول به گشت یک [١۶] .۴.٠.١ تعریف
نداشته تکراری یال هیچ که است گشتی گذر یک .ei = vi−١vi داریم: i هر �ازای به �که است یال�ها و
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حداقل طول به بسته�ای گذر دور یک باشد. نداشته تکراری راس هیچ که است گشتی مسیر یک باشد.
بین که است گرافی کامل گراف هستند. تکراری رئوس تنها راس آخرین و نخستین آن در که است یک
و می�دهیم نمایش Cn و Pn با ترتیب به را راس n با دور و مسیر باشد. موجود یال یک آن راس دو هر

می�کنیم. گذاری نماد Kn با را راس n با کامل گراف

V (G) = {v١, v٢, . . . , vn} را G گراف رئوس مجموعه کلیت، از کاستن بدون [١۶] .۵.٠.١ تعریف
{b, r} که می�کنیم تعریف c : V (G) → {b, r} به�صورت را G گراف آمیزی رنگ تابع بگیرید. نظر در
را vi رنگراس vi ∈ V (G)راس هر برای است. رنگقرمز r و آبی رنگ b است، رنگ�ها از مجموعه�ای
(c(v١), c(v٢), . . . , c(vn))به�صورت گرافGدنباله�ای رنگی یکحالت نمایشمی�دهیم. c(vi) نماد با
از است عبارت که می�دهیم نمایش C(G) نماد با را G گراف رنگی حالت�های همه مجموعه است.

.| C(G) |= ٢|V (G)|

si : V (G) → {b, r, ∗} صورت به را موقعیت تابع vi ∈ V (G) راس هر برای [١۶] .۶.٠.١ تعریف
این غیر در و است si(vj) ∈ {b, r} آن�گاه ببیند را vj راس بتواند vi راس اگر می�کنیم. تعریف
vj ∈ اگر است. si(vj) = c(vj) آن�گاه باشد vj ∈ NG(vi) اگر است. si(vj) = ∗ صورت
دنباله�ای به�صورت را Gگراف در vi راس هر موقعیت است. si(vj) = ∗ آن�گاه باشد V (G)−NG(vi)

Sti(G) نماد با را vi راس موقعیت�های همه مجموعه می�د�هیم. نمایش (si(v١), si(v٢), . . . , si(vn)) از
.| Sti(G) |= ٢|NG(vi)| از است عبارت که می�دهیم نشان

موقعیت یک r یا bرنگ به ∗ علامت هر تغییر با باشد. vi ∈ V (G) کنید فرض [١۶] .٧.٠.١ تعریف
گراف در vi راس از (t١, t٢, . . . , tn) موقعیت با (c١, c٢, . . . , cn) رنگی حالت� �می�شود. ایجاد جدید
داشته یکسانی رنگ آمده وجود به موقعیت و رنگی حالت در vi به مجاور راس هر اگر است. متناظر G
با G گراف در vi راس از موقعیت هر است. متناظر آن موقعیت با vi راس رنگی حالت آن�گاه باشد
حالت | V (G) | − | NG(vi) | ،vi راس موقعیت هر برای زیرا است، متناظر حالت ٢|V (G)|−|NG(vi)|

می�آید. پیش ∗ علامت

،V (H) = {v١, v٢, . . . , vm} که باشند گراف دو G و H کنید فرض [١۶] .٨.٠.١ تعریف
(a١, a٢, . . . , am, . . . , an) رنگی حالت �E(H)است. ⊆ E(G) و V (G) = {v١, v٢, . . . , vm, . . . , vn}

گاه هر است متناظر H گراف برای (b١, b٢, . . . , bm) رنگی حالت با G گراف برای
حالت دو هر در H گراف از راس هر دیگر عبارت به باشد، (a١, a٢, . . . , am) = (b١, b٢, . . . , bm)

متناظر G گراف رنگی حالت ٢n−m با H گراف رنگی حالت هر باشد. داشته یکسانی رنگ رنگی،
است.

،V (H) = {v١, v٢, . . . , vm} که باشند گراف دو G و H کنید فرض [١۶] .٩.٠.١ تعریف
(t١, t٢, . . . , tm, . . . , tn) موقعیت باشد. E(H) ⊆ E(G) و V (G) = {v١, v٢, . . . , vm, . . . , vn}

گاه هر است متناظر H گراف در vi راس (u١, u٢, . . . , um) موقعیت با G گراف در vi راس از
هر در Hگراف در vi به مجاور راس هر دیگر عبارت به باشد، (t١, t٢, . . . , tm) = (u١, u٢, . . . , um)

باشد. داشته یکسانی رنگ موقعیت دو
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راس آن وضعیت بیان را کلاهش رنگ مورد در راس هر کردن نظر اظهار [١۶] .١٠.٠.١ تعریف
تعریف به توجه با می�دهد. نتیجه را رنگی حالت هر بودن بازنده یا برنده وضعیت، بیان می�نامیم.
بیان نادرست را خود رنگ دیگر رئوس و کند بیان درست را خود رنگ راس یک حداقل اگر کلاه، مسئله
را خود رنگ رئوس بعضی یا نکند بیان را خود رنگ راسی اگر است. برنده حالت نتیجه آن�گاه نکنند

است. بازنده حالت نتیجه آن�گاه کنند بیان نادرست

کار دستور را می�کند مشخص موقعیت هر در را vi راس هر رفتار که قاعده�ای [١۶] .١١.٠.١ تعریف
صورت به را حدس کار دستور تابع می�دهیم. نمایش gi نماد با را آن و می�نامیم حدس

کند بیان را خود رنگ vi راس که معین موقعیت یک برای می�کنیم. تعریف gi : Sti(G) → {b, r, p}
گراف استراتژی داریم. را p حرف آن�گاه نکند بیان را خود رنگ vi راس اگر یا داریم را r یا b رنگ
با را G گراف استراتژی�های همه خانواده می�دهیم. نمایش (g١, g٢, . . . , gn) به�صورت دنباله�ای را G

می�کنیم. گذاری نماد F (G)

استراتژی موقعیتبا هر در vi اگر باشد. S ∈ F (G) و vi ∈ V (G) فرضکنید [١۶] .١٢.٠.١ تعریف
استراتژی با موقعیت هر در همیشه vi راس اگر است. gi ≡ p آن�گاه نکند بیان را خود رنگ هرگز S
معادل gi(T ) ̸= p با که gi(T ) ∈ {b, r} داریم T ∈ Sti(G) هر برای آن�گاه کند بیان را خود رنگ S

است.

یا برنده تیم که را G گراف رنگی حالت�های مجموعه .S ∈ F (G) کنید فرض [١۶] .١٣.٠.١ تعریف
داریم: می�کنیم؛ گذاری نماد Cl(S) و Cw(S) با ترتیب به را است بازنده
| Cw(S) | + | Cl(S) |=| C(G) |

شانس می�کنیم. گذاری نماد p(S) نماد با را S استراتژی هر موفقیت احتمال [١۶] .١۴.٠.١ تعریف
صورت به را G گراف کلاه عدد است. p(S) = |Cw(S)|

|C(G)| با برابر S استراتژی موفقیت
است. p(S) ≤ h(G) که کنید توجه می�کنیم. تعریف h(G) = max{p(S) : S ∈ F (G)}

خانواده است. بهینه S استراتژی آن�گاه باشد p(S) = h(G) اگر ،G گراف یک برای .١۵.٠.١ تعریف
می�دهیم. نشان F ٠(G) با را G گراف بهینه استراتژی�های همه

هر برای �که ،t,m١,m٢, . . . ,mt ∈ {١,٢, . . . , n} کنید فرض [١۶] .١۶.٠.١ تعریف
نمایش cmj

با را vmj
راس هر رنگ است. cmj

∈ {b, r} و mj ̸= mk ، j, k ∈ {١,٢, . . . , t}
می�کنیم. تعریف C(G, vcm١

m١ , v
cm٢
m٢ , . . . , v

cmt
mt صورت( به گرافGرا رنگی حالت�های مجموعه می�دهیم.

یا Cw(S, vcm١
m١ , v

cm٢
m٢ , . . . , v

cmt
mt ) با را G گراف رنگی حالت�های مجموعه .S ∈ F (G) کنید فرض

برنده تیم که است رنگی حالت�های مجموعه به�ترتیب که می�دهیم نمایش Cl(S, vcm١
m١ , v

cm٢
m٢ , . . . , v

cmt
mt )

است. C(G, vcm١
m١ , v

cm٢
m٢ , . . . , v

cmt
mt ) مجموعه� به متعلق فوق مجموعه دو هر است. بازنده یا

vmj
∈ NG(vi) ،j ∈ {١,٢, . . . , t} هر برای اگر .vi ∈ V (G) کنید فرض [١۶] .١٧.٠.١ تعریف

تعریف Sti(G, v
cm١
m١ , v

cm٢
m٢ , . . . , v

cmt
mt صورت( به را vi راس هر ممکن موقعیت�های مجموعه آن�گاه باشد

می�دهیم. نمایش cmj
با را vmj

راس هر رنگ و می�کنیم
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.h(H) ≤ h(G) آن�گاه باشد H ⊆ G اگر باشند. گراف دو Hو G کنید فرض [١۶] .١٨.٠.١ قضیه

خود رنگ همیشه نمی�تواند V (G) − V (H) مجموعه از راس هر باشد. H ⊆ G کنید فرض برهان.
گرفت. نادیده نمی�توان را NG(vi) − NH(vi) مجموعه از vi ∈ V (H) راس هر رنگ و نکند بیان را

است. H گراف کلاه عدد با مساوی یا بزرگتر G گراف کلاه عدد بنابراین

.h(G) ≥ ١
٢ داریم: G گراف هر برای .١٩.٠.١ نتیجه

است. h(G) ≥ ١
٢ ،(١٨.٠.١) قضیه به توجه با پس است، گرافی هر گراف K١زیر �که چون برهان.

تعریف به توجه با باشد. G گراف برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض [١۶] .٢٠.٠.١ تعریف
.p(S) ≥ ١

٢ درنتیجه ،h(G) ≥
١
٢ این�که از است. p(S) = h(G) ،(١۵.٠.١)

را می�دهد نتیجه را تیم بودن بازنده راس هر وضعیت بیان که حالت�هایی تعداد بعد قضیه در اکنون
می�کنیم. مشخص

vi راس اگر باشد. S ∈ F (G) و G از راسی vi و گراف یک G کنید فرض [١۶] .٢١.٠.١ قضیه
موقعیت این با متناظر رنگی حالت�های همه ١

٢ حداقل در آن�گاه کند بیان موقعیت یک در را خود رنگ
است. بازنده تیم

فرض مسئله کلیت از کاستن بدون کند. بیان را خود رنگ T موقعیت در vi راس کنید فرض برهان.
حالت�های همه دوم یک در است. gi(T ) = bپس کند بیان آبی T موقعیت در را خود رنگ vi راس کنید
پس است. قرمز vi راس رنگ که است معنا بدان این و است c(vi) = r ،T موقعیت با متناظر رنگی
هر در نتیجه در می�کند. بیان نادرست را خود رنگ vi راس بنابراین است. gi(T ) = b ̸= r = c(vi)

است. بازنده تیم حالات این از یک

استراتژی یک S ∈ F ٠(G) اگر باشد. G از راسی v و گراف یک G کنید فرض [١۶] .٢٢.٠.١ قضیه
.h(G) = ١

٢ آن�گاه کند بیان همیشه را خود رنگ v راس که باشد

داریم: (٢١.٠.١) قضیه به توجه با کند. بیان را خود رنگ حالت هر در v راس کنید فرض برهان.
پس .| Cl(S) |≥ |C(G)|

٢

p(S) =
| Cw(S) |
| C(G) |

=
| C(G) | − | Cl(S) |

| C(G) |
≤

| C(G) | − |C(G)|
٢

| C(G) |
=

١
٢

از .h(G) ≤ ١
٢ ،(١۵.٠.١) تعریف به توجه با پس ،S ∈ F ٠(G) که چون است. p(S) ≤ ١

٢ بنابراین
.h(G) = ١

٢ نتیجه در ،h(G) ≥
١
٢ طرفی

بدون کرد حذف G گراف از را راس یک می�توان کافی شرایط داشتن با می�کنیم ثابت بعد قضیه در
کند. تغییر گراف کلاه عدد این�که

استراتژی یک S ∈ F ٠(G) اگر باشد. G از راسی v و گراف یک G کنید فرض [١۶] .٢٣.٠.١ قضیه
.h(G) = h(G− v) آن�گاه نکند بیان را خود رنگ هرگز v راس که �باشد
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در v راس به مجاور راسی اگر باشد. زیر صورت به S ′ ∈ F (G − v) استراتژی کنید فرض برهان.
دستور آن�گاه نباشد vi /∈ NG(v) اگر می�کند. رفتار S استراتژی طبق بر G گراف آن�گاه نباشد G گراف
.g′i = gi نتیجه در می�کنیم، گذاری نماد g′i و gi با ترتیب به را S و′ S استراتژی با vi راس هر حدس کار
در v راس مجاور راس هر کنید فرض و باشد | Cw(S, vb) |≥| Cw(S, vr) | کنید فرض ابتدا در حال
vi ∈ NG(v) اگر صورت این در کند. رفتار S استراتژی اساس بر است آبی v راس زمانی�که G گراف
رنگی حالت هر نتیجه با S ′ استراتژی با C ′ رنگی حالت هر نتیجه است. g′i = gi|Sti(G,vb) آن�گاه باشد
است. آبی v راس که است حالتی با متناظر C رنگی حالت �که حالی در است، یکسان S استراتژی با C
استراتژی با S ′ استراتژی پس نمی�کند بیان را خود رنگ هرگز vراس S ′ و S استراتژی دو هر در که چون
.| Cw(S ′) |=| Cw(S, vb) | که است معنا بدان این می�کنند. رفتار یکسان است آبی v زمانی�که S

نتیجه در

p(S ′) =
| Cw(S ′) |
٢|V (G−v)| =

| Cw(S, vb) |
٢|V (G)|−١ =

٢ | Cw(S, vb) |
٢|V (G)|

≥ | Cw(S, vb) | + | Cw(S, vr) |
٢|V (G)| = p(S)

چون .p(S ′) > p(S) که می��شود ثابت مشابه به�طور آن�گاه باشد | Cw(S, vb) |<| Cw(S, vr) | اگر
داشت: خواهیم پس ،S ′ ∈ F (G− v) و S ∈ F ٠(G) �که

h(G) = p(S) ≤ p(S ′) ≤ h(G− v)

.h(G) = h(G− v) نتیجه در ،h(G) ≥ h(G− v) طرفی از

رئوس بعضی که باشد رنگی حالت C کنید فرض باشد. G گراف برای استراتژی یک S کنید فرض
بودن برنده درست وضعیت بیان حالت یک کلاه، مسئله تعریف به توجه با می�کنند، بیان را خود رنگ
است روشن می�دهد. نتیجه را تیم بودن بازنده نادرست وضعیت بیان حالت یک و می�دهد نتیجه را تیم

ببخشند. بهبود را C رنگی حالت هر نتیجه نمی�توانند دیگر رئوس وضعیت بیان





٢ فصل

گراف�های برخی و درختان روی کلاه مسئله
خاص

مقدمه ١.٢

برای بالایی کران سپس می�کنیم، بررسی و بیان درختان و مسیر�ها روی را کلاه مسئله ابتدا فصل این در
کامل گراف�های روی را مثال چند فصل پایان در می�کنیم. ارائه رئوس درجه داشتن با موفقیت شانس

می�آوریم. به�دست دقیق به�طور را کلاه عدد مورد هر در و می�گیریم نظر در

کلاه عدد محاسبه ٢.٢

.h(Pn) =
١
٢ داریم: Pn مسیر هر برای [١۶] .١.٢.٢ قضیه

باشد. E(Pn) = {v١v٢, v٢v٣, . . . , vn−١vn} و V (Pn) = {v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض برهان.
می�گیریم. نظر در زیر در را n ≥ ۶ و n = ۵ ،n = ۴ ،n = ٣ ،n = ٢ ،n = ١ حالت شش

.h(P١) = h(K١) =
١
٢ نتیجه در است. P١ = K١ که چون باشد. n = ١ کنید فرض ابتدا در

مانند رئوس بعضی اگر باشد. P٢ برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض باشد. n = ٢ کنید فرض
چون .h(P٢) = h(P٢− vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه نکنند بیان را خود رنگ هرگز vi
کنند. بیان را خود رنگ v٢ و v١ کنید فرض اکنون .h(P٢) = h(P١) =

١
٢ نتیجه در ،P٢ − vi = P١

.h(P٢) =
١
٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه کند بیان همیشه را خود رنگ رئوس از یکی اگر

vراس١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون آن�گاه نکنند بیان را خود رنگ همیشه v٢ یا v١ اگر
چهار کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت دراین و �کند بیان را خود رنگ است آبی v٢ راس زمانی�که

می�گیریم. نظر در v٢ مورد در را زیر احتمال



٨ خاص گراف�های برخی و درختان روی کلاه مسئله .٢

.g٢(b, ∗) = b (٢.١)

.g٢(b, ∗) = r (٢.٢)

.g٢(r, ∗) = b (٢.٣)

.g٢(r, ∗) = r (٢.۴)
- (برنده)، درست وضعیت بیان + قرمز، رنگ r آبی، رنگ b است شده ارائه زیر در که جداولی در
نماد نمی�کند، بیان را خود رنگ (i ∈ {١,٢}) vi راس خالی مربع و (بازنده) نادرست وضعیت بیان

می�کنیم. گذاری

g٢(b, ∗) = b :١.٢ جدول
شماره رئوس رنگ رئوس وضعیت بیان نتیجه

v١ v٢ v١ v٢

١ b b + + +
٢ b r - -
٣ r b - -
۴ r r -

g٢(b, ∗) = r :٢.٢ جدول
شماره رئوس رنگ رئوس وضعیت بیان نتیجه

v١ v٢ v١ v٢

١ b b + - -
٢ b r + +
٣ r b - -
۴ r r -

g٢(r, ∗) = b :٣.٢ جدول
شماره رئوس رنگ رئوس وضعیت بیان نتیجه

v١ v٢ v١ v٢

١ b b + +
٢ b r -
٣ r b - + -
۴ r r - -



٩ کلاه عدد محاسبه .٢.٢

g٢(r, ∗) = r :۴.٢ جدول
شماره رئوس رنگ رئوس وضعیت بیان نتیجه

v١ v٢ v١ v٢

١ b b + +
٢ b r -
٣ r b - - -
۴ r r + +

داریم: بنابراین .| C(P٢) |= ۴ و | Cw(S) |= ١ داریم: ٣.٢ ٢.٢؛ ١.٢؛ جداول در

p(S) =
| Cw(S) |
| C(P٢) |

=
١
۴ <

١
٢

است. تناقض در p(S) ≥ ١
٢ با این

است. p(S) = ٢
۴ = ١

٢ بنابراین .| C(P٢) |= ۴ و | Cw(S) |= ٢ داریم: ۴.٢ جدول در اما
.h(P٢) =

١
٢ نتیجه در ،S ∈ F ٠(P٢) � چون

را خود رنگ هرگز v٣ یا v١ اگر باشد. P٣ برای بهینه استراتژی یک S و n = ٣ کنید فرض
قضیه به توجه با آن�گاه نکند بیان را خود رنگ v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون نکنند، بیان
.h(P٣) = h(P٢) =

١
٢ نتیجه در ،P٣ − v١ = P٢ چون .h(P٣) = h(P٣ − v١) داریم: (٢٣.٠.١)

آن�گاه کنند بیان را خود رنگ همیشه v٣ یا v١ اگر کنند. بیان را خود رنگ v٣ و v١ کنید فرض اکنون
نکنند بیان را خود رنگ همیشه v٣ یا v١ راس اگر .h(P٣) = ١

٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه به توجه با
این در و کند، بیان است آبی v٢ زمانی�که را خود رنگ v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون آن�گاه

می�گیریم: نظر در v٣ مورد در را زیر احتمال دو کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت

کند. بیان را خود رنگ است آبی v٢ زمانی�که v٣ (١)

نمی�کند. بیان را خود رنگ است آبی v٢ زمانی�که v٣ (٢)

این در استراتژی دو این تفاوت تنها و باشد S استراتژی با متفاوت S ′ استراتژی کنید فرض (١)
را خود رنگ v١ است آبی v٢ که حالت هر در نمی�کند. بیان را خود رنگ است آبی v٢ زمانی�که v٣ که است
.p(S) ≤ p(S ′) بنابراین کند. بهتر را رنگی حالت هر نتیجه نمی�تواند v٣ وضعیت بیان پس می�کند بیان
استراتژی با را خود رنگ هرگز v٣ اگر است. بهینه P٣ برای نیز S ′ استراتژی پس ،S ∈ F ٠(P٣) چون
رنگ v٣ که وقتی حال می�گیریم. نظر در را داشتیم S استراتژی درمورد قبلا که احتمالاتی نکند بیان S ′

می�گیریم. نظر در (٢) قسمت در می�کند بیان را خود
زمانی�که ترتیب) به ،v٣ ) v١ �که چون می�کند. بیان را خود رنگ باشد قرمز v٢ زمانی�که v٣ یقیناً (٢)

داریم: (٢١.٠.١) قضیه به توجه با می�کند، بیان را خود رنگ باشد ترتیب) به ، قرمز ) آبی v٢

| Cl(S, vb٢) |≥
| C(P٣, v

b
٢) |

٢ , | Cl(S, vr٢) |≥
| C(P٣, v

r
٢) |

٢



١٠ خاص گراف�های برخی و درختان روی کلاه مسئله .٢

| Cl(S) |=| Cl(S, vb٢) | + | Cl(S, vr٢) |≥
| C(P٣, v

b
٢) |

٢ +
| C(P٣, v

r
٢) |

٢ =
| C(P٣) |

٢
پس

p(S) =
| Cw(S) |
| C(P٣) |

=
| C(P٣) | − | Cl(S) |

| C(P٣) |
≤

| C(P٣) | − |C(P٣)|
٢

| C(P٣) |
=

١
٢

،h(P٣) ≥ ١
٢ طرفی از ،h(P٣) ≤ ١

٢ پس است، P٣ برای بهینه استراتژی یک S ∈ F ٠(P٣) این�که از
.h(P٣) =

١
٢ نتیجه در

رنگ هرگز vi مانند رئوس بعضی اگر باشد. P۴ برای بهینه استراتژی یک S و n = ۴ کنید فرض
i ∈ {١,۴} اگر .h(P۴) = h(P۴ − vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به بنا آن�گاه نکنند بیان را خود
باشد i ∈ {٢,٣} اگر .h(P۴) = h(P٣) =

١
٢ داشت: خواهیم بنابراین ،P۴ − vi = P٣ آن�گاه باشد

داریم: (١٨.٠.١) قضیه به توجه با پس ،P١ ∪ P٢ ⊆ P٣ � چون است. P۴ − vi = P١ ∪ P٢ آن�گاه
نتیجه در ،h(P۴) ≥ ١

٢ طرفی از ،h(P۴) = h(P١ ∪ P٢) ≤ ١
٢ بنابراین .h(P١ ∪ P٢) ≤ h(P٣) =

١
٢

همیشه را خود رنگ رئوس بعضی اگر کند. بیان را خود رنگ راس هر کنید فرض اکنون .h(P۴) =
١
٢

همیشه را خود رنگ راس هیچ اگر .h(P۴) =
١
٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه کنند بیان

کند بیان را خود رنگ است آبی v٢ زمانی�که v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون آن�گاه نکند بیان
است. NP۴ [v١] ∩ NP۴ [v۴] = ϕ این�که از مشابه به�طور کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و
کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ است آبی v٣ زمانی�که v۴ کنید فرض

می�گیریم: نظر در v٣ و v٢ درمورد را زیر احتمال دو

بیان را خود رنگ است آبی v٢ زمانی�که v٣ یا می�کند بیان را خود رنگ است آبی v٣ زمانی�که v٢ (١)
می�کند.

بیان را خود رنگ است آبی v٢ زمانی�که v٣ و نمی�کند بیان را خود رنگ است آبی v٣ زمانی�که v٢ (٢)
نمی�کند.

این در استراتژی دو این تفاوت تنها و باشد S استراتژی با متفاوت S ′ استراتژی کنید فرض (١)
بیان را خود رنگ است آبی v٢ زمانی�که v٣ یا نمی�کند بیان را خود رنگ است آبی v٣ زمانی�که v٢ که است
می�کند. بیان را خود رنگ ترتیب) به ،v١) v۴ است آبی ترتیب) به ،v٢) v٣ حالت هر در که چون نمی�کند.
.p(S) ≤ p(S ′) بنابراین کند. بهتر را رنگی حالت هر نتیجه نمی�تواند ترتیب) به ،v٣) v٢ وضعیت بیان
هرگز S ′ استراتژی با v٣ یا v٢ اگر است. بهینه P۴ برای نیز S ′ استراتژی پس ،S ∈ F ٠(P۴) این�که از
که وقتی حال می�گیریم. نظر در را داشتیم S استراتژی درمورد قبلا که احتمالاتی نکند بیان را خود رنگ

می�گیریم. نظر در (٢) قسمت در می�کنند بیان را خود رنگ v٣ و v٢
بازنده حالت ٧ در تیم آن�گاه باشد c(v۴) = r و c(v٣) = b یا c(v٢) = b و c(v١) = r اگر (٢)
در v٢ مورد در را زیر احتمال چهار می�کند. بیان را خود رنگ باشد قرمز v٣ زمانی�که تنها v٢ زیرا است،

می�گیریم: نظر
.g٢(b, ∗, r, ∗) = b (٢.١)



١١ کلاه عدد محاسبه .٢.٢

.g٢(b, ∗, r, ∗) = r (٢.٢)

.g٢(r, ∗, r, ∗) = b (٢.٣)

.g٢(r, ∗, r, ∗) = r (٢.۴)
�که چون (٢.١) احتمال

| Cl(S, vb١, vr٢, vr٣) |=| C(P۴, v
b
١, v

r
٢, v

r
٣) |= ٢

داریم:
C(P۴, v

b
١, v

r
٢, v

r
٣) ∩

(
C(P۴, v

r
١, v

b
٢) ∪ C(P۴, v

b
٣, v

r
۴)
)
= ϕ

پس است، برنده حالت ٧ در تیم بنابراین است. بازنده حالت ٧+ ٢ = ٩ حداقل در تیم پس
(٢.١) احتمال مشابه (٢.٣) و (٢.٢) احتمال است. تناقض در p(S) ≥ ١

٢ با این و ،p(S) ≤
٧
١۶ <

١
٢

می�شود. حل
زیر احتمال چهار بنابراین می�کند. بیان را خود رنگ باشد قرمز v٢ زمانی�که تنها v٣ ،(٢.۴) احتمال

می�گیریم: نظر در v٣ مورد در را
.g٣(∗, r, ∗, b) = b (٢.۴.١)
.g٣(∗, r, ∗, b) = r (٢.۴.٢)
.g٣(∗, r, ∗, r) = b (٢.۴.٣)
.g٣(∗, r, ∗, r) = r (٢.۴.۴)

با مشابه v٢ وضعیت بیان از دنباله�ای گرفتن نظر در بدون (٢.۴.٣) ،(٢.۴.٢) ،(٢.۴.١) احتمالات
می�کنند. عمل (٢.٣) ،(٢.٢) ،(٢.١) احتمالات

و | Cw(S) |= ٨ داریم: است. شده ارائه ۵.٢ جدول در احتمال این تحلیل (٢.۴.۴)
.h(P۴) =

١
٢ نتیجه در ،S ∈ F ٠(P۴) چون است. p(S) = ٨

١۶ = ١
٢ بنابراین .| C(P۴) |= ١۶

،i ∈ {١,٣,۵} هر برای اگر باشد. P۵ برای بهینه استراتژی یک S و n = ۵ کنید فرض اکنون
اگر .h(P۵) = h(P۵ − vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه نکند بیان را خود رنگ vi راس
آن�گاه باشد i = ٣ اگر .h(P۵) = h(P۴) = ١

٢ نتیجه در ،P۵ − vi = P۴ آن�گاه باشد i ∈ {١,۵}
داریم: (١٨.٠.١) قضیه به توجه با ،P٢ ∪ P٢ ⊆ P۴ که آن�جایی از است. P۵ − v٣ = P٢ ∪ P٢

.h(P۵) =
١
٢ نتیجه در ،h(P۵) ≥ ١

٢ طرفی از ،h(P۵) ≤ ١
٢ پس .h(P٢ ∪ P٢) ≤ h(P۴) =

١
٢

رنگ رئوس بعضی اگر کند. بیان را خود رنگ {v١, v٣, v۵} مجموعه از راس هر کنید فرض اینک
مجموعه از راس هیچ اگر .h(P۵) =

١
٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه بنابه آن�گاه کنند بیان همیشه را خود

زمانی�که v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون آن�گاه نکند بیان را خود رنگ همیشه {v١, v٣, v۵}
از مشابه، به�طور کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ است آبی v٢
کند بیان را خود رنگ است آبی v۴ زمانی�که v۵ کنید فرض است. NP۵ [v١] ∩NP۵ [v۵] = ϕ آنجایی�که

می�گیریم: نظر در v٣ مورد در را زیر احتمال دو کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و

می�کند. بیان را خود رنگ باشد آبی v۴ یا v٢ زمانی�که v٣ (١)

نمی�کند. بیان را خود رنگ باشد آبی v۴ یا v٢ زمانی�که v٣ (٢)



١٢ خاص گراف�های برخی و درختان روی کلاه مسئله .٢

g٣(∗, r, ∗, r) = r :۵.٢ جدول
شماره رئوس رنگ رئوس وضعیت بیان نتیجه

v١ v٢ v٣ v۴ v١ v٢ v٣ v۴

١ b b b b + + +
٢ b b b r + - -
٣ b b r b + +
۴ b b r r + +
۵ b r b b + +
۶ b r b r - - -
٧ b r r b -
٨ b r r r + +
٩ r b b b - + -
١٠ r b b r - - -
١١ r b r b - - -
١٢ r b r r - - -
١٣ r r b b + +
١۴ r r b r - - -
١۵ r r r b + +
١۶ r r r r + + +

است این در استراتژی دو تفاوت تنها باشد. S استراتژی با متفاوت S ′ استراتژی کنید فرض (١)
ترتیب) به ،v۴) v٢ حالت هر در که چون نمی�کند. بیان است آبی v۴ یا v٢ زمانی�که را خود رنگ v٣ که
حالت هر نتیجه نمی�تواند v٣ وضعیت بیان پس می�کند، بیان را خود رنگ ترتیب) به ،v۵) v١ است، آبی
نیز S ′ استراتژی پس ،S ∈ F ٠(P۵) آنجایی�که از است. p(S) ≤ p(S ′) بنابراین کند. بهتر را رنگی
مورد در قبلا که احتمالاتی نکند، بیان S ′ استراتژی با را خود رنگ هرگز v٣ اگر است. بهینه P۵ برای
می�گیریم. نظر در زیر در را می�کند بیان را خود رنگ v٣ که وقتی حال داریم. را گرفتیم نظر در S استراتژی
٢−٢٣+٢٣ = ١۴ در تیم آن�گاه باشد c(v۵) = r و c(v۴) = b یا c(v٢) = b و c(v١) = r اگر (٢)
از کاستن بدون می�کند، بیان باشد قرمز v۴ و v٢ زمانی�که را رنگخود v٣ که کنید توجه است. بازنده حالت
c(v٢) = c(v٣) = c(v۴) = r اگر کند. بیان آبی را رنگخود v٣ موقعیت این در فرضکنید مسئله کلیت

آن�جایی�که از است. بازنده حالت ۴ در تیم آن�گاه )باشد
C(P۵, v

r
١, v

b
٢) ∪ C(P۵, v

b
۴, v

r
۵)
)
∩ C(P۵, v

r
٢, v

r
٣, v

r
۴) = ϕ

داریم: پس است، برنده حالت ١۴ در تیم بنابراین است. بازنده حالت ١۴ + ۴ = ١٨ حداقل در تیم
است. تناقض در P (S) ≥ ١

٢ با این و ،p(S) ≤
١۴
٣٢ <

١
٢

با اینک است. مثبت و صحیح عدد n که می�کنیم، بررسی را مسئله n ≥ ۶ برای کلی حالت در
h(Pn−١) = ١

٢ کنید فرض استقرا: فرض می�کنیم. استنباط و ثابت مسیر رئوس تعداد روی استقرا
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است. h(Pn) =
١
٢ می�کنیم ثابت حال استقرا: حکم باشد.

رنگ هرگز vi راس ،i ∈ {١,٣, n} هر برای اگر باشد. Pn برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض
پس باشد، i ∈ {١, n} اگر .h(Pn) = h(Pn−vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به بنا آن�گاه نکند بیان را خود
.h(Pn) = h(Pn−vi) = ١

٢ نتیجه در .h(Pn−١) =
١
٢ فرضاستقرا به توجه با آن�گاه ،Pn−vi = Pn−١

قضیه به توجه با و ،P٢ ∪ Pn−٣ ⊆ Pn−١ � چون ،Pn − v٣ = P٢ ∪ Pn−٣ آن�گاه باشد i = ٣ اگر
از .h(Pn) = h(P٢ ∪ Pn−٣) ≤ ١

٢ بنابراین . h(P٢ ∪ Pn−٣) ≤ h(Pn−١) =
١
٢ داریم: (١٨.٠.١)

.h(Pn) =
١
٢ نتیجه در ، h(Pn) ≥ ١

٢ طرفی
همیشه رئوس بعضی اگر کند. بیان را خود رنگ {v١, v٣, vn} مجموعه از راس هر کنید فرض اکنون
مجموعه از راس هیچ اگر .h(Pn) = ١

٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه به بنا آن�گاه کنند بیان را خود رنگ
زمانی v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون آن�گاه نکند بیان را خود رنگ همیشه {v١, v٣, vn}
از مشابه، به�طور کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ است آبی v٢ که
را خود رنگ است آبی vn−١ که زمانی vn که می�کنیم فرض است. NPn [v١]∩NPn [vn] = ϕ آنجایی�که
می�گیریم: نظر در v٣ مورد در را زیر احتمال دو کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و کند بیان

می�کند. بیان را خود رنگ است آبی v٢ که زمانی v٣ (١)

نمی�کند. بیان را خود رنگ است آبی v٢ که زمانی v٣ (٢)

این در استراتژی دو این تفاوت تنها باشد. متفاوت S استراتژی با S ′ استراتژی کنید فرض (١)
آبی v٢ که حالت هر در v١ که آنجایی از نمی�کند. بیان را خود رنگ است آبی v٢ که زمانی v٣ که است
داشته تأثیر نمی�تواند حالت هر نتیجه کردن بهتر در v٣ وضعیت بیان پس می�کند، بیان را خود رنگ است
است. بهینه Pn برای نیز S ′ استراتژی پس ،S ∈ F ٠(Pn) چون است. p(S) ≤ p(S ′) بنابراین باشد.
داشتیم S استراتژی مورد در قبلا که احتمالاتی آن�گاه نکند بیان را خود رنگ هرگز S ′ استراتژی با v٣ اگر

می�گیریم. نظر در زیر در می�کند بیان را خود رنگ v٣ که وقتی می�گیریم. نظر در را
در تیم آن�گاه باشد c(vn) = r و c(vn−١) = b یا c(v٢) = b و c(v١) = r اگر (٢)

قرمز v٢ که زمانی v٣ که کنید توجه است. بازنده حالت
(
١
۴ +

١
۴ −

١
۴٢

)
| C(Pn) |= ٧

١۶ | C(Pn) |
آبی v۴ و قرمز v٢ که زمانی v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون می�کند. بیان را خود رنگ است
c(v٢) = c(v٣) = r اگر کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ است
شده شمارش c(vn) = r و c(vn−١) = b حالت�های همه است. بازنده تیم آن�گاه باشد c(v۴) = b و
باقی (c(vn−١) = r یا c(vn) = b) و c(v۴) = b ،c(v٢) = c(v٣) = r حالت�های از یکی است.
رو این از داریم، نادرست وضعیت بیان حالت ١

٢٣ ·
٣
۴ · | C(Pn) |= ٣

٣٢ | C(Pn) | بنابراین می�ماند.
١۵
٣٢ | C(Pn) | در تیم پس است. بازنده حالت ( ٧

١۶ +
٣
٣٢) | C(Pn) |= ١٧

٣٢ | C(Pn) | حداقل در تیم
است. تناقض در p(S) ≥ ١

٢ با این و ،p(S) ≤
١۵
٣٢ <

١
٢ نتیجه در است. برنده حالت

.h(T ) = ١
٢ داریم: T درخت هر برای [١۶] .٢.٢.٢ قضیه

آن�گاه باشد داشته راس یک درخت اگر می�کنیم. ثابت T درخت رئوس تعداد روی استقرا با برهان.
باشد. راس n ≥ ٢ با درختی T کنید فرض حال .h(K١) = h(P١) =

١
٢ نتیجه در است، T = K١
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ثابت استقرا: حکم باشد. h(T ′) = ١
٢ راس، n − ١ با T ′ درخت هر برای کنید فرض استقرا: فرض

دارای دقیقاً T اگر دارد. برگ دو حداقل درخت هر است. راس n با درختی T که ،h(T ) = ١
٢ می�کنیم

حداقل T اگر .h(T ) = ١
٢ نتیجه در مسیراست. یک T ،(١.٢.٢) قضیه به توجه با آن�گاه باشد برگ دو

استراتژی یک S کنید فرض باشند. درخت برگ سه v٣ و v٢ ،v١ کنید فرض آن�گاه باشد داشته برگ سه
T درخت برگ هر برای هستند، T درخت برگ�های v٣ و v٢ ،v١ که آن�جایی از باشد. T برای بهینه
با آن�گاه نکند بیان را خود رنگ هرگز vi راس i ∈ {١,٢,٣} هر برای اگر دارد. وجود موقعیت دو دقیقاً
است، راس n− ١ با درختی T − vi که چون .h(T ) = h(T − vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به توجه
مجموعه از راس هر کنید فرض اکنون .h(T ) = ١

٢ نتیجه در .h(T − vi) =
١
٢ استقرا فرض به توجه با

قضیه به بنا آن�گاه کند بیان را خود رنگ همیشه راس یک اگر کند. بیان را خود رنگ {v١, v٢, v٣}
موقعیت یک دقیقاً در {v١, v٢, v٣} مجموعه از راس هر کنید فرض .h(T ) = ١

٢ داریم: (٢٢.٠.١)
می�گیریم: نظر در را زیر احتمال دو کند. بیان را خود رنگ

دیگر عبارت به باشند، داشته مشترک همسایه {v١, v٢, v٣} مجموعه از برگ دو حداقل (١)
.i ̸= j و i, j ∈ {١,٢,٣} هر برای NT (vi) = NT (vj)

دیگر عبارت به باشند، نداشته مشترک همسایه {v١, v٢, v٣} مجموعه از راس هر (٢)
.NT (v١) ̸= NT (v٣) و NT (v١) ̸= NT (v٢) ̸= NT (v٣)

نظر در vj و vi مورد در را زیر احتمال دو باشد. NT (vi) = NT (vj) = {x} کنید فرض (١)
می�گیریم.

کنند. بیان را خود رنگ یکسان موقعیت در vj و vi (١.١)
کنند. بیان را خود رنگ متفاوت موقعیت�های در vj و vi (٢.٢)

کنند. بیان را خود رنگ است آبی x که زمانی vj و vi کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (١.١)
vj که است این در استراتژی دو این تفاوت تنها و باشد متفاوت S استراتژی با S ′ استراتژی کنید فرض
را خود رنگ vi است آبی x که حالت هر در که چون نمی�کند. بیان را خود رنگ است آبی x که زمانی
از .p(S) ≤ p(S ′) بنابراین کند. بهتر نمی�تواند را حالت هر نتیجه vj وضعیت بیان پس می�کند، بیان
استراتژی با را خود رنگ هرگز vj اگر است. بهینه T برای نیز S ′ استراتژی پس ،S ∈ F ٠(T ) آنجایی�که

می�گیریم. نظر در را داشتیم S استراتژی مورد در قبلا که احتمالات آن�گاه نکند بیان S ′

و کند؛ بیان را خود رنگ است آبی x که زمانی vi کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (١.٢)
داریم: (٢١.٠.١) قضیه به توجه با کند. بیان را خود رنگ است قرمز x که زمانی vj

| Cl(S, xb) |≥ | C(T, xb) |
٢ , | Cl(S, xr) |≥ | Cl(T, xr) |

٢

| Cl(S) |=| Cl(S, xb) | + | Cl(S, xr) |≥ | C(T, xb) |
٢ +

| C(T, xr) |
٢ =

| C(T ) |
٢

داشت: خواهیم آن�گاه

p(S) =
| Cw(S) |
| C(T ) |

=
| C(T ) | − | Cl(S) |

| C(T ) |
≤

| C(T ) | − |C(T )|
٢

| C(T ) |
=

١
٢
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.h(T ) = ١
٢ نتیجه در ،h(T ) ≥

١
٢ طرفی از .h(T ) ≤ ١

٢ داریم: ،S ∈ F ٠(T ) که آن�جایی از
مسئله کلیت از کاستن بدون باشد. NT (vi) = {v′i} کنید فرض i ∈ {١,٢,٣} هر برای (٢)
بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ است آبی v′١ که زمانی v١ کنید فرض
که زمانی v٢ که �کنید فرض است. v′١ ̸= v′٣ و v′١ ̸= v′٢ ̸= v′٣ که آن�جایی از مشابه، طور به کند.
v′٣ که زمانی v٣ کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ است آبی v′٢
مجموعه از راس هیچ کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ است آبی
اگر باشد. c(v′١) = c(v′٢) = c(v′٣) = r اگر تنها اگر نمی�کند بیان را خود رنگ {v١, v٢, v٣}
آن�گاه باشد (c(v٣) = r و c(v′٣) = b) یا (c(v٢) = r و c(v′٢) = b) یا (c(v١) = r و c(v′١) = b)

٢٧
۶۴ | C(T ) | در تیم بنابراین است. بازنده حالت

(
١− (١− ١

۴)
٣) | C(T ) |= ٣٧

۶۴ | C(T ) | در تیم
نتیجه در است، برنده حالت

p(S) =
| Cw(S) |
| C(T ) |

≤
٢٧
۶۴ | C(T ) |
| C(T ) |

=
٢٧
۶۴ <

١
٢

است. تناقض در p(S) ≥ ١
٢ با این

قضیه در می�گیریم. نظر در می�دانیم را گراف آن رئوس درجه تنها که گرافی روی را کلاه، مسئله اکنون
می�آوریم. دست به رئوس درجه داشتن با استراتژی هر موفقیت شانس برای بالایی کران زیر

داریم: باشد. گراف این برای استراتژی یک S و گراف یک G کنید فرض [١۶] .٣.٢.٢ قضیه

| Cw(S) |≤
∑

v∈V (G)

⌊٢dG(v)+١ − | Cw(S) |
٢|V (G)|−dG(v)−١ ⌋ · ٢

|V (G)|−dG(v)−١

در را خود رنگ موقعیت هر در vi راس هر باشد. G از راسی vi و گراف یک G کنید فرض برهان.
٢|V (G)|−dG(vi) با متناظر vi راس موقعیت هر زیرا می�کند، بیان نادرست حالت ٢|V (G)|−dG(vi)−١ دقیقاً

حداقل در را خود رنگ vi راس می�کند. بیان را خود رنگ vi راس حالات این ١
٢ در و است حالت

⌊٢dG(vi)+١ − | Cw(S) |
٢|V (G)|−dG(vi)−١ ⌋+ ١

در حداقل vi راس وضعیت بیان و �کند بیان نمی�تواند موقعیت

٢|V (G)|−dG(vi)−١
(
⌊٢dG(vi)+١ − | Cw(S) |

٢|V (G)|−dG(vi)−١ ⌋+ ١
)

> ٢|V (G)|−dG(vi)−١
(
٢dG(vi)+١ − | Cw(S) |

٢|V (G)|−dG(vi)−١

)
= ٢|V (G)|− | Cw(S) |

داریم: است. بازنده حالت ٢|V (G)|− | Cw(S) | در تیم پس است. نادرست حالت
| C(G) | −(٢|V (G)|− | Cw(S) |) = ٢|V (G)| − ٢|V (G)|+ | Cw(S) |=| Cw(S) |

را خود رنگ vi راس که چون است. تناقض در است برنده تیم که حالاتی تعداد | Cw(S) | با این لیکن
در حداقل

⌊٢dG(vi)+١ − | Cw(S) |
٢|V (G)|−dG(vi)−١ ⌋+ ١
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زیرا است. درست حالت ٢|V (G)|−dG(vi)−١ دقیقاً در vi راس هر وضعیت بیان نمی�کند. بیان موقعیت
بیان را خود رنگ vi راس حالات این ١

٢ در است، حالت ٢|V (G)|−dG(vi) با متناظر vi راس موقعیت هر
حداکثر در vi راس بنابراین می�کند.

⌊٢dG(vi)+١ − | Cw(S) |
٢|V (G)|−dG(vi)−١ ⌋ · ٢

|V (G)|−dG(vi)−١

حداکثر در تیم کلی حالت در پس می�کند. بیان درست را خود رنگ ∑حالت
v∈V (G)

⌊٢dG(v)+١ − | Cw(S) |
٢|V (G)|−dG(v)−١ ⌋ · ٢

|V (G)|−dG(v)−١

است. برنده حالت

راس ۴ و ٣ ،٢ با کامل گراف�های برای S استراتژی موفقیت شانس برای بالایی کران زیر در اکنون
می�آوریم. دست به دقیق طور به را کلاه عدد مورد هر در می�کنیم. ارائه ترتیب به

.h(K٢) =
١
٢ .۴.٢.٢ مثال

داریم: (٣.٢.٢) قضیه به توجه با باشد. K٢ برای استراتژی یک S کنید فرض حل.

| Cw(S) |≤
∑

v∈V (K٢)

⌊٢dK٢ (v)+١ − | Cw(S) |
٢|V (K٢)|−dK٢ (v)−١ ⌋ · ٢

|V (K٢)|−dK٢ (v)−١

داریم: است. همسایه یک دارای دقیقاً K٢ راس هر و است | V (K٢) |= ٢ که چون

| Cw(S) |≤ ٢ · ⌊٢٢− | Cw(S) |⌋ ⇔| Cw(S) |≤ ٨− ٢ | Cw(S) |⇔| Cw(S) |≤ ٢٢٣
داشت: خواهیم می�گیریم، نظر در | Cw(S) |≤ ٢ پس ،| Cw(S) |∈ N چون

p(S) =
| Cw(S) |
| C(K٢) |

≤ ٢
٢٢

=
١
٢

نتیجه در ،h(K٢) ≥ ١
٢ طرفی از .h(K٢) ≤ ١

٢ داریم: است، K٢ برای بهینه استراتژی یک S این�که از
.h(K٢) =

١
٢

.h(K٣) =
٣
۴ .۵.٢.٢ مثال

داریم: (٣.٢.٢) قضیه به توجه با باشد. K٣ برای استراتژی یک S کنید فرض حل.

| Cw(S) |≤
∑

v∈V (K٣)

⌊٢dK٣ (v)+١ − | Cw(S) |
٢|V (K٣)|−dK٣ (v)−١ ⌋ · ٢

|V (K٣)|−dK٣ (v)−١

داریم: است، همسایه دو دارای دقیقاً K٣ راس هر و است | V (K٣) |= ٣ آنجایی�که از
| Cw(S) |≤ ٣ · ⌊٢٣− | Cw(S) |⌋ ⇔| Cw(S) |≤ ٢۴− ٣ | Cw(S) |⇔| Cw(S) |≤ ۶

داشت: خواهیم

p(S) =
| Cw(S) |
| C(K٣) |

≤ ۶
٢٣

=
٣
۴

،S١ ∈ F (K٣) کنید فرض است. h(K٣) ≤ ٣
۴ پس است، K٣ برای بهینه استراتژی یک S ازآنجایی�که

با همسایه دو راس هر اگر می�گیرد. نظر در را خود همسایه دو رنگ راس هر که باشد استراتژی یک
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همسایه دو راس هر اگر می�کند. بیان دو آن مخالف رنگ را خود رنگ آن�گاه باشد داشته یکسان رنگ
که می�شود دیده روشنی به نمی�کند. بیان را خود رنگ راس هر آن�گاه باشد داشته هم مخالف رنگ با
.p(S١) = |Cw(S)|

|C(K٣)|
= ۶

٨ = ٣
۴ داریم: ،| C(K٣) |= ٢٣ = ٨ آنجایی�که از است. | Cw(S١) |= ۶

.h(K٣) =
٣
۴ نتیجه در ،h(K٣) ≤ ٣

۴ طرفی از و است h(K٣) ≥ ٣
۴ که این از و ،P (S١) ≤ h(K٣) چون

.h(K۴) =
٣
۴ .۶.٢.٢ مثال

داریم: (٣.٢.٢) قضیه به توجه با باشد. K۴ برای استراتژی یک S کنید فرض حل.

| Cw(S) |≤
∑

v∈V (K۴)

⌊٢dK۴ (v)+١ − | Cw(S) |
٢|V (K۴)|−dK۴ (v)−١ ⌋ · ٢

|V (K۴)|−dK۴ (v)−١

داریم: دارد. همسایه سه K۴ راس هر و است | V (K۴) |= ۴ آنجایی�که از

| Cw(S) |≤ ۴ · ⌊٢۴− | Cw(S) |⌋ ⇔| Cw(S) |≤ ۶۴− ۴ | Cw(S) |⇔| Cw(S) |≤ ١٢۴۵
داشت: خواهیم می�گیریم. نظر در | Cw(S) |≤ ١٢ پس ،| Cw(S) |∈ N چون

p(S) =
| Cw(S) |
| C(K۴) |

≤ ١٢
٢۴

=
٣
۴

است، K٣ ⊆ K۴ ازاین�که و ،h(K۴) ≤ ٣
۴ پس است، K۴ برای بهینه استراتژی یک S ازآنجایی�که

داشت: خواهیم ،h(K٣) =
٣
۴ آن�جایی�که از است. h(K٣) ≤ h(K۴) ،(١٨.٠.١) قضیه به توجه با پس

.h(K۴) =
٣
۴ نتیجه در .h(K۴) ≥ ٣

۴

می�کنیم. حل K٣ ∪K٢ روی را کلاه مسئله بعد درمثال

.h(K٣ ∪K٢) =
٣
۴ .٧.٢.٢ مثال

E(K٣∪K٢) = {v١v٢, v٢v٣, v٣v١, v۴v۵} ،V (K٣∪K٢) = {v١, v٢, v٣, v۴, v۵} فرضکنید حل.
داریم: (٣.٢.٢) قضیه به توجه با باشد. K٣ ∪K٢ گراف برای استراتژی یک S و

| Cw(S) |≤∑
v∈V (K٣∪K٢)

⌊٢dK٣∪K٢ (v)+١ − | Cw(S) |
٢|V (K٣∪K٢)|−dK٣∪K٢ (v)−١ ⌋ · ٢

|V (K٣∪K٢)|−dK٣∪K٢ (v)−١

dK٣∪K٢(v۴) = dK٣∪K٢(v۵) = ١ و dK٣∪K٢(v١) = dK٣∪K٢(v٢) = dK٣∪K٢(v٣) = ٢ آنجایی�که از
است.

| Cw(S) |≤

٣ · ٢٢ · ⌊٢٣ − | Cw(S) |
٢٢

⌋+ ٢ · ٢٣ · ⌊٢٢ − | Cw(S) |
٢٣

⌋

= ٨⌋١٢− | Cw(S) |
۴ ⌋+ ١۶⌊۴− | Cw(S) |

٨ ⌋
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داشت: خواهیم پس

| Cw(S) |≤ ١٢
(
٨− | Cw(S) |

۴

)
+ ١۶

(
۴− | Cw(S) |

٨

)
= ٩۶− ٣ | Cw(S) | +۶۴− ٢ | Cw(S) |= ١۶٠− ۵ | Cw(S) |

پس است، صحیح | Cw(S) | چون است. | Cw(S) |≤ ١۶٠
۶ = ٢۶٢

٣ که می�شود دیده آسانی به اکنون
صورت این در باشد. | Cw(S) |= ٢۶ که کنید فرض حال .| Cw(S) |≤ ٢۶ داریم:

٢۶ ≤ ٨⌋١٢− ٢۶
۴ ⌋+ ١۶⌊۴− ٢۶

٨ ⌋ = ١٢ · ١+ ١۶ · ٠ = ١٢

پس باشد، | Cw(S) |= ٢۵ کنید فرض حال است. تناقض این

٢۵ ≤ ٨⌋١٢− ٢۵
۴ ⌋+ ١۶⌊۴− ٢۵

٨ ⌋ = ١٢ · ١+ ١۶ · ٠ = ١٢

.p(S) = |Cw(S)|
|C(K٣∪K٢)|

≤ ٢۴
٣٢ نتیجه در می�گیریم. نظر در | Cw(S) |≤ ٢۴ بنابراین تناقضاست. نیز این

آن�جایی�که از است. h(K٣ ∪ K٢) ≤ ٣
۴ پس است K٣ ∪ K٢ برای بهینه استراتژی یک S این�که از

،h(K٣) =
٣
۴ چون .h(K٣∪K٢) ≥ h(K٣) داریم: (١٨.٠.١) قضیه به توجه با K٣است ⊆ K٣∪K٢

.h(K٣ ∪K٢) =
٣
۴ نتیجه در .h(K٣ ∪K٢) ≥ ٣

۴ پس



٣ فصل

دور�ها روی کلاه مسئله

مقدمه ١.٣

عدد مورد هر در و کردیم بررسی خاص گراف�های برخی و درختان مسیرها، روی را کلاه مسئله حال به تا
می�گیریم. نظر در دورها روی را کلاه مسئله فصل این در آوردیم. به�دست دقیق به�طور را کلاه

شانس ماکزیمم با برابر موفقیت شانس ماکزیمم گراف هر برای زد حدس [١٢] در ١ فیج یوریل
مسئله و کرد ثابت را حدس این بر�دارنده در نتیجه�، چندین فیج یوریل است. خوشه بزرگترین موفقیت
را کلاه عدد مورد هر در و کرد حل مثلث شامل مسطح گراف�های و بخشی دو گراف�های روی را کلاه
ماکزیمم پس بر�می�داریم، جلوتر به قدم یک فیج یوریل حدس پذیرفتن با ما آورد. به�دست دقیق به�طور

است. ٣
۴ برابر سه حداقل به�طول فرد دور روی کلاه مسئله موفقیت شانس

گراف�های کلاه عدد و است، ١٢ با برابر پنج حداقل به�طول فرد دور کلاه عدد می�دهیم نشان فصل این در
نظر در زوج دورهای روی را کلاه مسئله همچنین می�آوریم، دست به کلی حالت در را فرد طول به دور با

می�آوریم. دست به را C۴ زوج دور کلاه عدد و می�گیریم

بزرگترین اندازه�ای می�نامیم. (دسته) خوشه را G گراف مجاور دو به دو رئوس مجموعه .١.١.٣ تعریف
یک کامل گراف می�کنیم. گذاری نماد ω(G) نماد با را آن و می�نامیم خوشه�ای عدد را G گراف خوشه

است. خوشه

حالت C کنید فرض باشد. G برای استراتژی یک S و گراف یک G کنید فرض [١٧] .٢.١.٣ گزاره
نتیجه نمی�تواند دیگر راس هر وضعیت بیان پس می�کنند، بیان را خود رنگ رئوس بعضی که است رنگی

ببخشد. بهبود را C رنگی حالت

وجود u مانند دیگری راس اگر باشد. G از راسی v و گراف یک G کنید فرض [١٨] .٣.١.٣ تعریف
می�شود. نامیده غالب راس v راس آن�گاه باشد NG(v) ⊆ NG(u) که باشد داشته

١Uriel Feige
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صورت به را پنج حداقل به�طول دوری گراف برای c ∈ C(G) رنگی حالت یک [١٨] .۴.١.٣ مثال
صورت این در می�کنیم. تعریف c(v١) = ٢ , c(v٢) = ١ , c(v٣) = ١ , c(v۴) = ٢ , c(v۵) = ١

.c = ٢١١٢١

می�گیریم. نظر در زیر صورت به را C۵ دوری گراف در v٣ راس برای موقعیت یک [١٨] .۵.١.٣ مثال
آن�گاه می�گیریم نظر در را s٣(v۴) = ١ و s٣(v٢) = ٢ صورت این در باشد. s٣ ∈ St٣(C۵) اگر

است. s٣ = ٠٢٠١٠

فرد به�طول دور با گراف�های کلاه عدد ٢.٣

.h(G) = h(G−v) آن�گاه Gباشد از غالب راس v اگر باشد. گراف Gیک فرضکنید [١٢] .١.٢.٣ لم

h(G− v) ≤ داریم: (١٨.٠.١) قضیه به توجه با بنابراین است. G− v ⊆ G که است روشن برهان.
برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض .h(G − v) ≥ h(G) دهیم نشان است کافی اینک .h(G)
رنگی کلاه�های ممکن بندی�های پیکر همه مجموعه باشد. غالب راس یک v و G از راسی u و G گراف
مجموعه� و دارند یکسان رنگ با کلاه�های v و uرئوس مجموعه� می�دهیم. قرار مجموعه دو در را G گراف
h(G) می�کنیم. گذاری نماد C٢ و C١ نماد با ترتیب به را دارند، متفاوتی رنگ با کلاه�های v و uرئوس
مجموعه�های از یکی که آن�جایی از است. فوق مجموعه دو در S استراتژِی موفقیت احتمالات از میانگینی
مجموعه، این که می�کنیم فرض است. آمیز موفقیت h(G) برابر احتمال با S استراتژی از استفاده با فوق
و فرد به منحصر u راس کلاه رنگ که است واضح داریم). C٢ برای مشابه (به�طور باشد C١ مجموعه
کنیم. تعیین را v جز به رئوس، همه کلاه رنگ که است کافی اینک است. v کلاه رنگ تعیین از مشخص
C١ مجموعه موفقیت باعث که باشد، G − v گراف برای بهینه استراتژی یک S ′ استراتژی کنید فرض
گراف اگر باشد. زیر صورت به S ′ استراتژی کنید فرض باشد. G برای بهینه استراتژی یک S و می�شود
w راس هر می�کند. رفتار S با یکسان دقیقاً S ′ آن�گاه نباشد v راس از همسایه�ای و u شامل G − v

کلاه رنگ w راس C١ مجموعه در هست. نیز uراس از همسایه�ای باشد G گراف در v از همسایه�ای که
v راس کلاه رنگ صورت این در است، G گراف همان G − v گراف نتیجه در می�کند، مشاهده را u
توصیف اینک می�کند. رفتار S استراتژی طبق بر w راس پس باشد، یکسان باید u راس کلاه رنگ با
که می�داند u راس است. NG(v) ⊂ NG(u) ،G گراف در که آن�جایی از می�ماند. باقی u راس رفتار
بنابراین دهد، انجام نیز را v راس اعمال می�تواند uراس این بر علاوه می�کند، عمل G در چگونه v راس
هر اگر گرفت. نظر در u راس خود برای دیگری و v راس برای یکی خروجی دو می�توان u راس برای
خروجی�ها از یکی اگر نمی�زند. حدس را خود رنگ نیز u آن�گاه نکنند بیان را خود رنگ خروجی، دو
مهم می�زند. حدس را خود رنگ نیز u آن�گاه کند بیان را خود رنگ دیگری و نکند بیان را خود رنگ
دو هر کلاه رنگ C١ مجموعه در زیرا باشد شده زده v راس توسط یا uراس توسط حدس این که نیست
رنگ با شده زده حدس اگر تنها و اگر است درست حدس این و است شده گرفته نظر در یکسان راس
رنگ می�تواند نیز u آن�گاه کنند بیان را خود رنگ راس دو هر اگر انتها در باشد. منطبق u راس کلاه



٢١ فرد به�طول دور با گراف�های کلاه عدد .٢.٣

پس ببخشد. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه نمی�تواند v راس وضعیت بیان بنابراین کند، بیان را خود
.h(G− v) = h(G) درنتیجه .h(G− v) ≥ h(G)

.h(C۵) =
١
٢ .([١٨]) .٢.٢.٣ لم

را خود رنگ هرگز vi مانند رئوس بعضی اگر باشد. C۵ برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض برهان.
C۵−vi = P۴ صورت این در .h(C۵) = h(C۵−vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه نکند بیان

.h(C۵) =
١
٢ نتیجه در .h(P۴) =

١
٢ داریم: (١.٢.٢) قضیه به توجه با و است

نظر در را راس یک حدس ساختار اینک بزنند. حدس را خود رنگ رئوس بعضی کنید فرض اکنون
همچنین دیگر رئوس بعضی می�زند، حدس درست را خود رنگ راس یک که حالت هر در اگر می�گیریم.
است روشن گوییم. غالب حدس ساختار را حدسی ساختار چنین آن�گاه بزنند حدس درست را خود رنگ
شانس نمی�تواند ساختار این زیرا نمی�گیرم نظر در را باشد غالب آن حدس ساختار که را استراتژی که
قضیه به توجه با آن�گاه نزند حدس را خود رنگ رئوس از یکی تنها اگر کند. بهتر را استراتژی هر موفقیت

.h(C۵) =
١
٢ نتیجه در .p(S) ≤ h(G− vi) = h(P۴) =

١
٢ داریم: (٢٣.٠.١)

حدس ساختار است. شده محقق کامپیوتر از استفاده با آن نتیجه که می�دهیم شرح را روشی اکنون
هر برای ما ابتدا در نکنند. بیان را خود رنگ نیستند مجاز رئوس که می�کنیم تعریف گونه�ایی به را
رنگی کلاه دو (زیرا دارد وجود ساختار ٨ دقیقاً راس هر برای می�گیریم. نظر در ساختار یک دقیقاً راس
٨۵ = ٢١۵ مساوی S استراتژی برای احتمالات کل تعداد پس است). همسایه دو دارای راس هر و
این (تشخیص آوریم به�دست متقارن استراتژی�های از �٣٢٠تایی گروه یک می�توانیم که است روشن است.
نظر در متقارن استراتژی�های آوردن به�دست برای را زیر عملیات از یک هر ما نیست). لازم استراتژی�ها
٢۵ = ٣٢ رئوس رنگی گذاری چسب بر و حالت ٢ رئوس جابه�جای حالت، ۵ رئوس چرخش می�گیریم:
را S استراتژی برای احتمال ١٢٠ تنها متقارن استراتژی�های �٣٢٠تایی گروه تجزیه با دارد. امکان حالت
خود رنگ رئوس بعضی که حالت�های تعداد فوق احتمالات از یک هر برای اکنون گرفت. نظر در می�توان
نادرست را خود رنگ رئوس بعضی حالت ١۶ حداقل در می�کنیم. بررسی را می�کنند بیان نادرست را
١٢٠ از ۶١ بررسی با .p(S) ≤ ١

٢ نتیجه در است، بازنده حالت ١۶ حداقل در تیم پس می�کنند، بیان
۵٩ تنها بنابراین می�زنند. حدس نادرست را خود رنگ رئوس بعضی حالت ١۶ حداقل در استراتژی،
ساختار تعریف و ایده از استفاده با را احتمالات مجموعه اینک می�گیریم. نظر در را �مانده باقی استراتژی
٢٢ تنها و می�کنیم حذف را استراتژی ٣٧ ما روش این در می�دهیم. کاهش قبلی پاراگراف غالب حدس
کنون تا که حالت�های تعداد و می�کنیم بررسی را استراتژی ٢٢ این از یک هر می�ماند. باقی استراتژی
حدس درست را خود رنگ رئوس بعضی که حالت�های یعنی می�آوریم، دست به را است بوده برنده تیم
استراتژی ٢٢ بین از نمی�زند. حدس نادرست را خود رنگ دیگر رئوس از یک هیچ حالی�که در می�زنند،
زیادی ساختار�های صورت این در دارد، دنبال به را پیروزی و موفقیت بهترین استراتژی ١٢ تنها فوق،
ساختار بعضی یا است، بازنده تیم که حالتی ١۶ حداقل گرفتن نظر در بدون استراتژی، ٢٢ این با را
هر اکنون است. برنده تیم حالت ١٢ در تنها استراتژی�ها این بین از می�کنیم. بررسی را غالب، حدس
از یک هر بررسی با می�کنیم. بررسی جدید دستورالعمل یک کردن اضافه با را استراتژی ٢٢ این از یک
هستند. غالب حدس ساختارهای بعضی که این یا است بازنده حالت ١۶ حداقل در تیم استراتژی�ها این
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.h(C۵) =
١
٢ نتیجه در .p(S) ≤

١
٢ داریم: ،S ∈ F (C۵) استراتژی هر برای اینک

.h(Cn) =
١
٢ آن�گاه باشد فرد و صحیح عدد n ≥ ۵ اگر [١٨] .٣.٢.٣ قضیه

.h(C۵) =
١
٢ داریم: (٢.٢.٣) لم به توجه با n = ۵ برای می�کنیم. اثبات دور طول روی استقراء با برهان.

باشد. h(Cn−٢) =
١
٢ می�کنیم فرض استقراء: فرض باشد. فرد و صحیح عدد n ≥ ٧ کنید فرض اکنون

توجه با باشد. Hn = Cn ∪ v١v۴ کنید فرض حال .h(Cn) = ١
٢ که کنیم ثابت باید استقرا: حکم

پس .NHn(v٣) ⊆ NHn(v١) که می�کنیم مشاهده .h(Hn) ≥ h(Cn) داریم: (١٨.٠.١) قضیه به
که چون این، بر علاوه .h(Hn) = h(H ′

n) داریم: (١.٢.٣) لم به توجه با و ،H ′
n = Hn − v٣

روشن .h(H ′
n) = h(H ′

n − v٢) داریم: (١.٢.٣) لم از استفاده با دوباره ،NH′
n
(v٢) ⊆ NH′

n
(vn)

که استقراء فرض به توجه با بنابراین است. Cn−٢ دور با ریخت) (هم� همسان H ′
n − v٢ گراف که است

به توجه با طرفی از .h(Cn) ≤ h(Hn) = h(H ′
n) = h(Cn−٢) =

١
٢ داریم: است. h(Cn−٢) =

١
٢

.h(Cn) =
١
٢ نتیجه در است. h(Cn) ≥ ١

٢ ،(١٩.٠.١) نتیجه

زوج به�طول دور با گراف�های کلاه عدد ٣.٣

C۴ دور کلاه عدد ١.٣.٣

.h(C۴) =
١
٢ .([١٧]) .١.٣.٣ قضیه

هر v٣ و v١ رئوس که ندارد وجود موقعیتی باشد. C۴ برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض برهان.
را خود رنگ هم با دو هر v۴ و v٢ رئوس که ندارد وجود موقعیتی و کنند بیان را خود رنگ هم با دو
برای بهینه استراتژی یک S ′ کنید فرض دارد. وجود استراتژی چنین که می�دهیم نشان اکنون کنند. بیان
را خود رنگ هم با دو هر v٣ و v١ رئوس که دارد وجود موقعیتی S ′ استراتژی در کنید فرض باشد. C۴

استراتژی می�کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر v۴ و v٢ رئوس که موقعیتی دارد وجود یا می�کنند بیان
بیان را خود رنگ v٣ که است این در استراتژی دو این تفاوت تنها و است متفاوت S ′ استراتژی با S
بیان را خود رنگ v٢ زمانی�که نمی�کند بیان را خود رنگ v۴ و �کند، بیان را خود رنگ v١ زمانی�که نمی�کند
نمی�توانند را رنگی حالت�های از یک هر نتیجه v۴ و v٣ وضعیت بیان (٢.١.٣) گزاره به توجه با کند.
است. بهینه نیز S استراتژی پس ،S ′ ∈ F ٠(C۴) که آن�جایی از .p(S) ≥ p(S ′) پس ببخشند، بهبود
موقعیتی و کنند بیان را خود رنگ هم با دو هر v٣ و v١ رئوس که ندارد وجود موقعیتی S استراتژی در
رنگ هرگز C۴ در رئوس بعضی اگر کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر v۴ و v٢ رئوس که ندارد وجود
آن�گاه نکند. بیان را خود رنگ هرگز vi راس i ∈ {١,٢,٣,۴} هر برای کنید فرض نکنند. بیان را خود
قضیه به توجه با و ،C۴ − vi = P٣ چون .h(C۴) = h(C۴ − vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به توجه با

.h(C۴) =
١
٢ نتیجه در .h(P٣) =

١
٢ داریم: (١.٢.٢)

رنگ همیشه C۴ در رئوس بعضی اگر کند. بیان را خود رنگ C۴ در راس هر می�کنیم فرض حال
در راس هیچ کنید فرض اکنون .h(C۴) =

١
٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه کنند بیان را خود



٢٣ زوج به�طول دور با گراف�های کلاه عدد .٣.٣

بیان موقعیت سه یا دو یک، در را خود رنگ راس هر کند. بیان را خود رنگ همیشه که ندارد وجود C۴

می�گیریم: نظر در را زیر احتمال دو پس می�کند.

�کند. بیان را خود رنگ موقعیت یک دقیقاً در راس هر (١)

�کند. بیان را خود رنگ موقعیت دو حداقل در که راسی دارد وجود (٢)

متناظر موقعیت هر زیرا است درست حالت دو دقیقاً در موقعیت هر در راس هر وضعیت بیان (١)
خود رنگ راس هر اگر می�کند. بیان را خود رنگ راس هر حالات� این ١

٢ در و است، حالت ۴ با
اگر حتی دارد، وجود درست وضعیت بیان حالت ٨ دقیقاً آن�گاه کند بیان موقعیت یک دقیقاً در را
است، برنده حالت ٨ حداکثر در تیم بنابراین آید. وجود به راس هر برای نیز دیگری رنگی حالت�های
نتیجه به توجه با طرفی از .h(C۴) ≤ ١

٢ داریم: ،S ∈ F ٠(C۴) که آن�جایی از .p(S) ≤ ٨
١۶ = ١

٢ داریم:
.h(C۴) =

١
٢ نتیجه در .h(C۴) ≥ ١

٢ داریم: (١٩.٠.١)
می�گیریم: نظر در احتمال دو (٢)

می�کند. بیان را خود رنگ موقعیت سه دقیقاً در که راسی دارد وجود (٢.١)

می�کند. بیان را خود رنگ موقعیت دو حداکثر در راس هر (٢.٢)

از کند. بیان موقعیت سه دقیقاً در را خود رنگ v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.١)
حداقل در v٣ کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر v٣ و v١ رئوس که ندارد وجود موقعیتی که آن�جایی
این از می�کند. بیان را خود رنگ موقعیت یک دقیقاً در v٣ پس می�کند، بیان را خود رنگ موقعیت یک
رنگ v٣ یا v١ راس (∗, r, ∗, r) و (∗, r, ∗, b, ) ،(∗, b, ∗, r) ،(∗, b, ∗, b) موقعیت�های از یک هر در رو

داریم: (٢١.٠.١) قضیه به توجه با می�کند. بیان را خود

|Cl(S, vb٢, vb۴)| ≥
|C(C۴, v

b
٢, v

b
۴)|

٢ , |Cl(S, vb٢, vr۴)| ≥
|C(C۴, v

b
٢, v

r
۴)|

٢

|Cl(S, vr٢, vb۴)| ≥
|C(C۴, v

r
٢, v

b
۴)|

٢ , |Cl(S, vr٢, vr۴)| ≥
|C(C۴, v

r
٢, v

r
۴)|

٢
بنابراین

|Cl(S)| = |Cl(S, vb٢, vb۴)|+ |Cl(S, vb٢, vr۴)|+ |Cl(S, vr٢, vb۴)|+ |Cl(S, vr٢, vr۴)|

≥
|C(C۴, v

b
٢, v

b
۴)|

٢ +
|C(C۴, v

b
٢, v

r
۴)|

٢ +
|C(C۴, v

r
٢, v

b
۴)|

٢ +
|C(C۴, v

r
٢, v

r
۴)|

٢ =
|C(C۴)|

٢
داشت: خواهیم

p(S) =
|Cw(S)|
|C(C۴)|

=
|C(C۴)| − |Cl(S)|

|C(C۴)|
≤

|C(C۴)| − |C(C۴)|
٢

|C(C۴)|
=

١
٢

داریم: (١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از .h(C۴) ≤ ١
٢ داریم: ،S ∈ F ٠(C۴) که آن�جایی از

.h(C۴) =
١
٢ نتیجه در .h(C۴) ≥ ١

٢



٢۴ دور�ها روی کلاه مسئله .٣

کلیت از کاستن بدون می�کند. بیان موقعیت دو دقیقاً در را خود رنگ که دارد وجود راسی (٢.٢)
نظر در زیر در v٣ مورد در احتمال دو کند. بیان موقعیت دو دقیقاً در را خود رنگ v١ کنید فرض مسئله

می�گیریم:

کند. بیان موقعیت دو دقیقاً در را خود رنگ v٣ (٢.٢.١)

کند. بیان موقعیت یک دقیقاً در را خود رنگ v٣ (٢.٢.٢)

(∗, r, ∗, r) و (∗, r, ∗, b) ،(∗, b, ∗, r) ،(∗, b, ∗, b) موقعیت�های از یک هر در که این از (٢.٢.١)
.h(C۴) =

١
٢ داریم: (٢.١) در مباحث با مشابه طور به می�کند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ راس

می�گیریم: نظر در را زیر احتمال دو (٢.٢.٢)

دارد. یکسانی رنگ v۴ یا دارد یکسانی رنگ v٢ می�کند، بیان را خود رنگ v١ که موقعیت دو هر در (آ)

متفاوتی رنگ v۴ و دارد متفاوتی رنگ v٢ می�کند، بیان را خود رنگ v١ که موقعیت دو هر در (ب)
دارد.

می�گیریم: نظر در را زیر احتمال دو v١ مورد در لیکن

می�کند. بیان یکسانی رنگ v١ موقعیت دو هر در .١

می�کند. بیان متفاوتی رنگ v١ موقعیت دو هر در .٢

آ،١)؛ ) (٢.٢.٢.١) می�گیریم: نظر در را زیر احتمال ۴ اکنون .vi ∈ {v١, v٢} کنید فرض
(ب،٢). (٢.٢.٢.۴) (ب،١)؛ (٢.٢.٢.٣) (آ،٢)؛ (٢.٢.٢.٢)

(∗, b, ∗, r) و (∗, b, ∗, b) موقعیت�های در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.١)
از کاستن بدون همچنین کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت�ها این در و کند بیان را خود رنگ
رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ (∗, r, ∗, b) موقعیت در v٣ کنید فرض مسئله کلیت
،(b, b, r, b) ،(b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های کند. بیان آبی را خود
عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های .(r, r, b, b) و (b, r, b, b) ،(b, b, r, r) ،(b, b, b, r)
(b, ∗, b, ∗) موقعیت .(r, r, r, b) و (r, b, r, r) ،(r, b, r, b) ،(r, b, b, r) ،(r, b, b, b) ،(b, r, r, b) از:
،(b, r, b, r)حالت و می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت سه که است حالت چهار با متناظر
موقعیت با متناظر حالت�های بین از (٢.١.٣) گزاره به توجه با نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١
متناظر حالت دو در ببخشد. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�تواند (b, r, b, r) حالت تنها (b, ∗, b, ∗)
حالت یک حداقل در که است معنا بدان این و است، نادرست vi وضعیت بیان (b, ∗, b, ∗) موقعیت با
نادرست را خود رنگ vi می�کنند بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ که (b, ∗, b, ∗) موقعیت با متناظر
پس نمی�کند، بهتر را موفقیت شانس (b, ∗, b, ∗) موقعیت در vi وضعیت بیان بنابراین می�کند. بیان
موقعیت با متناظر حالت�های اینک نکند. بیان را خود رنگ (b, ∗, b, ∗) موقعیت در vi می�کنیم فرض
را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر حالت دو در می�گیریم. نظر در را (b, ∗, r, ∗)



٢۵ زوج به�طول دور با گراف�های کلاه عدد .٣.٣

رنگ v٣ یا v١ حالت یک و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت یک و می�کنند بیان درست
تنها (b, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های بین از (٢.١.٣) گزاره به توجه با نمی�کنند. بیان را خود
می�تواند صورتی در vi وضعیت بیان ببخشد. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�تواند (b, r, r, r) حالت
حالت ۴ بین از باشد. درست حالت هر در vi وضعیت بیان که ببخشد بهبود را رنگی حالت هر نتیجه
که است معنا بدان این و است، نادرست vi وضعیت بیان حالت دو در (b, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر
رنگ vi می�کنند بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ که (b, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های بعضی
در vi وضعیت بیان بنابراین نمی�کند. بهتر را رنگی حالت هر نتیجه این و می�کند بیان نادرست را خود
(b, ∗, r, موقعیت(∗ در vi فرضمی�کنیم پس نمی�کند، بهتر را رنگی حالت هر نتیجه (b, ∗, r, موقعیت(∗
خود رنگ v٣ یا v١ که دارد وجود (r, ∗, b, موقعیت(∗ با متناظر حالت یک تنها نکند. بیان را خود رنگ
رنگ v٣ یا v١ که دارد وجود (r, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر حالت یک تنها همچنین نمی�کنند. بیان را
ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت دو تنها بنابراین نمی�کنند. بیان را خود
،p(S) = |Cw(S)|

|C(C۴)|
≤ ٨

١۶ = ١
٢ بنابراین است. برنده حالت ٨ حداکثر در تیم که است معنا بدان این و

نتیجه به توجه با طرفی از .h(C۴) ≤ ١
٢ داریم: است، C۴ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از

.h(C۴) =
١
٢ نتیجه در ،h(C۴) ≥ ١

٢ ،(١٩.٠.١)

آبی را خود رنگ (∗, b, ∗, b) موقعیت در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.٢)
کلیت از کاستن بدون همچنین کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, b, ∗, r) موقعیت در و کند بیان
خود رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ (∗, r, ∗, b) موقعیت در v٣ کنید فرض مسئله
،(b, b, r, b) ،(b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های کند. بیان آبی را
عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های و (r, r, b, b) و (b, r, b, b) ،(r, b, r, r) ،(r, b, b, r)
(b, ∗, b, ∗) موقعیت .(r, r, r, b) و (b, r, r, b) ،(b, b, r, r) ،(b, b, b, r) ،(r, b, r, b) ،(r, b, b, b) از:
v١ حالت یک می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت دو در که است حالت چهار با متناظر
همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت یک و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا
v١ حالت یک می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗) موقعیت با متناظر حالت دو در
دلائل به نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت یک و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا
و (b, ∗, b, ∗) موقعیت�های از یک هر در vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗) موقعیت به مشابه
را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر حالت سه در نکند. بیان را خود رنگ (r, ∗, b, ∗)
موقعیت با متناظر حالت سه در همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت یک و می�کنند بیان
بنابراین نمی�کنند. بیان را رنگخود v٣ یا v١ یکحالت و می�کنند بیان را رنگخود v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗)
این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت دو تنها (٢.١.٣) گزاره به توجه با

.p(S) = |Cw(S)|
|C(C۴)|

≤ ٨
١۶ = ١

٢ نتیجه در است. برنده حالت ٨ حداکثر در تیم که است معنا بدان

(∗, r, ∗, r) و (∗, b, ∗, b) موقعیت��های در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.٣)
از کاستن بدون همچنین کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت�ها این در و کند بیان را خود رنگ
رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ (∗, r, ∗, b) موقعیت در v٣ کنید فرض مسئله کلیت
،(b, b, r, b) ،(b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های کند. بیان آبی را خود



٢۶ دور�ها روی کلاه مسئله .٣

عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های و (r, r, b, b) و (b, r, b, b) ،(b, r, r, r) ،(b, r, b, r)
(b, ∗, b, ∗) موقعیت .(r, r, r, b) و (b, r, r, b) ،(r, r, r, r) ،(r, r, b, r) ،(r, b, r, b) ،(r, b, b, b) از:
یا v١ حالت یک و می�کنند بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت سه که است حالت چهار با متناظر
vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, b, ∗) موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣
v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر حالت دو در نکند. بیان را خود رنگ (b, ∗, b, ∗) موقعیت در
حالت یک و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت یک و می�کنند بیان درست را خود رنگ
فرضمی�کنیم (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, موقعیت(∗ به مشابه دلائل به نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١
v١ ،(r, ∗, b, ∗) موقعیت با متناظر حالت یک تنها نکند. بیان را خود رنگ (b, ∗, r, ∗) موقعیت در vi
v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر حالت یک تنها همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا
نتیجه می�توانند که است حالت دو تنها (٢.١.٣) گزاره به توجه با بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ
نتیجه در است. برنده حالت ٨ حداکثر در تیم که است معنا بدان این ببخشند. بهبود را رنگی حالت هر

.p(S) = |Cw(S)|
|C(C۴)|

≤ ٨
١۶ = ١

٢

را خود رنگ v١ ،(∗, b, ∗, b) موقعیت در کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.۴)
کلیت از کاستن بدون همچنین کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, r, ∗, r) موقعیت در و کند بیان آبی
خود رنگ موقعیت این در و کند بیان را خود رنگ (∗, r, ∗, b) موقعیت در v٣ کنید فرض مسئله
،(b, b, r, b) ،(b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های کند. بیان آبی را
عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های و ،(r, r, b, b) و ،(b, r, b, b) ،(r, r, r, r) ،(r, r, b, r)
(b, ∗, b, ∗) موقعیت .(r, r, r, b) و (b, r, r, b) ،(b, r, r, r) ،(b, r, b, r) ،(r, b, r, b) ،(r, b, b, b) از:
v٣ یا v١ حالت یک می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت دو در که است حالت ۴ با متناظر
متناظر حالت دو در نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت یک و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ
را خود رنگ v٣ یا v١ حالت یک می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗) موقعیت با
موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت یک و می�کنند بیان نادرست
رنگ (r, ∗, b, ∗) و (b, ∗, b, ∗) موقعیت�های از یک هر در vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗)
بیان را خود رنگ v٣ یا v١ که است (b, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر حالت یک تنها نکند. بیان را خود
با بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗) موقعیت با متناظر حالت یک نمی�کنند.
این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت دو تنها (٢.١.٣) گزاره به توجه
نتیجه در .p(S) = |Cw(S)|

|C(C۴)|
≤ ٨

١۶ = ١
٢ پس است، برنده حالت ٨ حداکثر در تیم که است معنا بدان

.h(C۴) =
١
٢

n > ۴ به�طول زوج دورهای کلاه عدد ٢.٣.٣

کلاه عدد آن�گاه باشد، آن خوشه�ای عدد با برابر G گراف رنگی عدد اگر کرد ثابت [١٢] در فیج یوریل
بیان [٧] در کامل گراف�های مورد در قوی قضیه�ی است. آن خوشه بزرگترین کلاه عدد با برابر G گراف

است. شده

.h(G) = h(Kω(G)) آن�گاه باشد χ(G) = ω(G) اگر ،G گراف هر برای [١٢] .٢.٣.٣ قضیه



٢٧ زوج به�طول دور با گراف�های کلاه عدد .٣.٣

می�کنیم. ارائه کلی حالت در را زوج دور کلاه عدد (٢.٣.٣) قضیه از استفاده با بلافاصله زیر در ما

.h(G) = ١
٢ آن�گاه باشد زوج صحیح عدد n ≥ ۴ اگر .٣.٣.٣ قضیه

زوج دور هر برای لذا .χ(G) = ω(G) = ٢ داریم: زوج دور هر برای ،(٢.٣.٣) قضیه به بنا برهان.
.h(G) = ١

٢ نتیجه در ،h(K٢) =
١
٢ که چون و ،h(G) = h(K٢)پس است، h(G) = h(Kω(G))





۴ فصل

رئوس از یک هر به یال افزودن با کلاه مسئله
C۴ دور

مقدمه ١.۴

بررسی و بیان دورها همچنین و درختان و مسیرها خاص، گراف�های برخی روی را کلاه مسئله حال به تا
افزودن با را کلاه مسئله فصل این در اینک آوردیم. دست به دقیق طور به را کلاه عدد مورد هر در و کردیم
به روش دو با را کلاه عدد و می�کنیم بررسی و بیان بار اولین برای را C۴ دور رئوس از یک هر به یال

می�آوریم. به�دست دقیق طور

.h(G١+G٢) = max[h(G١), h(G٢)] G٢داریم: G١و گرافمجزای دو اجتماع برای [١٢] .١.١.۴ قضیه

C۴ دور رئوس به یال افزودن با کلاه عدد ٢.۴

دست به C۴ دور راس هر به متصل یال�های حذف از که باشد گراف یک G کنید فرض .١.٢.۴ قضیه
.h(G) = ١

٢ آن�گاه �بیاید،

(١.٢.۴) قضیه اثبات ٣.۴

اول روش برهان.

و ،(dG(u) ≥ ٢ و dG(v) = ١) NG(v) ⊆ NG(u) چون ،(٣.١.٣) در غالب راس تعریف به بنا
داریم: (١.٣.٣) قضیه به توجه با و ،h(G) = h(G− v) داریم: (١.٢.٣) قضیه به توجه با

.h(G) = ١
٢ نتیجه در ،h(G− v) = h(C۴) =

١
٢



٣٠ C۴ دور رئوس از یک هر به یال افزودن با کلاه مسئله .۴

دوم روش
زیر صورت به بار اولین برای را (١.٢.۴) قضیه جزئیات تمام گرفتن نظر در با و مفصل طور به حال

می�آوریم. دست به دقیق طور به را کلاه عدد و می�گیریم نظر در
می�آید. به�دست C۴ دور رئوس به اتصالات از ۴− t حذف با G گراف باشد. G = Gt کنید فرض
هر در و می�گیریم، نظر در t ∈ {١,٢,٣,۴} حال .h(C۴) =

١
٢ داریم: (١.٣.٣) قضیه در t = ٠ برای

می�گیریم. نظر در زیر صورت به حالت چهار اکنون می�آوریم. دست به را کلاه عدد مورد

با را آن و می�کنیم، حذف را C۴ دور رئوس به اتصالات از −�۴تا t = ٣ .t = ١ کنید فرض اول حالت
می�کنیم. نمادگذاری G١ نماد

احتمال دو می�کنیم، حذف را C۴ دور رئوس به اتصالات از −�۴تا t = ٢ .t = ٢ کنید فرص دوم حالت
می�گیریم: نظر در را زیر

می�کنیم. گذاری نماد G٢١ نماد با را آن و کنیم، حذف C۴ دور مجاور راس دو از یال دو (آ)

می�کنیم. گذاری نماد G٢٢ نماد با را آن و کنیم، حذف C۴ دور متقابل راس دو از یال دو (ب)

با را آن و می�کنیم، حذف را C۴ دور رئوس به اتصالات از �۴− t = ١ .t = ٣ کنید فرض سوم حالت
می�کنیم. گذاری نماد G٣ نماد

نشده حذف یالی C۴ دور رئوس به اتصالات از یعنی �۴ − t = ٠ .t = ۴ کنید فرض چهارم حالت
می�کنیم. گذاری نماد G۴ نماد با را آن و است،

هیچ در vj و vi رئوس که باشد، G١ گراف برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض اول: حالت
و i هر برای ،NG١(vi) ∩ NG١(vj) = {x, y} و نمی�کنند، بیان را خود رنگ هم با دو هر موقعیتی
وجود استراتژی چنین که دهیم نشان می�خواهیم اکنون .i ̸= j و i, j ∈ {١,٢,٣,۴,۵} معین j
موقعیتی S ′ استراتژی در کنید فرض باشد. G١ گراف برای بهینه استراتژی یک S ′ کنید فرض دارد.
S ′ و S استراتژی تفاوت تنها می�کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر vj و vi رئوس که دارد وجود
ترتیب) به ،vi) vj راس که زمانی می�کند بیان را خود رنگ ترتیب) به ،vj ) vi راس که است این در
نتیجه نمی�تواند ترتیب) به ،vi) vj وضعیت بیان (٢.١.٣) گزاره به توجه با نکند. بیان را خود رنگ
بهینه استراتژی یک S ′ که آن�جایی از .p(S) ≥ p(S ′) داریم: پس ببخشد، بهبود را رنگی حالت هر
و vi رئوس که ندارد وجود موقعیتی S استراتژی در است. بهینه نیز S پس است، G١ گراف برای
نکنند. بیان را خود رنگ هرگز vi مانند رئوس بعضی اگر کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر vj
آن�گاه باشد. dG١(vi) = ٢ اگر .h(G١) = h(G١ − vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه
h(G١ − vi) = h(T ) = ١

٢ بنابراین .h(T ) =
١
٢ داریم: (٢.٢.٢) قضیه به توجه با و ،G١ − vi = T

،P١ ∪ P٣ ⊆ P۴ پس ،G١ − vi = P١ ∪ P٣ آن�گاه ،dG١(vi) > ٢ اگر .h(G١) =
١
٢ نتیجه در است،

،h(P۴) = ١
٢ چون .h(P١ ∪ P٣) ≤ h(P۴) داریم: (١٨.٠.١) قضیه و (١.٢.٢) قضیه به توجه با

نتیجه در ،h(G١) ≥ ١
٢ ،(١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از .h(G١) = h(P١ ∪ P٣) ≤ ١

٢ پس



٣١ (١.٢.۴) قضیه اثبات .٣.۴

(١.٣.٣) قضیه به توجه با بنابراین ،G١ − vi = C۴ پس .dG١(vi) = ١ کنید فرض .h(G١) =
١
٢

را خود رنگ همیشه G١ رئوس بعضی اگر .h(G١ − vi) = h(G١) =
١
٢ درنتیجه .h(C۴) =

١
٢ داریم:

G١ در راسی هیچ کنید فرض اکنون .h(G١) =
١
٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه کنند بیان

خود رنگ موقعیت ۶ یا ۴ ،٢ ،١ در راس هر کنید فرض کند. بیان را خود رنگ همیشه که ندارد وجود
می�گیریم: نظر در را زیر احتمال دو بنابراین کند. بیان را

��کند. بیان را خود رنگ موقعیت یک دقیقاً در راس هر (١)

کند. بیان را خود رنگ موقعیت ۴ حداقل در که راسی دارد وجود (٢)

راس هر موقعیت زیرا است. درست حالت ۴ دقیقاً در موقعیت هر در راس هر وضعیت بیان (١)
رنگ راس هر اگر می�کند. بیان را خود رنگ راس هر حالات این همه ١

٢ در است، حالت ٨ با متناظر
تیم بنابراین داریم، درست وضعیت بیان حالت ١۶ در دقیقاً پس کند، بیان موقعیت یک دقیقاً در را خود
آن�جایی از .p(S) = |Cw(S)|

|C(G١)|
≤ ١۶

٣٢ = ١
٢ که است معنا بدان این و است، برنده حالت ١۶ حداکثر در

در .h(G١) ≥ ١
٢ داریم: (١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از .h(G١) ≤ ١

٢ داریم: ،S ∈ F ٠(G١) که
.h(G١) =

١
٢ نتیجه

بیان را خود رنگ موقعیت ۶ دقیقاً در که راسی دارد وجود (٢.١) می�گیریم: نظر در احتمال دو (٢)
می�کند. بیان موقعیت ۴ حداکثر در را خود رنگ راس هر (٢.٢) �می�کند؛

از کند. بیان را خود رنگ موقعیت ۶ دقیقاً در vi کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.١)
را خود رنگ vj کنند. بیان را خود رنگ هم با vj و vi راس دو هر که ندارد وجود موقعیتی که آن�جایی
کنید فرض می�کند. بیان موقعیت ٢ دقیقاً در را خود رنگ vj پس می�کند، بیان موقعیت ٢ حداقل در
،(∗, b, ∗, r, b) ،(∗, b, ∗, b, r) ، (∗, b, ∗, b, b) موقعیت�های از یک هر در رو این از .vi ∈ {v١, v٢}
خود رنگ v٣ یا v١ راس (∗, r, ∗, r, r) ،(∗, r, ∗, r, b) ،(∗, r, ∗, b, r) ،(∗, r, ∗, b, b) ،(∗, b, ∗, r, r)

داریم: (٢١.٠.١) قضیه به توجه با می�کند. بیان را
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٢



٣٢ C۴ دور رئوس از یک هر به یال افزودن با کلاه مسئله .۴

داشت: خواهیم

|Cl(S)| = |Cl(S, vb٢, vb۴, vb۵)|+ Cl(S, vb٢, v
b
۴, v

r
۵)|+ |Cl(S, vb٢, vr۴, vb۵)|+ Cl(S, vb٢, v

r
۴, v

r
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٢ +
|C(G١, v

r
٢, v

r
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r
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٢

=
|C(G١)|

٢

p(S) =
|Cw(S)|
|C(G١)|

=
|C(G١)| − |Cl(S)|

|C(G١)|
≤

|C(G١)| − |C(G١)|
٢

|C(G١)|
=

١
٢

داریم: (١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از .h(G١) ≤ ١
٢ پس ،S ∈ F ٠(G١) که آن�جایی از
.h(G١) =

١
٢ نتیجه در .h(G١) ≥ ١

٢

کاستن بدون می�کند. بیان موقعیت ۴ دقیقاً در را خود رنگ که راسی دارد وجود که آن�جایی از (٢.٢)
مورد در احتمال دو حال کند. بیان را خود رنگ موقعیت ۴ دقیقاً در v١ راس کنید فرض مسئله کلیت از

می�گیریم: نظر در v٣

کند. بیان را خود رنگ موقعیت ۴ دقیقاً در v٣ (٢.٢.١)

کند. بیان را خود رنگ موقعیت ٢ دقیقاً در v٣ (٢.٢.٢)

،(∗, b, ∗, r, b) ،(∗, b, ∗, b, r) ،(∗, b, ∗, b, b) موقعیت�های از یک هر در که آن�جایی از (٢.٢.١)
خود رنگ v٣ یا v١ راس (∗, r, ∗, r, r) ،(∗, r, ∗, r, b) ،(∗, r, ∗, b, r) ،(∗, r, ∗, b, b) ،(∗, b, ∗, r, r)

.h(G١) =
١
٢ داریم: (٢.١) در مباحث به مشابه، طور به می�کند. بیان را

یا v٢ می�کند، بیان را خود رنگ v١ که موقعیت ۴ هر در (آ) می�گیریم: نظر در احتمال دو (٢.٢.٢)
و v۴ و v٢ می�کند، بیان را خود رنگ v١ که موقعیت ۴ هر در (ب) دارند؛ یکسانی رنگ�های v۵ یا v۴
v١ موقعیت ۴ هر در .١ می�گیریم: نظر در v١ مورد در احتمال دو اکنون دارند. متفاوتی رنگ�های v۵

می�کند. بیان متفاوتی رنگ v١ موقعیت ۴ هر در .٢ می�کند؛ بیان یکسانی رنگ
(آ،٢)؛ (٢.٢.٢.٢) ،١)؛ (آ (٢.٢.٢.١) می�گیریم: نظر در احتمال چهار .vi ∈ {v١, v٢} کنید فرض

(ب،٢). (٢.٢.٢.۴) (ب،١)؛ (٢.٢.٢.٣)
،(∗, b, ∗, b, r) ،(∗, b, ∗, b, b)موقعیت ۴ در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.١)
مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین کند. بیان آبی را خود رنگ (∗, b, ∗, r, r) ،(∗, b, ∗, r, b)
حالت�های کند. بیان آبی را خود رنگ (∗, r, ∗, b, r) ،(∗, r, ∗, b, b) موقعیت دو در v٣ کنید فرض
،(b, b, b, r, r) ،(b, b, b, r, b) ،(b.b, b, b, r) ،(b, b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که



٣٣ (١.٢.۴) قضیه اثبات .٣.۴

(r, r, b, b, b) ،(b, r, b, b, r) ،(b, r, b, b, b) ،(b, b, r, r, r) ،(b, b, r, r, b) ،(b, b, r, b, r) ،(b, b, r, b, b)
،(b, r, r, b, r) ،(b, r, r, b, b) از: عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های و ,r)؛ r, b, b, r) و
،(r, b, r, r, b) ،(r, b, r, b, r) ،(r, b, r, b, b) ،(r, b, b, r, r) ،(r, b, b, r, b) ،(r, b, b, b, r) ،(r, b, b, b, b)
۶ در که است حالت ٨ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت .(r, r, r, b, r) و (r, r, r, b, b) ،(r, b, r, r, r)
نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ راس حالت ٢ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت
(b, r, b, r, b) حالت دو تنها (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های بین از (٢.١.٣) گزاره به بنا
خود رنگ v٣ یا v١ که حالت دو در ببخشند. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند (b, r, b, r, r) و
متناظر حالت ۴ حداقل در که است معنا بدان این و است، نادرست vi وضعیت بیان نمی�کنند بیان را
بیان نادرست را خود رنگ vi می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ که (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت با
بهبود را موفقیت شانس نتیجه نمی�تواند (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت در vi وضعیت بیان بنابراین می�کند.
حالت�های اینک نکند. بیان (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت در را خود رنگ vi می�کنیم فرض پس ببخشد،
(b, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ۴ در می�گیریم. نظر در را (b, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت با متناظر
بیان را خود رنگ v٣ یا v١ راس حالت ٢ در و می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ راس
حالت دو تنها (b, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های بین از (٢.١.٣) گزاره به توجه با نمی�کنند.
در vi وضعیت بیان ببخشند. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند (b, r, r, r, r) و (b, r, r, r, b)

v٣ یا v١ که حالت�های در اما ببخشد. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�تواند که است حالت دو این
موقعیت در vi وضعیت بیان بنابراین می�کند. بیان نادرست را خود رنگ vi نمی�کنند بیان را خود رنگ
موقعیت در را رنگخود vi فرضمی�کنیم ببخشد. بهبود را موفقیت شانس نتیجه نمی�تواند (b, ∗, r, ∗, ∗)
یا v١ که است حالت دو تنها (r, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های از نکند. بیان (b, ∗, r, ∗, ∗)
حالت دو تنها (r, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های از همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣
حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت ۴ تنها بنابراین نمی�کنند، بیان را خود رنگ v٣ یا v١ که است
داریم: پس است، برنده حالت ١۶ حداکثر در تیم که است معنا بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی
.h(G١) ≤ ١

٢ پس است، G١ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از . p(S) = |Cw(S)|
|C(G١)|

≤ ١۶
٣٢ = ١

٢

.h(G١) =
١
٢ نتیجه در .h(G١) ≥ ١

٢ ،(١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از

(∗, b, ∗, b, r) ،(∗, b, ∗, b, b)موقعیت�های در v١ فرضکنید کلیتمسئله از کاستن بدون (٢.٢.٢.٢)
کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, b, ∗, r, r) ،(∗, b, ∗, r, b) موقعیت�های در و کند بیان آبی را خود رنگ
رنگ (∗, r, ∗, b, r) ،(∗, r, ∗, b, b) موقعیت�های در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین
،(b, b, b, b, r) ،(b, b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های کند. بیان آبی را خود
،(r, b, r, r, b) ،(r, b, b, r, r) ،(r, b, b, r, b) ،(b, r, b, b, b) ،(b, b, r, b, r) ،(b, r, b, b, r) ،(b, b, r, b, b)
از: عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های .(r, r, b, b, r) و (r, r, b, b, b) ،(r, b, r, r, r)
،(r, b, b, b, b) ،(b, r, r, b, r) ،(b, r, r, b, b) ،(b, b, r, r, r) ،(b, b, r, r, b) ،(b, b, b, r, r) ،(b, b, b, r, b)
(b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت .(r, r, r, b, r) و (r, r, r, b, b) ،(r, b, r, b, r) ،(r, b, r, b, b) ،(r, b, b, b, r)
حالت ٢ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ راس حالت ۴ در که است حالت ٨ با متناظر
نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ راس



٣۴ C۴ دور رئوس از یک هر به یال افزودن با کلاه مسئله .۴

در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ۴ در همچنین
نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢
از یک هر در را خود رنگ vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت به مشابه دلائل به
است حالت ٨ با متناظر (b, ∗, r, ∗, موقعیت(∗ نکند. بیان (r, ∗, b, ∗, ∗) و (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت�های
نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در که
متناظر (r, ∗, r, ∗, موقعیت(∗ همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در و می�کنند بیان
رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در که است حالت ٨ با
به توجه با بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در و می�کنند بیان نادرست را خود
معنا بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت ۴ تنها (٢.١.٣) گزاره
از است. p(S) = |Cw(S)|

|C(G١)|
≤ ١۶

٣٢ = ١
٢ صورت این در است. برنده حالت ١۶ حداکثر در تیم که است

.h(G١) =
١
٢ نتیجه در ،h(G١) ≥ ١

٢ طرفی از .h(G١) ≤ ١
٢ پس است، بهینه S که آن�جایی

،(∗, b, ∗, b, r) ،(∗, b, ∗, b, b)موقعیت�های در v١ فرضکنید کلیتمسئله از کاستن بدون (٢.٢.٢.٣)
مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین کند. بیان آبی را خود رنگ (∗, r, ∗, r, r) و (∗, r, ∗, r, b)
حالت�های کند. بیان آبی را خود رنگ (∗, r, ∗, b, r) ،(∗, r, ∗, b, b) موقعیت�های در v٣ کنید فرض
،(b, b, r, b, r) ،(b, b, r, b, b) ،(b, b, b, b, r) ،(b, b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که
(r, r, b, b, b) ،(b, r, r, r, r) ،(b, r, r, r, b) ،(b, r, b, r, r) ،(b, r, b, r, b) ،(b, r, b, b, r) ،(b, r, b, b, b)
،(b, r, r, b, r) ،(b, r, r, b, b) از: عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های .(r, r, b, , b, r) و
،(r, r, r, b, b) ،(r, r, b, r, r) ،(r, r, b, r, b) ،(r, b, r, b, r) ،(r, b, r, b, b) ،(r, b, b, b, r) ،(r, b, b, b, b)
در که است حالت ٨ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت .(r, r, r, r, r) و (r, r, r, r, b) ،(r, r, r, b, r)
نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۶
موقعیت در را خود رنگ vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت به مشابه دلائل به
رنگ v٣ یا v١ راس (b, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ۴ در همچنین نکند. بیان (b, ∗, b, ∗, ∗)
یا v١ حالت ٢ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در می�کنند، بیان درست را خود
می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣
،(r, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٢ در نکند. بیان (b, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت در را خود رنگ vi
v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٢ در همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١
حالت هر نتیجه می�تواند که است حالت ۴ در تنها vi وضعیت بیان بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ
.p(S) = |Cw(S)|

|C(G١)|
≤ ١۶

٣٢ = ١
٢ داریم: است، برنده حالت ١۶ حداکثر در تیم پس ببخشد، بهبود را رنگی

.h(G١) =
١
٢ نتیجه در است. h(G١) ≥ ١

٢ طرفی از .h(G١) ≤ ١
٢ پس است، بهینه S که آن�جایی از

(∗, b, ∗, b, r) ،(∗, b, ∗, b, b)موقعیت�های در v١ فرضکنید کلیتمسئله از کاستن بدون (٢.٢.٢.۴)
کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, r, ∗, r, r) و (∗, r, ∗, r, b) موقعیت�های در و کند بیان آبی را خود رنگ
رنگ (∗, r, ∗, b, r) ،(∗, r, ∗, b, b) موقعیت�های در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین
،(b, b, b, b, r) ،(b, b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های کند. بیان آبی را خود
،(r, r, b, r, b) ،(r, r, b, b, r) ،(r, r, b, b, b) ،(b, r, b, b, r) ،(b, r, b, b, b) ،(b, b, r, b, r) ،(b, b, r, b, b)



٣۵ (١.٢.۴) قضیه اثبات .٣.۴

از: عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های .(r, r, r, r, r) و (r, r, r, r, b) ،(r, r, b, r, r)
،(r, b, b, b, b) ،(b, r, r, r, r) ،(b, r, r, r, b) ،(b, r, r, b, r) ،(b, r, r, b, b) ،(b, r, b, r, r) ،(b, r, b, r, b)
با متناظر حالت ۴ در .(r, r, r, b, r) ،(r, r, r, b, b) ،(r, b, r, b, r) ،(r, b, r, b, b) ،(r, b, b, b, r)
رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ راس (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت
با متناظر حالت ۴ در نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در و می�کنند بیان نادرست را خود
خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ راس (r, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت
موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در و می�کنند بیان نادرست را
رنگ (r, ∗, b, ∗, ∗) و (b, ∗, b, ∗, ∗) موقعیت�های در vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗)
نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٢ در نکند. بیان را خود
به توجه با بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٢ در
معنا بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت ۴ تنها (٢.١.٣) گزاره
S که آن�جایی از .p(S) = |Cw(S)|

|C(G١)|
≤ ١۶

٣٢ = ١
٢ داریم: است، برنده حالت ١۶ حداکثر در تیم که است

.h(G١) =
١
٢ نتیجه در .h(G١) ≥ ١

٢ طرفی از .h(G١) ≤ ١
٢ پس است، بهینه

در vj و vi رئوس که باشد G٢١ گراف برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض (آ). دوم: حالت
هر برای NG٢١(vi) ∩ NG٢١(vj) = {x, y} و نمی�کنند، بیان را خود رنگ هم با دو هر موقعیتی هیچ
وجود استراتژی چنین که می�دهیم نشان اینک .i ̸= j و i, j ∈ {١,٢,٣,۴,۵,۶} که معین j و i
موقعیتی S ′ استراتژی در کنید فرض باشد. G٢١ گراف برای بهینه استراتژی یک S ′ کنید فرض دارد.
متفاوت هم با S ′ و S استراتژی می�کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر vj و vi رئوس که دارد وجود
می�کند بیان را خود رنگ ترتیب) به ،vj) vi راس که است این در استراتژی دو این تفاوت تنها و است
vj وضعیت بیان (٢.١.٣) گزاره به توجه با نکند. بیان را خود رنگ ترتیب) به ،vi) vj راس که زمانی
از .p(S) ≥ p(S ′) داریم: بنابراین ببخشد. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه نمی�تواند ترتیب) به ،vi)
موقعیتی S استراتژی در است. بهینه نیز S پس است، G٢١ برای بهینه استراتژی یک S ′ که آن�جایی
هرگز vi مانند رئوس بعضی اگر ندارد. وجود کنند بیان را خود رنگ هم با دو هر vj و vi رئوس که
اگر .h(G٢١) = h(G٢١ − vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه نکنند. بیان را خود رنگ
بنابراین است. h(T ) = ١

٢ ،(٢.٢.٢) قضیه به توجه با و ،G٢١ − vi = T آن�گاه باشد، dG٢١(vi) = ٢
،G٢١−vi = P١∪T آن�گاه ،dG٢١(vi) > ٢ اگر .h(G٢١) =

١
٢ نتیجه در .h(G٢١−vi) = h(T ) = ١

٢

در .h(P١ ∪ T ) = max{h(P١), h(T )} = ١
٢ داریم: (١.٢.٢) قضیه و (٢.٢.٢) قضیه به توجه با و

داریم: اول حالت توجه با بنابراین ،G٢١ − vi = G١ پس ،dG٢١(vi) = ١ اگر .h(G٢١) =
١
٢ نتیجه

رنگ همیشه G٢١ رئوس بعضی اگر .h(G٢١) = h(G٢١ − vi) = h(G١) =
١
٢ درنتیجه .h(G١) =

١
٢

راس هیچ کنید فرض اکنون .h(G٢١) =
١
٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه کنند بیان را خود

موقعیت ١٢ یا ٨ ،۴ ،١ در راس هر کنید فرض کند. بیان را خود رنگ همیشه که ندارد وجود G٢١ در
می�گیریم: نظر در را زیر احتمال دو کند. بیان را خود رنگ

�کند. بیان موقعیت یک دقیقاً در را خود رنگ راس هر (١)
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کند. بیان موقعیت ٨ حداقل در را خود رنگ که راسی دارد وجود (٢)

راس هر موقعیت زیرا است، درست حالت ٨ دقیقاً در موقعیت هر در راس هر وضعیت بیان (١)
رنگ راس هر اگر می�کند. بیان را خود رنگ راس هر حالات� این همه ١

٢ در است، حالت ١۶ با متناظر
تیم بنابراین داریم. درست وضعیت بیان حالت ٣٢ در دقیقاً پس کند، بیان موقعیت یک دقیقاً در را خود
آن�جایی از .p(S) = |Cw(S)|

|C(G٢١)|
≤ ٣٢

۶۴ = ١
٢ که است معنا بدان این و است، برنده حالت ٣٢ حداکثر در

.h(G٢١) ≥ ١
٢ داریم: (١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از .h(G٢١) ≤ ١

٢ داریم: ،S ∈ F ٠(G٢١) که
.h(G٢١) =

١
٢ نتیجه در

موقعیت ١٢ دقیقاً در را خود رنگ که راسی دارد وجود (٢.١) می�گیریم: نظر در احتمال دو (٢)
می�کند. بیان موقعیت ٨ حداکثر در را خود رنگ راس هر (٢.٢) می�کند؛ بیان

از کند. بیان موقعیت ١٢ دقیقاً در را خود رنگ vi کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.١)
را خود رنگ vj کنند. بیان را خود رنگ هم با vj و vi راس دو هر که ندارد وجود موقعیتی که آن�جایی
کنید فرض می�کند. بیان موقعیت ۴ دقیقاً در را خود رنگ vj پس می�کند، بیان موقعیت ۴ حداقل در

،(∗, b, ∗, b, b, r) ،(∗, b, ∗, b, r, b) ،(∗, b, ∗, b, b, b)موقعیت�های یکاز هر در رو این از .vi ∈ {v١, v٢}
،(∗, r, ∗, b, b, b) ،(∗, b, ∗, r, r, r) ،(∗, b, ∗, r, b, r)،(∗, b, ∗, r, r, b) ،(∗, b, ∗, r, b, b) ،(∗, b, ∗, b, r, r)
(∗, r, ∗, r, b, r) ،(∗, r, ∗, r, r, b) ،(∗, r, ∗, r, b, b) ،(∗, r, ∗, b, r, r) ،(∗, r, ∗, b, b, r) ،(∗, r, ∗, b, r, b)

داریم: (٢١.٠.١) قضیه به توجه با می�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ راس (∗, r, ∗, r, r, r) و
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٣٧ (١.٢.۴) قضیه اثبات .٣.۴

بنابراین

|Cl(S)| = |Cl(S, vb٢, vb۴, vb۵, vb۶)|+ |Cl(S, vb٢, vb۴, vr۵, vb۶)|+ |Cl(S, vb٢, vb۴, vb۵, vr۶)|

+|Cl(S, vb٢, vb۴, vr۵, vr۶)|+ |Cl(S, vb٢, vr۴, vb۵, vb۶)|+ |Cl(S, vb٢, vr۴, vr۵, vb۶)|

+|Cl(S, vb٢, vr۴, vb۵, vr۶)|+ |Cl(S, vb٢, vr۴, vr۵, vr۶)|+ |Cl(S, vr٢, vb۴, vb۵, vb۶)|

+|Cl(S, vr٢, vb۴, vr۵, vb۶)|+ |Cl(S, vr٢, vb۴, vb۵, vr۶)|+ |Cl(S, vr٢, vb۴, vr۵, vr۶)|

+|Cl(S, vr٢, vr۴, vb۵, vb۶)|+ |Cl(S, vr٢, vr۴, vr۵, vb۶)|+ |Cl(S, vr٢, vr۴, vb۵, vr۶)|
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داریم: پس

p(S) =
|Cw(S)|
|C(G٢١)|

=
|C(G٢١)| − |Cl(S)|

|C(G٢١)|
≤

|C(G٢١)| − |C(G٢١)|
٢

|C(G٢١)|
=

١
٢

داریم: (١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از .h(G٢١) ≤ ١
٢ داریم: ،S ∈ F ٠(G٢١) که آن�جایی از
.h(G٢١) =

١
٢ نتیجه در .h(G٢١) ≥ ١

٢

کاستن بدون می�کند. بیان موقعیت ٨ دقیقاً در را خود رنگ که راسی دارد وجود که آن�جایی از (٢.٢)
مورد در احتمال دو حال کند. بیان موقعیت ٨ دقیقاً در را خود رنگ v١ راس کنید فرض مسئله کلیت از

می�گیریم: نظر در زیر در v٣

کند. بیان موقعیت ٨ دقیقاً در را خود رنگ v٣ (٢.٢.١)

کند. بیان موقعیت ۴ دقیقاً در را خود رنگ v٣ (٢.٢.٢)

،(∗, b, ∗, b, b, r) ،(∗, b, ∗, b, r, b) ،(∗, b, ∗, b, b, b)موقعیت�های یکاز هر در که آن�جایی از (٢.٢.١)
،(∗, r, ∗, b, b, b) ،(∗, b, ∗, r, r, r) ،(∗, b, ∗, r, b, r)،(∗, b, ∗, r, r, b) ،(∗, b, ∗, r, b, b) ،(∗, b, ∗, b, r, r)
(∗, r, ∗, r, b, r) ،(∗, r, ∗, r, r, b) ،(∗, r, ∗, r, b, b) ،(∗, r, ∗, b, r, r) ،(∗, r, ∗, b, b, r) ،(∗, r, ∗, b, r, b)
داریم: (٢.١) در مباحث به مشابه طور به می�کنند، بیان را خود رنگ v٣ یا v١ راس (∗, r, ∗, r, r, r) و

.h(G٢١) =
١
٢

یا v٢ می�کند، بیان را خود رنگ v١ که موقعیت ٨ هر در (آ) می�گیریم: نظر در احتمال دو (٢.٢.٢)
v۴ و v٢ می�کند، بیان را خود رنگ v١ که موقعیت ٨ هر در (ب) دارند؛ یکسانی رنگ v۶ یا v۵ یا v۴



٣٨ C۴ دور رئوس از یک هر به یال افزودن با کلاه مسئله .۴

v١ موقعیت ٨ هر در .١ می�گیریم: نظر در v١ مورد در احتمال دو اکنون دارند. متفاوتی رنگ v۶ ،v۵ و
می�کند. بیان متفاوتی رنگ v١ موقعیت ٨ هر در .٢ می�کند؛ بیان یکسانی رنگ

(آ،٢)؛ (٢.٢.٢.٢) ،١)؛ (آ (٢.٢.٢.١) می�گیریم: نظر در احتمال چهار اکنون .vi ∈ {v١, v٢} فرضکنید
(ب،٢). (٢.٢.٢.۴) (ب،١)؛ (٢.٢.٢.٣)

،(∗, b, ∗, b, r, b) ،(∗, b, ∗, b, b, b)موقعیت�های در v١ فرضکنید کلیتمسئله از کاستن بدون (٢.٢.٢.١)
،(∗, b, ∗, r, r, r) ،(∗, b, ∗, r, b, r) ،(∗, b, ∗, r, r, b) ،(∗, b, ∗, r, b, b) ،(∗, b, ∗, b, r, r) ،(∗, b, ∗, b, b, r)
موقعیت�های در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین کند. بیان آبی را خود رنگ
کند. بیان آبی را خود رنگ (∗, r, ∗, b, r, r) ،(∗, r, ∗, b, b, r) ،(∗, r, ∗, b, r, b) ،(∗, r, ∗, b, b, b)
،(b, b, b, b, r, b) ،(b.b, b, b, b, r) ،(b, b, b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های
،(b, b, r, b, b, b) ،(b, b, b, r, r, r) ،(b, b, b, r, r, b) ،(b, b, b, r, b, r) ،(b, b, b, r, b, b) ،(b.b, b, b, r, r)
،(b, b, r, r, r, b) ،(b, b, r, r, b, r) ،(b, b, r, r, b, b) ،(b, b, r, b, r, r) ،(b, b, r, b, r, b) ،(b, b, r, b, b, r)
،(r, r, b, b, r, b) ،(b, r, b, b, r, r) ،(b, r, b, b, r, b) ،(b, r, b, b, b, r) ،(b, r, b, b, b, b) ،(b, b, r, r, r, r)
داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های و ،(r, r, b, b, b, r) و (r, r, b, b, b, b) ،(r, r, b, b, r, r)
،(r, b, b, b, r, b) ،(b, r, r, b, r, r) ،(b, r, r, b, r, b) ،(b, r, r, b, b, r) ،(b, r, r, b, b, b) از: عبارتند
،(r, b, b, r, b, b) ،(r, b, b, r, r, r) ،(r, b, b, r, r, b) ،(r, b, b, b, b, r) ،(r, b, b, b, b, b) ،(r, b, b, b, r, r)
،(r, b, r, r, r, b) ،(r, b, r, b, b, r) ،(r, b, r, b, b, b) ،(r, b, r, b, r, r) ،(r, b, r, b, r, b) ،(r, b, b, r, b, r)
(r, r, r, b, b, b) ،(r, r, r, b, r, r) ،(r, r, r, b, r, b) ،(r, b, r, r, b, r) ،(r, b, r, r, b, b) ،(r, b, r, r, r, r)
رنگ v٣ یا v١ حالت ١٢ در که است حالت ١۶ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت .(r, r, r, b, b, r) و
بین از (٢.١.٣) گزاره به بنا نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ می�کنند، بیان درست را خود
را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت ۴ تنها (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های
این است. نادرست vi وضعیت بیان (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٨ در ببخشند. بهبود
بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ که (b, ∗, b, ∗, ∗, موقعیت(∗ با متناظر حالت ٨ در که است معنا بدان
(b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت در vi وضعیت بیان بنابراین می�کند. بیان نادرست را خود رنگ vi می�کنند،
رنگ (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت در vi می�کنیم فرض پس ببخشد. بهبود را موفقیت شانس نمی�تواند
٨ در می�گیریم. نظر در را (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های اکنون نکند. بیان را خود
حالت ۴ می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ راس (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت
با نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ راس
vi که است حالت ٨ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ بین از (٢.١.٣) گزاره به توجه
موقعیت با متناظر حالت�های بعضی در که است معنا بدان این و می�کند، بیان نادرست را خود رنگ
می�کند. بیان نادرست را خود رنگ vi می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗)
پس ببخشد، بهبود را موفقیت شانس نمی�تواند (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت در vi وضعیت بیان بنابراین
موقعیت با متناظر حالت ۴ در نکند. بیان را خود رنگ (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت در vi می�کنیم فرض
موقعیت با متناظر حالت ۴ تنها همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗)
نتیجه می�توانند که است حالت ٨ تنها بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗)
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در است. برنده حالت ٣٢ حداکثر در تیم که است معنا بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر
پس است. G٢١ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از .p(S) = |Cw(S)|

|C(G٢١)|
≤ ٣٢

۶۴ = ١
٢ صورت این

.h(G٢١) =
١
٢ نتیجه در .h(G٢١) ≥ ١

٢ ،(١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از .h(G٢١) ≤ ١
٢

،(∗, b, ∗, b, r, b) ،(∗, b, ∗, b, b, b)موقعیت�های در v١ فرضکنید کلیتمسئله از کاستن بدون (٢.٢.٢.٢)
،(∗, b, ∗, r, b, b) موقعیت�های در و کند بیان آبی را خود رنگ (∗, b, ∗, b, r, r) ،(∗, b, ∗, b, b, r)
کاستن بدون همچنین کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, b, ∗, r, r, r) ،(∗, b, ∗, r, b, r) ،(∗, b, ∗, r, r, b)
،(∗, r, ∗, b, b, r) ،(∗, r, ∗, b, r, b) ،(∗, r, ∗, b, b, b) موقعیت�های در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از
از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های کند. بیان آبی را خود رنگ ،(∗, r, ∗, b, r, r)
،(b, b, r, b, b, r) ،(b, b, r, b, b, b) ،(b.b, b, b, r, r) ،(b, b, b, b, r, b) ،(b.b, b, b, b, r) ،(b, b, b, b, b, b)
،(b, r, b, b, r, r) ،(b, r, b, b, r, b) ،(b, r, b, b, b, r) ،(b, r, b, b, b, b) ،(b, b, r, b, r, r) ،(b, b, r, b, r, b)
،(r, b, r, r, r, r) ،(r, b, r, r, r, b) ،(r, b, b, r, b, r) ،(r, b, b, r, b, b) ،(r, b, b, r, r, r) ،(r, b, b, r, r, b)
،(r, r, b, b, b, r) و (r, r, b, b, b, b) ،(r, r, b, b, r, r) ،(r, r, b, b, r, b) ،(r, b, r, r, b, r) ،(r, b, r, r, b, b)
،(b, b, b, r, r, b) ،(b, b, b, r, b, r) ،(b, b, b, r, b, b) از: عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های و
،(b, r, r, b, b, b) ،(b, b, r, r, r, r) ،(b, b, r, r, r, b) ،(b, b, r, r, b, r) ،(b, b, r, r, b, b) ،(b, b, b, r, r, r)
،(r, b, b, b, b, b) ،(r, b, b, b, r, r) ،(r, b, b, b, r, b) ،(b, r, r, b, r, r) ،(b, r, r, b, r, b) ،(b, r, r, b, b, r)
،(r, r, r, b, r, b) ،(r, b, r, b, b, r) ،(r, b, r, b, b, b) ،(r, b, r, b, r, r) ،(r, b, r, b, r, b) ،(r, b, b, b, b, r)
حالت ١۶ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت .(r, r, r, b, b, r) و (r, r, r, b, b, b) ،(r, r, r, b, r, r)
را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در که است
متناظر حالت ٨ در همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢ در و می�کنند بیان نادرست
رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت با
به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در می�کنند، بیان نادرست را خود
(b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت�های از یک هر در vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت
v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ۴ در نکند. بیان را خود رنگ (r, ∗, b, ∗, ∗, ∗) و
۴ در و می�کنند، بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ
،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ۴ در همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت
می�کنند، بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١
که دارد وجود حالت ٨ تنها (٢.١.٣) گزاره به توجه با نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در
حالت ٣٢ حداکثر در تیم که است معنا بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند
بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از است. p(S) = |Cw(S)|

|C(G٢١)|
≤ ٣٢

۶۴ = ١
٢ صورت این در است. برنده

.h(G٢١) =
١
٢ نتیجه در .h(G٢١) ≥ ١

٢ طرفی از .h(G٢١) ≤ ١
٢ پس است، G٢١ برای

،(∗, b, ∗, b, r, b) ،(∗, b, ∗, b, b, b)موقعیت�های در v١ فرضکنید کلیتمسئله از کاستن بدون (٢.٢.٢.٣)
(∗, r, ∗, r, r, r) ،(∗, r, ∗, r, b, r) ،(∗, r, ∗, r, r, b) ،(∗, r, ∗, r, b, b) ،(∗, b, ∗, b, r, r) ،(∗, b, ∗, b, b, r)
موقعیت�های در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین کند. بیان آبی را خود رنگ
کند. بیان آبی را خود رنگ (∗, r, ∗, b, r, r) ،(∗, r, ∗, b, b, r) ،(∗, r, ∗, b, r, b) ،(∗, r, ∗, b, b, b)
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،(b, b, b, b, r, b) ،(b.b, b, b, b, r) ،(b, b, b, b, b, b) از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های
،(b, r, b, b, b, b) ،(b, b, r, b, r, r) ،(b, b, r, b, r, b) ،(b, b, r, b, b, r) ،(b, b, r, b, b, b) ،(b.b, b, b, r, r)
،(b, r, b, r, r, b) ،(b, r, b, r, b, r) ،(b, r, b, r, b, b) ،(b, r, b, b, r, r) ،(b, r, b, b, r, b) ،(b, r, b, b, b, r)
،(r, r, b, b, r, b) ،(b, r, r, r, r, r) ،(b, r, r, r, r, b) ،(b, r, r, r, b, r) ،(b, r, r, r, b, b) ،(b, r, b, r, r, r)
عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های و (r, r, b, b, b, r) و (r, r, b, b, b, b) ،(r, r, b, b, r, r)

،(r, b, b, b, r, b) ،(b, r, r, b, r, r) ،(b, r, r, b, r, b) ،(b, r, r, b, b, r) ،(b, r, r, b, b, b) از:
،(r, b, r, b, b, b) ،(r, b, r, b, r, r) ،(r, b, r, b, r, b) ،(r, b, b, b, b, r) ،(r, b, b, b, b, b) ،(r, b, b, b, r, r)
،(r, r, r, b, r, b) ،(r, r, b, r, b, r) ،(r, r, b, r, b, b) ،(r, r, b, r, r, r) ،(r, r, b, r, r, b) ،(r, b, r, b, b, r)
(r, r, r, r, b, b) ،(r, r, r, r, b, r) ،(r, r, r, r, r, b) ،(r, r, r, b, b, r) ،(r, r, r, b, b, b) ،(r, r, r, b, r, r)
رنگ v٣ یا v١ حالت ١٢ در که است حالت ١۶ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت .(r, r, r, r, r, r) و
موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ می�کنند، بیان درست را خود
نکند. بیان (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت در را خود رنگ vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗)
را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در که است حالت ١۶ با متناظر (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت همچنین
رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در می�کنند، بیان درست
رنگ vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗, موقعیت(∗ به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود
v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ۴ در نکند. بیان (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت در را خود
v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ۴ در همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا
حالت هر نتیجه می�تواند که است حالت ٨ در تنها vi وضعیت بیان بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ
.p(S) = |Cw(S)|

|C(G٢١)|
≤ ٣٢

۶۴ = ١
٢ داریم: است، برنده حالت ٣٢ حداکثر در تیم پس ببخشد، بهبود را رنگی

.h(G٢١) ≤ ١
٢ نتیجه در است. G٢١ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از

،(∗, b, ∗, b, r, b) ،(∗, b, ∗, b, b, b)موقعیت�های در v١ فرضکنید کلیتمسئله از کاستن بدون (٢.٢.٢.۴)
،(∗, r, ∗, r, b, b) موقعیت�های در و کند بیان آبی را خود رنگ (∗, b, ∗, b, r, r) ،(∗, b, ∗, b, b, r)
کاستن بدون همچنین کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, r, ∗, r, r, r) ،(∗, r, ∗, r, b, r) ،(∗, r, ∗, r, r, b)
،(∗, r, ∗, b, b, r) ،(∗, r, ∗, b, r, b) ،(∗, r, ∗, b, b, b) موقعیت�های در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از
از: عبارتند داریم درست وضعیت بیان که حالت�های کند. بیان آبی را خود رنگ (∗, r, ∗, b, r, r)
،(b, b, r, b, b, r) ،(b, b, r, b, b, b) ،(b.b, b, b, r, r) ،(b, b, b, b, r, b) ،(b.b, b, b, b, r) ،(b, b, b, b, b, b)
،(b, r, b, b, r, r) ،(b, r, b, b, r, b) ،(b, r, b, b, b, r) ،(b, r, b, b, b, b) ،(b, b, r, b, r, r) ،(b, b, r, b, r, b)
،(r, r, b, r, r, r) ،(r, r, b, r, r, b) ،(r, r, b, b, b, r) ،(r, r, b, b, b, b) ،(r, r, b, b, r, r) ،(r, r, b, b, r, b)
.(r, r, r, r, r, r) و (r, r, r, r, b, b) ،(r, r, r, r, b, r) ،(r, r, r, r, r, b) ،(r, r, b, r, b, r) ،(r, r, b, r, b, b)
،(b, r, b, r, r, b) ،(b, r, b, r, b, r) ،(b, r, b, r, b, b) از: عبارتند داریم نادرست وضعیت بیان که حالت�های
،(b, r, r, r, b, b) ،(b, r, r, b, r, r) ،(b, r, r, b, r, b) ،(b, r, r, b, b, r) ،(b, r, r, b, b, b) ،(b, r, b, r, r, r)
،(r, b, b, b, b, b) ،(r, b, b, b, r, r) ،(r, b, b, b, r, b) ،(b, r, r, r, r, r) ،(b, r, r, r, r, b) ،(b, r, r, r, b, r)
،(r, r, r, b, r, b) ،(r, b, r, b, b, r) ،(r, b, r, b, b, b) ،(r, b, r, b, r, r) ،(r, b, r, b, r, b) ،(r, b, b, b, b, r)
حالت ١۶ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت .(r, r, r, b, b, r) و (r, r, r, b, b, b) ،(r, r, r, b, r, r)
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را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در که است
(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در و می�کنند بیان نادرست
v٣ یا v١ حالت ۴ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در که است حالت ١۶ با متناظر
به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ
(b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) موقعیت�های از یک هر در vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت
v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ۴ در نکند. بیان را خود رنگ (r, ∗, b, ∗, ∗, ∗) و
رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ۴ در نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا
نتیجه می�توانند که دارد وجود حالت ٨ تنها (٢.١.٣) گزاره به توجه با بنابراین نمی�کنند. بیان را خود
داریم: است، برنده حالت ٣٢ درحداکثر تیم که است معنا بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر
.h(G٢١) ≤ ١

٢ پس G٢١است، برای بهینه یکاستراتژی S که آن�جایی از .p(S) = |Cw(S)|
|C(G٢١)|

≤ ٣٢
۶۴ = ١

٢

.h(G٢١) =
١
٢ نتیجه در .h(G٢١) ≥ ١

٢ داریم: (١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از
می�شود. اثبات (آ) قسمت مشابه (ب).

هیچ در vj و vi رئوس که باشد G٣ گراف برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض سوم: حالت
j و i هر برای ،NG٣(vi) ∩ NG٣(vj) = {x, y} و نمی�کنند، بیان را خود رنگ هم با دو هر موقعیتی
فرض دارد. وجود استراتژی چنین که می�دهیم نشان اکنون .i ̸= j و i, j ∈ {١,٢,٣,۴,۵,۶,٧} معین
که دارد وجود موقعیتی S ′ استراتژی در کنید فرض باشد. G٣ گراف برای بهینه استراتژی یک S ′ کنید
تنها و است متفاوت هم با S ′ و S استراتژی می�کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر vj و vi رئوس
راس که زمانی می�کند بیان را خود رنگ ترتیب) به ،vj) vi راس که است این در استراتژی دو این تفاوت
ترتیب) به ،vi) vj وضعیت بیان (٢.١.٣) گزاره به توجه با نکند. بیان را خود رنگ ترتیب) به ،vi) vj
یک S ′ که آن�جایی از .p(S) ≥ p(S ′) داریم: بنابراین ببخشد. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه نمی�تواند
و vi رئوس که موقعیتی S استراتژی در است. بهینه نیز S پس است، G٣ گراف برای بهینه استراتژی
بیان را خود رنگ هرگز vi مانند رئوس بعضی اگر ندارد. وجود کنند بیان را خود رنگ هم با دو هر vj
آن�گاه باشد، dG٣(vi) = ٢ اگر .h(G٣) = h(G٣−vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه نکنند،
.h(G٣ − vi) = h(T ) = ١

٢ بنابراین .h(T ) =
١
٢ داریم: (٢.٢.٢) قضیه به توجه با و ،G٣ − vi = T

(٢.٢.٢) قضیه به توجه با و ،G٣ − vi = P١ ∪ T آن�گاه ،dG٣(vi) > ٢ اگر .h(G٣) =
١
٢ نتیجه در

اگر .h(G٣) = ١
٢ نتیجه در .h(P١ ∪ T ) = max{h(P١), h(T )} = ١

٢ داریم: (١.٢.٢) قضیه و
درنتیجه .h(G٢١) =

١
٢ داریم: دوم حالت به توجه با بنابراین ،G٣ − vi = G٢١ پس .dG٣(vi) = ١

بیان را خود رنگ همیشه G٣ گراف در رئوس بعضی اگر .h(G٣) = h(G٣ − vi) = h(G٢١) =
١
٢

همیشه که G٣ در راسی کنید فرض اکنون .h(G٣) =
١
٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه کنند

بیان را خود رنگ موقعیت ٢۴ یا ١۶ ،٨ ،١ در راس هر کنید فرض ندارد. وجود کند بیان را خود رنگ
می�گیریم: نظر در زیر در احتمال دو بنابراین کند.

�کند. بیان موقعیت یک دقیقاً در را خود رنگ راس هر (١)

کند. بیان موقعیت ١۶ حداقل در را خود رنگ که راسی دارد وجود (٢)



۴٢ C۴ دور رئوس از یک هر به یال افزودن با کلاه مسئله .۴

راس هر موقعیت زیرا است، درست حالت ١۶ دقیقاً در موقعیت هر در راس هر وضعیت بیان (١)
رنگ راس هر اگر می�کند. بیان را خود رنگ راس هر حالات این همه ١

٢ در است، حالت ٣٢ با متناظر
تیم بنابراین داریم. درست وضعیت بیان حالت ۶۴ در دقیقاً پس کند، بیان موقعیت یک دقیقاً در را خود
آن�جایی از .p(S) = |Cw(S)|

|C(G٣)|
≤ ۶۴

١٢٨ = ١
٢ که است معنا بدان این و است، برنده حالت ۶۴ حداکثر در

در . h(G٣) ≥ ١
٢ ،(١٩.٠.١ ) نتیجه به توجه با طرفی از .h(G٣) ≤ ١

٢ داریم: ،S ∈ F ٠(G٣) که
.h(G٣) =

١
٢ نتیجه

خود رنگ که راسی دارد وجود (٢.١) می�گیریم: نظر در احتمال دو .vi ∈ {v١, v٢} کنید فرض (٢)
کند. بیان موقعیت ١۶ حداکثر در را خود رنگ راس هر (٢.٢) کند؛ بیان موقعیت ٢۴ دقیقاً در را

از کند. بیان را خود رنگ موقعیت ٢۴ دقیقاً در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.١)
رنگ v٣ کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر v٣ و v١ راس دو هر که ندارد وجود موقعیتی که آن�جایی
با می�کند. بیان را خود رنگ موقعیت ٨ دقیقاً در v٣ پس می�کند، بیان موقعیت ٨ حداقل در را خود

پس .|Cl(S)| ≥ |C(G٣)|
٢ داریم: (٢١.٠.١) قضیه به توجه

p(S) =
|Cw(S)|
|C(G٣)|

=
|C(G٣)| − |Cl(S)|

|C(G٣)|
≤

|C(G٣)| − |C(G٣)|
٢

|C(G٣)|
=

١
٢

نتیجه به توجه با طرفی از .h(G٣) ≤ ١
٢ بنابراین است. G٣ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از

.h(G٣) =
١
٢ نتیجه در .h(G٣) ≥ ١

٢ ،(١٩.٠.١)
بدون می�کند. بیان را خود رنگ موقعیت ١۶ دقیقاً در که راسی دارد وجود که آن�جای از (٢.٢)
احتمال دو حال کند. بیان را خود رنگ موقعیت ١۶ دقیقاً در v١ راس کنید فرض مسئله کلیت از کاستن

می�گیریم: نظر در زیر در v٣ مورد در

کند. بیان موقعیت ١۶ دقیقاً در را خود رنگ v٣ (٢.٢.١)

کند. بیان موقعیت ٨ دقیقاً در را خود رنگ v٣ (٢.٢.٢)

را خود رنگ نیز v٣ و می�کند بیان را خود رنگ موقعیت ١۶ دقیقاً در v١ که آن�جای از (٢.٢.١)
.h(G٣) =

١
٢ داریم: (٢.١) در مباحث به مشابه طور به می�کند. بیان

برای می�کند، بیان را خود رنگ v١ که موقعیت ١۶ هر در (آ) می�گیریم: نظر در احتمال دو (٢.٢.٢)
بیان را خود رنگ v١ که موقعیت ١۶ هر در (ب) دارد؛ یکسانی رنگ vi ،i ∈ {٢,۴,۵,۶,٧} که i هر
نظر در v١ مورد در احتمال دو اکنون دارد. متفاوتی رنگ vi ،i ∈ {٢,۴,۵,۶,٧} که i هر برای می�کند،
متفاوتی رنگ v١ موقعیت ١۶ هر در .٢ می�کند؛ بیان یکسانی رنگ v١ موقعیت ١۶ هر در .١ می�گیریم:

می�کند. بیان
(آ،٢)؛ (٢.٢.٢.٢) ،١)؛ (آ (٢.٢.٢.١) می�گیریم: نظر در احتمال چهار حال .vi ∈ {v١, v٢} فرضکنید

(ب،٢). (٢.٢.٢.۴) (ب،١)؛ (٢.٢.٢.٣)
کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت ١۶ در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.١)
حالت ۴٨ در کند. بیان آبی را رنگخود موقعیت� ٨ در v٣ فرضکنید مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین
(b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت داریم. نادرست وضعیت بیان حالت ۴٨ در داریم. درست وضعیت بیان
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حالت ٨ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ راس حالت ٢۴ در که است حالت ٣٢ با متناظر
موقعیت با متناظر حالت�های بین از (٢.١.٣) گزاره به بنا نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ راس
١۶ در ببخشند. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت ٨ تنها (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗)
که است معنا بدان این و است، نادرست vi وضعیت بیان (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت
vi می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ که (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ در
نمی�تواند (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت در vi وضعیت بیان بنابراین می�کند. بیان نادرست را خود رنگ
بیان را خود رنگ (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ در vi می�کنیم فرض پس ببخشد، بهبود را موفقیت شانس
متناظر حالت ١۶ در می�گیریم. نظر در را (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های اکنون نکند.
یا v١ راس حالت ٨ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ راس (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با
گزاره به توجه با نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣
نادرست را خود رنگ vi حالت ١۶ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٣٢ بین از (٢.١.٣)
v١ که (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های بعضی در که است معنا بدان این می�کند. بیان
vi وضعیت بیان بنابراین می�کند. بیان نادرست را خود رنگ vi می�کنند بیان درست را خود رنگ v٣ یا
موقعیت در vi می�کنیم فرض ببخشد. بهبود را موفقیت شانس نمی�تواند (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت در
v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٨ نکند. بیان را خود رنگ (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗)
رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ با متناظر حالت ٨ تنها همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ
ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت ١۶ تنها بنابراین نمی�کنند. بیان را خود
.p(S) = |Cw(S)|

|C(G٣)|
≤ ۶۴

١٢٨ = ١
٢ داریم: است. برنده حالت ۶۴ حداکثر در تیم که است معنا بدان این و

نتیجه به توجه با طرفی از .h(G٣) ≤ ١
٢ پس است. G٣ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از

.h(G٣) =
١
٢ نتیجه در ،h(G٣) ≥ ١

٢ ،(١٩.٠.١)

(∗, b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ٨ در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.٢)
کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, b, ∗, r, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ٨ در و کند بیان آبی را خود رنگ
رنگ (∗, r, ∗, b, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ٨ در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین
نادرست وضعیت بیان ۴٨حالت در و داریم درست وضعیت بیان حالت ۴٨ در کند. بیان آبی را خود
را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در که است حالت ٣٢ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت داریم.
v٣ یا v١ حالت ٨ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان درست
v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ در همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ
حالت ٨ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ
(٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود رنگ v٣ یا v١
بیان را خود رنگ (r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) و (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت�های از یک هر در vi می�کنیم فرض
می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٨ در نکند.
بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در
درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٨ در همچنین نمی�کنند.
رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در می�کنند، بیان
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نتیجه می�توانند که دارد وجود حالت ١۶ تنها (٢.١.٣) گزاره به توجه با بنابراین نمی�کنند. بیان را خود
این در است. برنده حالت ۶۴ حداکثر در تیم که است معنا بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر
پس است، G٣ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از است. p(S) = |Cw(S)|

|C(G٣)|
≤ ۶۴

١٢٨ = ١
٢ صورت

.h(G٣) =
١
٢ نتیجه در .h(G٣) ≥ ١

٢ طرفی از .h(G٣) ≤ ١
٢

کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت ١۶ در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.٣)
حالت ۴٨ کند. بیان آبی را خود رنگ موقعیت ٨ در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین
(b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت داریم. نادرست وضعیت بیان حالت ۴٨ در و داریم درست وضعیت بیان
v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٢۴ در که است حالت ٣٢ با متناظر
فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود رنگ v٣ یا
با متناظر حالت ١۶ در همچنین نکند. بیان (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت در را خود رنگ vi می�کنیم
خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗
موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در و می�کنند بیان نادرست را
بیان (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت در را خود رنگ vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗)
همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ با متناظر حالت ٨ در نکند.
بیان بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٨ در
در تیم پس ببخشد. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�تواند که است حالت ١۶ در تنها vi وضعیت
S که آن�جایی از است. p(S) = |Cw(S)|

|C(G٣)|
≤ ۶۴

١٢٨ = ١
٢ صورت این در است. برنده حالت ۶۴ حداکثر

.h(G٣) ≤ ١
٢ نتیجه در است، G٣ برای بهینه استراتژی یک

(∗, b, ∗, b, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ٨ در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.۴)
کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, r, ∗, r, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ٨ در و کند بیان آبی را خود رنگ
رنگ (∗, r, ∗, b, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ٨ در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین
نادرست وضعیت بیان حالت ۴٨ در و داریم درست وضعیت بیان حالت ۴٨ در کند. بیان آبی را خود
را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در که است حالت ٣٢ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت داریم.
v٣ یا v١ حالت ٨ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان درست
خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ در نمی�کنند. بیان را خود رنگ
v٣ یا v١ حالت ٨ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٨ در می�کنند، بیان درست را
می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود رنگ
٨ در نکند. بیان را خود رنگ (r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) و (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت�های از یک هر در vi
متناظر حالت ٨ در نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت
(٢.١.٣) گزاره به توجه با بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با
که است معنا بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که دارد وجود حالت ١۶ تنها
آن�جایی از است. p(S) = |Cw(S)|

|C(G٣)|
≤ ۶۴

١٢٨ = ١
٢ صورت این در است. برنده حالت ۶۴ حداکثر در تیم

(١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از .h(G٣) ≤ ١
٢ پس است. G٣ برای بهینه استراتژی یک S که

.h(G٣) =
١
٢ نتیجه در .h(G٣) ≥ ١

٢ داریم:
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هیچ در vj و vi رئوس که باشد، G۴ گراف برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض چهارم: حالت
j و i هر برای NG۴(vi) ∩ NG۴(vj) = {x, y} و نمی�کنند، بیان را خود رنگ هم با دو هر موقعیتی
دارد. وجود استراتژی چنین که می�دهیم نشان حال .i ̸= j و i, j ∈ {١,٢,٣,۴,۵,۶,٧,٨} معین
که دارد وجود موقعیتی S ′ استراتژی در کنید فرض باشد. G۴ برای بهینه استراتژی یک S ′ کنید فرض
تفاوت تنها و است متفاوت هم با S ′ و S استراتژی می�کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر vj و vi رئوس
،vi) vj راس که زمانی می�کند بیان را خود رنگ ترتیب) به ،vj) vi راس که است این در استراتژی دو این
نمی�تواند ترتیب) به ،vi ) vj وضعیت بیان (٢.١.٣) گزاره به توجه با نکند. بیان را خود رنگ ترتیب) به
استراتژی یک S ′ که آن�جایی از .p(S) ≥ p(S ′) داریم: بنابراین ببخشد. بهبود را رنگی حالت هر نتیجه
رنگ هم با دو هر vj و vi رئوس که موقعیتی S استراتژی در است. بهینه نیز Sپس است، G۴ برای بهینه
به توجه با آن�گاه نکنند بیان را خود رنگ هرگز vi مانند رئوس بعضی اگر ندارد. وجود کنند بیان را خود
،G۴ − vi = P١ ∪ T آن�گاه باشد dG۴(vi) > ٢ اگر .h(G۴) = h(G۴ − vi) داریم: (٢٣.٠.١) قضیه
در .h(P١ ∪ T ) = max{h(P١), h(T )} = ١

٢ داریم: (١.٢.٢) قضیه و (٢.٢.٢) قضیه به توجه با و
داریم: سوم حالت به توجه با بنابراین .G۴ − vi = G٣ آن�گاه ،dG۴(vi) = ١ اگر .h(G۴) =

١
٢ نتیجه

همیشه G۴ رئوس بعضی اگر .h(G۴) =
١
٢ نتیجه در .h(G۴ − vi) = h(G٣) =

١
٢ و h(G٣) =

١
٢

هیچ کنید فرض اکنون .h(G۴) =
١
٢ داریم: (٢٢.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه کنند بیان را خود رنگ

رنگ موقعیت ۴٨ یا ٣٢ ،١۶ ،١ در راس هر کنید فرض نکند. بیان را خود رنگ همیشه G۴ در راس
می�گیریم: نظر در احتمال دو بنابراین کند. بیان را خود

�کند. بیان موقعیت یک دقیقاً در را خود رنگ راس هر (١)

کند. بیان موقعیت ٣٢ حداقل در را خود رنگ که راسی دارد وجود (٢)

متناظر موقعیت هر زیرا است، درست حالت ٣٢ دقیقاً در موقعیت هر در راس هر وضعیت بیان (١)
خود رنگ راس هر اگر می�کند. بیان را خود رنگ راس هر حالات این همه ١

٢ در است، حالت ۶۴ با
تیم بنابراین داریم. درست وضعیت بیان حالت ١٢٨ در دقیقاً آن�گاه کند بیان موقعیت یک دقیقاً در را
آن�جایی از .p(S) = |Cw(S)|

|C(G۴)|
≤ ١٢٨

٢۵۶ = ١
٢ که است معنا بدان این و است، برنده حالت ١٢٨ درحداکثر

نتیجه در ،h(G۴) ≥ ١
٢ ،(١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی از .h(G۴) ≤ ١

٢ داریم: .S ∈ F ٠(G۴) که
.h(G۴) =

١
٢

خود رنگ که راسی دارد وجود (٢.١) می�گیریم: نظر در احتمال دو .vi ∈ {v١, v٢} کنید فرض (٢)
کند. بیان موقعیت ٣٢ حداکثر در را خود رنگ راس هر (٢.٢) کند؛ بیان موقعیت ۴٨ دقیقاً در را

از کند. بیان را خود رنگ موقعیت ۴٨ دقیقاً در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.١)
رنگ v٣ کنند. بیان را خود رنگ هم با دو هر v٣ و v١ راس دو هر که ندارد وجود موقعیتی که آن�جایی
با می�کند. بیان را خود رنگ موقعیت ١۶ دقیقاً در v٣ پس می�کند، بیان موقعیت ١۶ حداقل در را خود

داریم: .|Cl(S)| ≥ |C(G۴)|
٢ داریم: (٢١.٠.١) قضیه به توجه

p(S) =
|Cw(S)|
|C(G۴)|

=
|C(G۴)| − |Cl(S)|

|C(G۴)|
≤

|C(G۴)| − |C(G۴)|
٢

|C(G۴)|
=

١
٢
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نتیجه به توجه با طرفی از .h(G۴) ≤ ١
٢ پس است، G۴ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از

.h(G۴) =
١
٢ نتیجه در .h(G۴) ≥ ١

٢ داریم: (١٩.٠.١)
بدون می�کند. بیان را خود رنگ موقعیت ٣٢ دقیقاً در که راسی دارد وجود که آن�جایی از (٢.٢)
احتمال دو حال کند. بیان را خود رنگ موقعیت ٣٢ دقیقاً در v١ راس کنید فرض مسئله کلیت از کاستن

می�گیریم: نظر در زیر در v٣ مورد در

کند. بیان موقعیت ٣٢ دقیقاً در را خود رنگ v٣ (٢.٢.١)

کند. بیان موقعیت ١۶ دقیقاً در را خود رنگ v٣ (٢.٢.٢)

را خود رنگ نیز v٣ و می�کند بیان را خود رنگ موقعیت ٣٢ دقیقاً در v١ که آن�جایی از (٢.٢.١)
.h(G۴) =

١
٢ داریم: (٢.١) در مباحثی به مشابه طور به می�کند. بیان

برای می�کند، بیان را خود رنگ v١ که موقعیت ٣٢ هر در (آ) می�گیریم: نظر در احتمال دو (٢.٢.٢)
را خود رنگ v١ که موقعیت ٣٢ هر در (ب) دارد؛ یکسانی رنگ vi ،i ∈ {٢,۴,۵,۶,٧,٨} که i هر
مورد در احتمال دو اکنون دارد. متفاوتی رنگ vi ،i ∈ {٢,۴,۵,۶,٧,٨} که i هر برای می�کند، بیان
v١ موقعیت ٣٢ هر در .٢ می�کند؛ بیان یکسانی رنگ v١ موقعیت ٣٢ هر در .١ می�گیریم: نظر در v١

می�کند. بیان متفاوتی رنگ
(آ،٢)؛ (٢.٢.٢.٢) ،١)؛ (آ (٢.٢.٢.١) می�گیریم: نظر در احتمال چهار حال .vi ∈ {v١, v٢} فرضکنید

(ب،٢). (٢.٢.٢.۴) (ب،١)؛ (٢.٢.٢.٣)
بیان آبی را خود رنگ موقعیت ٣٢ در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.١)
بیان آبی را خود رنگ موقعیت� ١۶ در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین کند.
موقعیت داریم. نادرست وضعیت بیان حالت ٩۶ در و داریم درست وضعیت بیان حالت ٩۶ در کند.
درست را خود رنگ v٣ یا v١ راس حالت ۴٨ در که است حالت ۶۴ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗)
از (٢.١.٣) گزاره به توجه با نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ راس حالت ١۶ در می�کنند، بیان
هر نتیجه می�توانند که است حالت ١۶ تنها (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های بین
وضعیت بیان (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٣٢ در ببخشند. بهبود را رنگی حالت
(b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٣٢ در که است معنا بدان این و است، نادرست vi
بیان بنابراین می�کند، بیان نادرست را خود رنگ vi می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ که
می�کنیم فرض ببخشد، بهبود را موفقیت شانس نمی�تواند (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت در vi وضعیت
موقعیت با متناظر حالت�های اکنون نکند. بیان (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت در را خود رنگ vi
راس (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٣٢ در می�گیریم. نظر در را (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗)
و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١
با متناظر حالت ۶۴ بین از (٢.١.٣) گزاره به توجه با نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در
است معنا بدان این و می�کند، بیان نادرست را خود رنگ vi حالت ٣٢ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت
بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت�های بعضی در که
(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ در vi وضعیت بیان بنابراین می�کند؛ بیان نادرست را رنگخود vi می�کنند
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رنگ (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ در vi می�کنیم فرض پس ببخشد، بهبود را موفقیت شانس نمی�تواند
بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ در نکند. بیان را خود
را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ در تنها همچنین نمی�کنند.
این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که است حالت ٣٢ تنها بنابراین، نمی�کنند. بیان
p(S) = |Cw(S)|

|C(G۴)|
≤ ١٢٨

٢۵۶ = ١
٢ صورت این در است. برنده حالت ١٢٨ حداکثر در تیم که است معنا بدان

به توجه با طرفی از .h(G۴) ≤ ١
٢ پس است، G۴ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از است.

.h(G۴) =
١
٢ نتیجه در .h(G۴) ≥ ١

٢ ،(١٩.٠.١) نتیجه

(∗, b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ١۶ در v١ فرضکنید کلیتمسئله از کاستن بدون (٢.٢.٢.٢)
کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ١۶ در و کند بیان آبی را خود رنگ
(∗, r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ١۶ در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین
نادرست وضعیت بیان ٩۶حالت در و داریم؛ درست وضعیت بیان حالت ٩۶ در کند. بیان آبی را رنگخود
خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٣٢ در که است حالت ۶۴ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت داریم.
یا v١ حالت ١۶ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در می�کنند، بیان درست را
یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٣٢ در همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣
در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣
در (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶
(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) و (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت�های از یک هر در vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١)
را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ در نکند. بیان را خود رنگ
یا v١ حالت ١۶ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٣٢ در می�کنند، بیان درست
یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ در همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣
در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ٣٢ در می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣
وجود حالت ٣٢ تنها (٢.١.٣) گزاره به توجه با بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶
١٢٨ حداکثر در تیم که است معنا بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که دارد
بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از .p(S) = |Cw(S)|

|C(G۴)|
≤ ١٢٨

٢۵۶ = ١
٢ صورت این در است. برنده حالت

.h(G۴) =
١
٢ نتیجه در .h(G۴) ≥ ١

٢ طرفی از .h(G۴) ≤ ١
٢ پس است، G۴ برای

بیان آبی را خود رنگ موقعیت ٣٢ در v١ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون (٢.٢.٢.٣)
بیان آبی را خود رنگ موقعیت ١۶ در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین کند.
موقعیت داریم. نادرست وضعیت بیان حالت ٩۶ و داریم؛ درست وضعیت بیان حالت ٩۶ در کند.
بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ۴٨ در که است حالت ۶۴ با متناظر (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗)
(b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را رنگخود v٣ یا v١ حالت ١۶ در می�کنند،
همچنین نکند. بیان (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت در را خود رنگ vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در
می�کنند، بیان درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٣٢ در
بیان را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در
را خود رنگ vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ به مشابه دلائل به نمی�کنند،
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،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ در نکند. بیان (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت در
،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ١۶ در همچنین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١
می�تواند که است حالت ٣٢ در تنها vi وضعیت بیان بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١
صورت این در است. برنده حالت ١٢٨ حداکثر در تیم پس ببخشد، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه
نتیجه در است، G۴ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از است. p(S) = |Cw(S)|

|C(G۴)|
≤ ١٢٨

٢۵۶ = ١
٢

.h(G۴) ≤ ١
٢

(∗, b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) با متناظر ١۶موقعیت در v١ فرضکنید کلیتمسئله از کاستن بدون (٢.٢.٢.۴)
کند. بیان قرمز را خود رنگ (∗, r, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ١۶ در و کند بیان آبی را خود رنگ
(∗, r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗) با متناظر موقعیت ١۶ در v٣ کنید فرض مسئله کلیت از کاستن بدون همچنین
وضعیت بیان حالت ٩۶ در و داریم؛ درست وضعیت بیان حالت ٩۶ در کند. بیان آبی را خود رنگ
درست را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٣٢ در داریم. نادرست
رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در و می�کنند بیان نادرست را خود رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در می�کنند، بیان
را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت با متناظر حالت ٣٢ در نمی�کنند. بیان را خود
رنگ v٣ یا v١ حالت ١۶ در و می�کنند بیان نادرست را رنگخود v٣ یا v١ حالت ١۶ می�کنند، بیان درست
vi می�کنیم فرض (٢.٢.٢.١) در (b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ به مشابه دلائل به نمی�کنند، بیان را خود
در نکند. بیان را خود رنگ (r, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) و (b, ∗, b, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗) موقعیت�های از یک هر در
حالت ١۶ در نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(b, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ با متناظر حالت ١۶
گزاره به توجه با بنابراین نمی�کنند. بیان را خود رنگ v٣ یا v١ ،(r, ∗, r, ∗, ∗, ∗, ∗, موقعیت(∗ با متناظر
بدان این و ببخشند، بهبود را رنگی حالت هر نتیجه می�توانند که دارد وجود حالت ٣٢ تنها (٢.١.٣)
.p(S) = |Cw(S)|

|C(G۴)|
≤ ١٢٨

٢۵۶ = ١
٢ صورت این در است. برنده حالت ١٢٨ حداکثر در تیم که است معنا

نتیجه به توجه با طرفی از .h(G۴) ≤ ١
٢ پس است. G۴ برای بهینه استراتژی یک S که آن�جایی از

.h(G۴) =
١
٢ نتیجه در .h(G۴) ≥ ١

٢ داریم: (١٩.٠.١)



۵ فصل

دوری دو گراف�های روی کلاه مسئله

مقدمه ١.۵

عدد مورد هر در و کردیم بیان دورها و کامل گراف�های درختان، مسیر�ها، روی را کلاه مسئله حال به تا
دقیقاً دوری دو گراف�های روی را کلاه مسئله فصل این در اینک آوردیم. دست به دقیق طور به را کلاه

می�آوریم. دست به دقیق طور به را کلاه عدد و می�گیریم نظر در بار اولین برای را دور دو با

یکسان رنگ مجاور رئوس که ،G گراف کامل آمیزی رنگ برای لازم رنگ تعداد حداقل .١.١.۵ تعریف
می�کنیم. گذاری نماد χ(G) با را آن و می�شود، نامیده گراف یک رنگی عدد ندارند،

می�نامیم. دوری تک را G آن�گاه باشد دوری گراف زیر یک شامل تنها G گراف اگر .٢.١.۵ تعریف

.h(G) = h(Kω(G)) آن�گاه باشد ٢ از توانی ω(G) + ١ اگر ،G گراف هر برای [١٢] .٣.١.۵ قضیه

.h(G) = ω(G)
ω(G)+١ آن�گاه باشد ٢ از توانی ω(G) + ١ اگر [١٢] .۴.١.۵ نتیجه

.h(G) = ١
٢ داریم: G دوری تک گراف هر برای [١٩] .۵.١.۵ قضیه

و ،h(G) = ٣
۴ آن�گاه باشد مثلث شامل G اگر باشد. دوری دو گراف یک G کنید فرض .۶.١.۵ قضیه

.h(G) = ١
٢ صورت این غیر در

(۵.١.۶) قضیه اثبات ٢.۵

صحیح اعداد n٢ و n١ که باشد، Cn٢ و Cn١ دور دو دقیقاً با دوری دو گراف G = G(n١, n٢) کنید فرض
راس یک یک، درجه از راس هر که است روشن باشد. δ(G) = ١ کنید فرض هستند. ٢ از بزرگتر و
.h(G− x١) = h(G) ،(١.٢.٣) لم به توجه با آن�گاه باشد یک درجه از راس یک x١ اگر است. غالب
،(١.٢.٣) لم به توجه با آن�گاه باشد G − x١ در یک درجه از راسی x٢ و ،δ(G − x١) = ١ اگر
G−x١−x٢−· · ·−xk دوری دو گراف ما روند این ادامه با .h(G−x١−x٢) = h(G−x١) = h(G)
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δ(G) ≥ ٢ می�کنیم فرض اینک .h(G − x١ − x٢ − · · · − xk) = h(G) که می�آوریم دست به را
ما است. d(u, v) = d(Cn١ , Cn٢) که باشند راس دو v ∈ V (Cn٢) و u ∈ V (Cn١) کنید فرض باشد.

می�دهیم. ادامه Cn٢ و Cn١ دور دو طول به وابستگی با را روند این
می�آید. دست به زیر قضیه (۴.١.۵) نتیجه و ω(G) = ٣ به توجه با آن�گاه باشد ٣ ∈ {n١, n٢} اگر

.h(G) = ٣
۴ آن�گاه باشد ٣ ∈ {n١, n٢} اگر .١.٢.۵ قضیه

قضیه به توجه با و است، χ(G) = ω(G) = ٢ آن�گاه باشند زوج Cn٢ و Cn١ دور دو هر اگر
داریم: (٢.٣.٣)

.h(G) = ١
٢ آن��گاه باشند زوج n٢ و n١ دو هر اگر .٢.٢.۵ قضیه

می�کنیم فرض ،(٢.١.٣) گزاره به توجه با باشند. فرد n٢ و n١ از یکی حداقل که کنید فرض اکنون
می�گیریم. نظر در زیر لم در را باشد n١ = n٢ = ۵ که را حالتی ابتدا در باشد. d(u, v) ≤ ١ که

.h(G(۵,۵)) = ١
٢ .٣.٢.۵ لم

باشد. G(۵,۵) گراف برای بهینه استراتژی یک S کنید فرض باشد. d(u, v) = ١ کنید فرض برهان.
داریم: (٢٣.٠.١) قضیه به توجه با آن�گاه نکنند بیان را خود رنگ هرگز vi مانند رئوس بعضی اگر
به توجه با و است دوری تک گراف یک G − vi آن�گاه باشد dG(vi) = ٢ اگر .h(G) = h(G − vi)

dG(vi) = ٣ کنید فرض .h(G) = h(G−vi) = ١
٢ نتیجه در .h(G−vi) = ١

٢ داریم: (۵.١.۵) قضیه
(٢.٢.٣) لم و (١.١.۴ و ١.٢.٢) قضیه دو به توجه با که است P۴ و C۵ از مجزای اجتماع G−vi باشد.

.h(G) = h(G− vi) = max{h(P۴), h(C۵)} = ١
٢ داریم:

کنند، بیان را خود رنگ همیشه رئوس بعضی اگر کند. بیان را خود رنگ راس هر کنید فرض اکنون
که باشد نداشته وجود G گراف در راسی هیچ کنید فرض .h(G) = ١

٢ ،(٢٢.٠.١) قضیه به توجه با
کند. بیان را خود رنگ موقعیت چهار یا دو یک، در راس هر کنید فرض کند. بیان را خود رنگ همیشه

می�گیریم: نظر در را زیر احتمال دو پس

کند. بیان را خود رنگ موقعیت یک دقیقاً در راس هر (١)

می�کند. بیان را خود رنگ موقعیت دو حداقل در که راسی دارد وجود (٢)

هر زیرا است، نادرست حالت ٢|V (G)|−|NG(vi)|−١ در موقعیت هر در vi راس هر وضعیت بیان (١)
خود رنگ vi راس حالات این همه ١

٢ در است، حالت ٢|V (G)−|NG(vi)| با متناظر vi راس هر از موقعیت
٢٩ = ۵١٢ دقیقاً می�کند، بیان را خود رنگ موقعیت یک دقیقاً در راس هر که چون می�کند. بیان را
این از هریک اگر حتی است، برنده حالت ۵١٢ حداکثر در تیم پس داریم، درست وضعیت بیان حالت

که است معنا بدان این و باشند، نیز دیگری حالت�های در درست وضعیت بیان ٢٩

به توجه با طرفی از .h(G) ≤ ١
٢ پس ،S ∈ F ٠(G) که آنجایی از .p(S) = |Cw(S)|

|C(G)| ≤ ۵١٢
١٠٢۴ = ١

٢

.h(G) = ١
٢ نتیجه در است. h(G) ≥ ١

٢ ،(١٩.٠.١) نتیجه



۵١ (۵.١.۶) قضیه اثبات .٢.۵

خلف: فرض ندارد. وجود کند بیان موقعیت ۴ در را خود رنگ که راسی می�دهیم نشان ابتدا در (٢)
راس که است واضح می�کند. بیان موقعیت ۴ دقیقاً در را خود رنگ که راسی دارد وجود که می�کنیم فرض
حالت�های تعداد حداقل دنبال به واقع در ما می�کند. بیان موقعیت ۴ دقیقاً در را خود رنگ سه درجه
راس این بر علاوه و دارد وجود موقعیت ۴ دو درجه راس برای هستیم. داریم نادرست وضعیت بیان که
بیان حالت ٢)٢٢۶ + ٢٧) = (٣)٢٨ حداکثر بنابراین می�کند. بیان موقعیت ۴ در را خود رنگ سه درجه

داریم: صورت این در است. بازنده حالت (٣)٢٨ حداکثر در تیم پس داریم، نادرست وضعیت

p(S) =
|Cw(S)|
|C(G)|

=
|C(G)| − |Cl(S)

|C(G)|
≤ ٢١٠ − (٣)٢٨

٢١٠
=

١
۴ <

١
٢

است. تناقض در p(S) ≥ ١
٢ با این

رنگ x که می�کنیم فرض می�کند. بیان موقعیت دو دقیقاً در را خود رنگ که x مانند راسی دارد وجود
فرض مسئله کلیت از کاستن بدون ببیند. را قرمز رنگ دو یا آبی رنگ دو حداقل گاه هر �کند بیان را خود
را آبی رنگ دو حداقل گاه هر (i ∈ {١,٢}) ui ،u٢ و u١ راس دو هر برای که استراتژی یک S می�کنیم
برای که باشد S استراتژی با متفاوت بهینه استراتژی یک S ′ کنید فرض کند. بیان را خود رنگ ببیند
و می�کند بیان را خود رنگ می�بیند آبی رنگ دو حداقل که زمانی u٢ و u١ از یکی ،u٢ و u١ راس دو هر
حداقل که زمانی y ∈ {u١, u٢} اگر نکند. بیان را خود رنگ ببیند آبی رنگ دو حداقل که زمانی دیگری
حداقل که زمانی {u١, u٢} از دیگری راس که است روشن نکند. بیان را خود رنگ ببیند را آبی رنگ دو
نتیجه نمی�تواند y وضعیت بیان (٢.١.٣) گزاره به توجه با می�کند، بیان را خود رنگ ببیند را آبی رنگ دو
پس ،S ′ ∈ F ٠(G) که آنجایی از .p(S ′) ≤ p(S) داریم: بنابراین ببخشد، بهبود را رنگی حالت هر
قبلی احتمالات همان نکند بیان را خود رنگ هرگز S ′ استراتژی در y اگر است. بهینه نیز S استراتژی

.(S ′ = S (یعنی می�گیریم نظر در را داشتیم S مورد در که را
می�شود. اثبات نیز d(u, v) = ٠ برای مشابه طور به

.h(G) = ١
٢ آن�گاه باشند فرد صحیح اعداد n١, n٢ ≥ ۵ اگر .۴.٢.۵ قضیه

استقرا با حال .h(G(۵, n٢)) = ١
٢ که می�دهیم نشان n٢ ≥ ۵ فرد صحیح عدد هر برای ابتدا در برهان.

.h(G(۵,۵)) = ١
٢ داریم: (٣.٢.۵) لم به توجه با n٢ = ۵ برای می�کنیم. ثابت n٢ ≥ ۵ روی

به v١v٢v٣v۴ کنید فرض است. برقرار ،n′
٢ < n٢ که n′

٢ > ۵ هر برای می�کنیم فرض استقرا: فرض
اتصال با که باشد گراف Hیک فرضکنید .v /∈ {v١, v٢, v٣, v۴} که باشد n٢ دور روی یکمسیر ترتیب
.h(G(۵, n٢)) ≤ h(H) داریم: (١٨.٠.١) قضیه به توجه با و می�آید، دست به G(۵, n٢) در v۴ به v١
داریم: (١.٢.٣) لم به توجه با .H ′ = H − v٢ کنید فرض .NH(v٢) ⊆ NH(v۴) می�کنیم مشاهده
لم از استفاده با دوباره است، NH′(v٣) ⊆ NH′(v١) می�کنیم مشاهده این بر علاوه .h(H) = h(H ′)

فرض به توجه با است. دوری دو گراف یک H ′ − v٣ گراف .h(H ′) = h(H ′ − v٣) داریم: (١.٢.٣)
از است. h(G(۵, n٢)) ≤ h(H) = h(H ′) = ١

٢ صورت این در .h(H ′ − v٣) =
١
٢ داریم: استقرا

نتیجه در .h(G(۵, n٢)) = ١
٢ بنابراین است، h(G(۵, n٢)) ≥ ١

٢ ،(١٩.٠.١) نتیجه به توجه با طرفی
.h(G(۵, n٢)) = ١

٢ ،n٢ ≥ ۵ هر برای
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و مشابه طور به ،n١ ≥ ۵ برای اینک .h(G(۵, n٢)) = ١
٢ که شد داده نشان n٢ ≥ ۵ برای کنون تا

است روشن آن اثبات که می�کنیم، ثابت است، h(G(۵, n٢)) = ١
٢ استقرا فرض که n١ روی استقرا با

.h(G(n١, n٢)) = ١
٢ نتیجه در می�کنیم. امتناع جا این در اثبات آوردن از و

می�گیریم. نظر در فرد دور یک و زوج دور یک با دوری دو گراف یک زیر در

و زوج صحیح عدد n١ ≥ ۴ که ،Cn٢ و Cn١ دور دو دقیقاً با گراف یک G کنید فرض .۵.٢.۵ قضیه
.h(G) = ١

٢ سپس باشد فرد صحیح عدد n٢ ≥ ۵

در .h(G) = ١
٢ می�دهیم نشان n١ روی استقرا با باشد. فرد و صحیح عدد n٢ ≥ ۵ کنید فرض برهان.

.NG(b) ⊆ NG(u) که چون NG(b)است. = {a, c} که باشد V (Cn١) = {a, b, c, u} فرضکنید ابتدا
است دوری تک گراف یک G− b که این به توجه با است. h(G) = h(G− b) ،(١.٢.٣) لم به توجه با

. است h(G) = ١
٢ ،(۵.١.۵) قضیه به توجه با و

مسیر یک abcd کنید فرض حال باشد. برقرار ۴ < n′
١ < n١ برای نتیجه کنید فرض استقرا: فرض

دست به G گراف در d به a اتصال با را H گراف کنید فرض .u /∈ {a, b, c, d} و باشد Cn١ دور در
داریم: (١.٢.٣) لم و (١٨.٠.١) قضیه به توجه با و ،NH(c) ⊆ NH(a) که می�کنیم مشاهده بیاوریم.
دو گراف یک H − c − b و ،h(H − c) = h(H − c − b) لیکن .h(G) ≤ h(H) = h(H − c)

نتیجه به توجه با طرفی از .h(G) ≤ h(H − c− b) = ١
٢ داریم: استقرا فرض به توجه با است. دوری

.h(G) = ١
٢ نتیجه در .h(G) ≥

١
٢ ،(١٩.٠.١ )
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Aabstract

In the hat problem, each of n people is randomly fitted with a blue or red hat.
Then everybody can try to guess simultaneously his own hat color looking at the
hat colors of the other people. The team wins if at least one person guesses his hat
color correctly and no one guesses his hat color wrong, otherwise the team loses.
The aim is to maximize the probability of winning. In this thesis, we cosider such
problem on a graph, where vertices are people and a person can see all people, to
which he is connected by an edge. We investigate the hat problem on the trees,
paths, complete graphs and some cycles, and separately in each case obtain the
hat number. Also we obtain the hat number on bicyclic graphs as our own work.
Keywords: Bicyclic graph, Cycle, Hat problem, Path, Strategy, Tree,
Vertex degree
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