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اری... پاس
قطره�ای اندیشه، بی�کران دریای در را کوچکش بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین
در که اکنون لذا نشیند. تماشا به بزرگ آموزگارانی ناب اندیشه�های دریچه از را آن وسعت تا ساخت
را سپاس مراتب تا می�دانم لازم برخود است، رسیده انجام به حاضر پایان�نامه نوازی�هایش بنده سایه�سار

نمی�رسید. انجام به نامه پایان این هرگز نبود، یاریگرشان دست اگر که آورم به�جا بزرگوارانی از
داشتند، برعهده را پایان�نامه این راهنمایی زحمت که قوتمند مهدی دکتر آقای جناب گرانقدرم استاد از ابتدا

دارم. را سپاس کمال
نمودند، متحمل را پایان�نامه این مشاوره زحمت که احسنی حجت دکتر آقای جناب عالی�قدرم استاد از

دارم. را تشکر کمال
این انجام طول در که دوستانی تمامی و مادرم و پدر به زندگی�ام همراهان مهربان�ترین به را آخر سپاس

می�کنم. تقدیم بوده�اند من کمک�رسان پروژه

ی یلاد ن۱۳۹۳ید



ھد
علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی حسینی میلاد سید اینجانب
با کسری جبری دیفرانسیل معادلات حل عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی

می�شوم: متعهد جزیی قوتمند مهدی دکتر راهنمایی تحت ، تحلیلی نیمه روش�های

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) ی(یا یلاد ن۱۳۹۳ید

ر ق و ج تا ت مال
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
موضوع دیفرانسیل-جبری معادلات حل برای تحلیلی نیمه مناسب روش�های یافتن اخیر های سال در
معادلات حل برای تحلیلی نیمه مناسب روش�های طرح این در است. بوده محققین از بسیاری توجه مورد
تغییرپذیر، تکرار روش به توان می روش�ها این جمله از که شود می بررسی کسری دیفرانسیل-جبری

کرد. اشاره هموتوپی آنالیز روش و آدومین تجزیه روش
معادلات این حل و نیست دقیقی تحلیلی جواب دارای کسری جبری دیفرانسیل معادلات اینکه به توجه با
از تقریبی تا داریم سعی لذا است، ممکن غیر موارد برخی در و پیچیده بسیار کلاسیک روش�های با

آوریم. دست به تحلیلی نیمه های روش با را کسری جبری دیفرانسیل معادلات جواب�های
دیفرانسیل معادلات دقیق�تر شکل به و دیفرانسیل معادلات به مربوط اولیه مفاهیم معرفی به اول فصل در
آن کاربرد و کرده معرفی تفصیل به را تغییرپذیر تکرار روش دوم فصل در می�کنیم. اشاره آن کسری مرتبه
به را دوم فصل عددی مثال چند ارائه با سپس کنیم. می بیان جبری ـ کسری دیفرانسیل معادلات در را
دیفرانسیل معادلات در روش این کاربرد و معرفی را آدومیان تجزیه روش سوم فصل در بریم. می پایان
هموتوپی آنالیز روش اولیه مفاهیم ابتدا نیز چهارم فصل در دهیم. می نشان مثال چند با را جبری ـ کسری
کنیم می معرفی جبری ـ کسری دیفرانسیل معادلات در را هموتوپی آنالیز روش سپس کنیم؛ می بیان را

می�بریم. پایان به را فصل عددی مثال چند با انتها در و
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١ فصل

اولیه مفاهیم

اولیه تعاریف و مقدمات ١.١

کسری حساب تاریخچه�ی ١.١.١

وجود از محققان اكثر اخير، سال�های تا كه چرا ناميد قديم و جديد علم یک می�توان را كسری١ حساب
داده�اند. قرار مدنظر خود تحقيقات در را علم اين تازگی به دانشمندان اغلب و نبوده گاه آ علمی چنين
توجيه خواستار نامه�ای در هوپيتال٢ سال اين در می�باشد. ميلادی ١۶٩۵ سال زاييده حقيقت در علم اين
سری�های و مشتقات بين نزديک رابطه پاسخ، در لايپ�نيتز٣[٢١] و شد باشد، n = ١

٢ وقتی
dny
dtn

معنای
نوشت: و كرد مطرح را واگرا نامتناهی

از استفاده به مجاز تنها واگرا سری�های در دارند، هم با دوری رابطه هندسه و واگرا سری�های چه «اگر
ادامه او نداشته�ايم.» را كسری توان�های از استفاده حال به تا و هستيم منفی و مثبت صحيح توان�های

كه است چيزی از آشكار پارادوكس یک «اين می�دارد: اظهار و می�باشد» x
√

dx
x
مساوی d ١

٢x ميدهد:«
«. داشت خواهد مفيدی نتايج روزی

كه نمودند كسری حساب گسترش و بسط در سعی زيادی رياضيدانان موضوع اين شدن مطرح از پس
كرد. اشاره ١٨١٢ سال در لاپلاس۵ و ١٧٣٠ سال در اویلر۴ تحقيقات به می�توان جمله اين از

داد. اختصاص دلخواه مرتبه از مشتق مبحث به را صفحه دو خود، كتاب در لاكروا۶، ،١٨١٩ سال در
که آورد به�دست نیز را نتیجه این و d

١
٢

dx
١
٢
y = Γ(a+١)

Γ(a+ ١
٢ )
xa−

١
٢ آنگاه باشد، y = xa اگر که داد نشان او

دارد. مطابقت نيز ريمان بعدی تعاريف از حاصل نتايج با نتيجه اين كه d
١
٢

dx
١
٢
x = ٢

√
x
π

١Fractional Calculus
٢Hoptial
٣Leibniz

۴Euler
۵Laplace
۶Lacroix

١



٢ اولیه مفاهیم .١

هم�زمانی٨، مسأله (در فيزيكی مسائل در را كسری ديفرانسيل حساب كابرد اولين آبل٧، ،١٨٢٣ سال در
اصطكاک بدون جاذبه نيروی تأثير تحت جسمی اگر كه قسمی به است منحنی یک تعيين مسأله که
حل را مسأله اين که داد؛ ارائه باشد) حركت شروع نقطه از مستقل آن حركت زمان بلغزد، آن روی

.[٢٠ نكرد[١۴،
انجام كسری حساب روی بر را تحقيقاتی كه بودند رياضی�دانانی ریمان١٠(١٨۴٧) و لییوویل٩(١٨٣٢)

شد. خواهد پرداخته آنها به تفصيل به بعدی بخش�های در كه دادند ارائه نيز را تعاريفی و داده
انتگرال�گیری با و کرد منتشر را حقیقی v با Dv تعميم�يافته عملگرهای نظريه�ی لوران١١، ،١٨٨۴ سال در
در را كسری مرتبه مشتقات هوی�ساید١٢ نيز ١٩٨٢ سال در و شد. مواجه دلخواه مرتبه از مشتق�گیری و
ادامه را هوی�سايد انتقال نظريه�ی جمانت١٣ ،١٩٣۶ سال در برد. به�كار خود انتقال خط نظريه�ی توسعه

كرد[١٢]. استفاده كشسانی خاصيت در كسری مرتبه مشتقات از و داد
برگزار را آن كاربردهای و كسری مرتبه از انتگرال و ديفرانسيل كنفرانس اولين راس١۴، ،١٩٧۴ سال در
شد. برگزار توكيو در ١٩٨٩ و گلاسكو در ١٩٨۴ سال در زمينه اين در كنفرانس سومين و دومين و كرد
از ديفرانسيل معادلات و انتگرال و ديفرانسيل بر مقدمه�ای كتاب راس و ميلر١۵ كنت ،١٩٩٣ سال در
در كه رياضی�دانانی و دانشمندان برای را خوبی مطالب كتاب اين كه رساندند چاپ به را كسری مرتبه

معادلات حل كتاب اين در می�دهد. ارائه هستند، جذاب موضوع اين بر مقدمه�ای جستجوی

[D
n
q + a١D

n−١
q + · · ·+ an−١D

١
q + anD

٠]x(t) = y(t) (١.١)

هستند. ثابت �aiها و مثبت و صحیح اعداد q و n وقتی است، شده ارائه
حساب و فراكتال�ها بين ارتباط مورد در مطالعه به خود دكترای پايان�نامه�ی در كولوانكر١۶ ،١٩٩٧ سال در
از كاربردهايی عنوان با كتابی هيلفر١٧ ،٢٠٠٠ سال در پرداخت. كسری مرتبه از انتگرال و ديفرانسيل
ويژه كاربردهای به ٩ بخش در كه كرد منتشر و چاپ را فيزیک در كسری مرتبه از انتگرال و ديفرانسيل

می�پردازد. فيزیک علم در موضوع اين
نشست اين گرديد. برگزار شيكاگو در كسری حساب موضوعيت با علمی نشست اولين ٢٠٠٣ سال در
قبلی شده برگزار كنفرانس سه بود. ٢٠٠٣ ASME مهندسی، طراحی تكنیک كنفرانس از بخشی علمی
رياضی كنفرانس�هایی حقيقت در و داشته توجه موضوع رياضی جنبه�های به كسری حساب مورد در
اين از پس گرديد. برگزار علم اين كاربردهای به بيشتر توجه هدف با شيكاگو علمی نشست اما بودند،
آن كاربردهای و كسری ديفرانسيل زمينه در متعددی علمی�های نشست و كنفرانس�ها علمی، نشست
كاربردهای و کسری ديفرانسيل زمينه در IFAC كنفرانس اولين به می�توان ميان اين از كه گرديده، برگزار

٧Abel
٨tautochrone problem
٩Liouville

١٠Riemann
١١Laurent
١٢Heaviside

١٣Gemant
١۴Ross
١۵Miller
١۶Kolwanker
١٧Hilfer
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شهر در و هلند در FDTA علمی) (نیم�نشست علمی نشست دومين و (٢٠٠۴) فرانسه بوردو شهر در آن
كرد[١٢]. اشاره (٢٠٠۵) آيندهوون

متفاوتی كاری تيم�های هم�اكنون و دارد قرار خود مسير ابتدای در كسری حساب كاربرد مورد در تحقيقات
همچنان ساله ٣١٠ قدمت با ظهور نو شاخه اين گسترش و بسط برای تحقيق و مطالعه مشغول دنيا در

دارد. ادامه

مقدمات ٢.١.١

کار و درک برای ضروری ابزاری حرفه�ای، فناوری اصلی بخش یک به�عنوان سنتی، انتگرال و مشتقات
از که مطالعه مورد ریاضی رشته�های از یکی کسری حساب می�باشد. مصنوعی و طبیعی سیستم�های با
با توان نتیجه در می�کند، رشد کسری توان شیوه همان به سنتی انتگرال و مشتق عملگرهای تعاریف

می�باشد. صحیح مقدار
ضرب یک اصل در که آن�چه برای کوچکی نماد به�عنوان را توان تحصیل، دوران ابتدای آموزه�های بنابر
اما است؛ به�كاربردن و درك قابل خود نوع در مفهوم اين آموختیم. می�باشد، عددی مقدار یک از مکرر
پيچيده كاملا می�تواند شود، گرفته نظر در غيرصحيح مقادير با توان�هايی كه وقتی رياضی، تعريف اين
است کسی کمتر ولی کند، درک به�وضوح را x٣ = x×x×x رابطه می�تواند کسی هر که حالی در باشد.
بينهايت سری�های بسط طريق از می�توان را عبارات این اما باشد؛ داشته را xπ یا x ٣

۴ از درستی درک که
كرد. محاسبه حساب ماشين از استفاده با عملی�تر به�طور يا و

معانی می�توان هم باز اما هستند، توان به نسبت تری پيچيده تعاريف دارای مشتق و انتگرال چه اگر
برخی پذيرش با شد. متصور انتگرال يا و مشتق عملگر برای را ساده�ای نسبتاً و درك قابل فيزيكی
انجام آسانی به می�توان را انتگرال�گيری عمل بار) n) متناهی تعداد تابع) پيوستگی (مانند محدودیت�ها
نباشد، محدود صحيح اعداد به n اگر كه است آن می�شود ايجاد كنجكاو ذهن يك در كه سوالی اما داد،

داد؟ انجام را انتگرال�گيری n می�توان چگونه
ادامه در اما داد، اختصاص موضوع اين به را خاصی رياضی يا فيزيكی مفهوم نمی�توان نگاه، اولين در

می�شود. حاصل رياضيات سنتی تعاريف همان از كسری محاسبات كه داد خواهيم نشان
دیفرانسیل معادلات و دیفرانسیل١٨ معادلات تعریف به است لازم كسری حساب بحث به ورود از قبل
همچنین دهيم. انجام ... و بتا٢١ تابع و ٢٠ گاما تابع از ابتدايی تعريف چند سپس بپردازیم. جبری١٩
در عملگرها اين كاربردهای بررسی به ادامه در و شد خواهد پرداخته كسری مشتق و انتگرال تعريف به

پرداخت[٢٢]. خواهيم کسری دیفرانسیل معادلات

١٨ Differential Equation
١٩Differential Equation Algebraic

٢٠Gamma Function
٢١Beta Function
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دیفرانسیل معادلات ٣.١.١

بخش ديفرانسيل معادلات مبحث و بوده رياضيات شاخه تواناترين آناليز كه است سال سیصد از بيش
دايمی تغيير بدون چيز هيچ كه است بديهی كاراست. بسيار ابزاری طبيعی علوم درك در كه است آن عمده
باشد؛ مادی جهان تغييرات مطالعه برای وسيله�ای كه است آن ديفرانسيل معادلات اوليه هدف و نيست
مدل�کردن از اغلب دیفرانسیل معادلات است. تغيير حال در دائم طبيعت، يعنی ما مادی جهان چون
می�پردازیم. آن انواع و دیفرانسیل معادلات تعریف به قسمت این در شوند. می حاصل فیزیکی های پدیده

را مجهول تابع مشتق�های و مجهول تابع متغیر(های) مجهول، تابع یک بین رابطه�ای .١.١ تعریف
به�صورت معمولی دیفرانسیل معادله کلی شکل می�نامند. دیفرانسیل معادله

F (x, y, y′, y′′, · · · , y(n)) = ٠, (٢.١)

n و y(x) تابع و x مستقل متغیر بین رابطه�ای و می�شود نامیده n مرتبه دیفرانسیل معادله که می�باشد،
است. (y′, y′′, · · · , y(n)) آن اول مشتق

ریاضی مدل آن�گاه باشند، شده مقید شکلی به یا باشند شرایطی دارای معادلات همین اگر .٢.١ تعریف
دسته این به است. قید این توصیف برای جبری معادلات شامل دیفرانسیل، معادلات بر علاوه آن�ها

است زیر به�شکل معادلات این کلی حالت می�گویند. جبری ـ دیفرانسیل معادلات Fمعادلات، (x, y, y′, y′′, · · · , y(n)) = ٠,

g(x, y, y′, · · · , y(n), t) = ٠,
(٣.١)

مجهول تابع مشتق وجود کند، می متمایز جبری معادله از را دیفرانسیل معادله که چیزی آن بنابراین
باشد. می معادله در

طور به را دیفرانسیل معادلات هستند. معادله نوع با مرتبط بسیار دیفرانسیل معادلات حل روش�های
کرد. تقسیم توان می دسته دو به کلی

: معمولی دیفرانسیل معادلات
معمولی٢٢ دیفرانسیل معادله را آن آن�گاه باشد، متغیر یک برحسب مجهول تابع دیفرانسیل معادله در اگر

می�شود. بیان صریح٢۴ ٢٣و ضمنی شکل دو به معادلات این کلی فرم می�نامیم.

F (x, y, y′, y′′, · · · , y(n)) = ٠, ضمنی (۴.١)

F (x, y, y′, y′′, · · · , y(n−١)) = y(n), صریح (۵.١)

٢٢Ordinary Differential Equation
٢٣Implicit

٢۴Explicit
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: جزئی دیفرانسیل معادلات
یا جزئی دیفرانسیل معادله را آن گاه آن باشد، مستقل متغیر یک از بیش به وابسته مجهول تابع اگر

باشد می زیر صورت به معادلات این کلی فرم می�نامیم. پاره�ای٢۵

F (x١, · · · , xn, u,
∂u

∂x١
, · · · , ∂u

∂xn
,
∂٢u

∂x٢١
, · · · , ∂٢u

∂x١∂xn
, · · · ) = ٠, (۶.١)

کرد. بندی دسته هم جواب تابع بودن غیرخطی یا خطی دیدگاه از می�توان را معادلات این نوع دو هر
: غیرخطی و خطی دیفرانسیل معادلات

باشد. خطی آن مشتقات و مجهول تابع برحسب معادله ضابطه هرگاه گویند خطی را دیفرانسیل معادله
نوشت زیر فرم به آن�را بتوان دیگر عبارتی به

an(x)y
(n) + an−١(x)y

(n−١) + · · ·+ a١(x)y
′ + a٠(x)y = g(x), (٧.١)

هستند. x حسب بر توابعی ٠ ≤ i ≤ n , ai(x) و g(x) آن در که
٢٧ ناهمگن را آن این�صورت غیر در و ٢۶ همگن را معادله آن�گاه ،g(x) ≡ ٠ اگر (٧.١) معادله در

می�نامند.
نباشد. خطی هرگاه گوییم غیرخطی را دیفرانسیل معادله همچنین

معادلات از برخی می�شوند. حل عددی و تحلیلی نیمه تحلیلی، روش سه به دیفرانسیل معادلات کل به�طور
به و نمود حل تحلیلی روش�های از می�توان را معادلات این�گونه هستند؛ تابعی فرم و دقیق جواب دارای
نیمه روش�های توسط بایستی را نیستند مشخص تابع فرم دارای که دیگر معادلات رسید. دقیق جواب
تجزیه روش ،٢٨ تکرار�پذیر تغییر روش به می�توان تحلیلی نیمه روش�های از کرد. حل عددی یا و تحلیلی
را وسیع�تری دامنه عددی روش�های کرد. اشاره و... دیفرانسیل٣١ تبدیل ،٣٠ هموتوپی آنالیز ،٢٩ آدومین
روش هون٣٣، روش اویلر٣٢، روش به می�توان عددی روش�های از می�گیرد. کار به معادلات حل برای
هامینگ٣٨، روش سیمپسون٣٧، میلن روش آدامز-بشفورث-مولتون٣۶، رانگ-کوتا٣۵، روش تیلور٣۴،
متناهی۴١ المان�های همانند شبکه�ای روش�های ، طیفی۴٠ روش�های ،٣٩ ۵ مرتبه فلبرگ رانگ-کوتا روش

کرد. اشاره شبکه بدون روش�های و محدود نقاط و

٢۵Partial Differential Equations
٢۶Homogeneous
٢٧Inhomogeneous
٢٨Variational Iteration
٢٩Adomian Decomposition
٣٠Homotopy Analysis
٣١Differential Transform Method
٣٢Euler Method
٣٣Heun’s Method

٣۴Taylor’s Method
٣۵Runge-Kutta Method
٣۶Adams-Bashforth Method
٣٧Milne-Simpson Method
٣٨Hamming Method
٣٩Runge-Kutta-Fehlberg Method
۴٠Spectral Methods
۴١Finite Element Method
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کسری حساب در خاص توابع ۴.١.١

گاما تابع

می�باشد فاکتوریل از تعمیمی که است Γ(z) گاما تابع کسری، حساب در اساسی توابع از یکی شک بدون
تعریف زیر به�صورت گاما تابع کند. اختیار مختلط حتی و غیرصحیح به�صورت را خود مقادیر می�تواند که

می�شود.

Γ(z) =

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt, z ∈ C (٨.١)

می�کند صدق زیر معادله در که است این گاما تابع خواص مهم�ترین از یکی

Γ(z + ١) = zΓ(z), z ∈ C (٩.١)

می�باشد. اثبات قابل به�راحتی زیر به�صورت جز�به�جز انتگرال�گیری از استفاده با که

Γ(z + ١) =
∫ ∞

٠
e−ttzdt = −e−ttz

∣∣∣t=∞

t=٠
+ z

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt = zΓ(z)

زیرا Γ(١) = ١ که است واضح

Γ(١) =
∫ ∞

٠
e−tdt = −e−t

∣∣∣t=∞

t=٠
= ١,

داریم: (٩.١) رابطه اساس بر ترتیب به�همین و

Γ(٢) = ١.Γ(١) = ١ = ١!

Γ(٣) = ٢.Γ(٢) = ٢.١! = ٢!
...

Γ(x+ ١) = x.Γ(x) = x.(x− ١)! = x!

داریم: x مثبت حقیقی عدد هر برای بنابراین

Γ(x+ ١) = x! (١٠.١)

اعداد (به�جز كرد تعريف ۴٢ فاكتوريل تابع حقيقی، اعداد تمام برای می�توان گاما، تابع كمک با بنابراين
می�باشد زیر به�صورت گاما تابع مهم خواص از برخی منفی). صحيح

Γ(z + ١) = zΓ(z)

Γ(n) = (n− ١)!, n ∈ N, (١١.١)

Γ(
١
٢) =

√
π,

Γ((n+
١
٢)) =

√
π

٢n (٢n− ١)!!, n ∈ N,

می�پردازيم. زمينه اين در مثالی ذكر به مطلب، شدن روشن برای

۴٢Factorial Function
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می�کنیم. محاسبه گاما تابع از استفاده با را (۵٢)! مقدار .٣.١ مثال

(
۵
٢)! = Γ(

۵
٢ + ١) = ۵

٢Γ(
۵
٢) =

۵
٢ × ٣

٢Γ(
٣
٢) =

۵
٢ × ٣

٢ × ١
٢Γ(

١
٢) =

١۵
٨ Γ(

١
٢)

داریم: تعریف طبق Γ(١٢) محاسبه برای طرفی از

Γ(
١
٢) =

∫ ∞

٠
t
١
٢ e−tdt

t=u٢−−→ Γ(
١
٢) = ٢

∫ ∞

٠
e−u٢du

می�دانیم: طرفی ∫از ∞

٠
e−u٢du =

√
π

٢ =⇒ Γ(
١
٢) =

√
π

بنابراین

(
۵
٢)! =

١۵
٨
√
π

بتا تابع

می�کند. ایفا مهمی نقش کسری حساب در که می�شود شناخته اول نوع اویلر انتگرال به�عنوان بتا تابع
استفاده گاما تابع چندین از تابع این تعریف در به�طوری�که دارد گاما تابع به زیادی وابستگی تابع این

می�شود تعریف زیر به�صورت بتا تابع می�شود.

β(p, q) =

∫ ١

٠
(١− u)p−١uq−١du p, q ∈ R+ (١٢.١)

می�شود. تعريف ادامه در كه می�کنیم استفاده لاپلاس تبديل از وگاما بتا توابع بين رابطه آوردن به�دست برای

hp,q(t) =

∫ t

٠
(١− u)p−١uq−١du (١٣.١)

دو كانولوشن .hp,q(١) = β(p, q) و است uq−١ و up−١ توابع از ۴٣ کانولوشن hp,q(t) که است واضح
می�شود تعریف زیر شکل به می�شود، داده نشان (f ∗ g)(t) نماد با كه g(t) و f(t) تابع

(f ∗ g)(t) =
∫ t

٠
f(τ)g(t− τ)dτ, (١۴.١)

داریم: است، تابع دو آن لاپلاس تبدیل حاصل�ضرب برابر تابع دو کانولوشن این�که به توجه با

Hp,q(s) =
Γ(p)

sp
Γ(q)

sq
=

Γ(p)Γ(p)

sp+q
, (١۵.١)

۴٣Convolution
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می�توان هستند، ثابت Γ(q) و Γ(p) چون ديگر به�عبارت است. hp,q(t)لاپلاس تبدیل Hp,q(s) آن در که
خواهيم بنابراين آورد. دست به دوباره فوق رابطه طرفين از لاپلاس تبديل معكوس گرفتن با را hp,q(t)

داشت:

hp,q(t) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
tp+q+١, (١۶.١)

می�آید. به�دست نتیجه t = ١ دادن قرار با

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, (١٧.١)

لفلر ـ میتاگ تابع

تعمیم نوع و لفلر ـ میتاگ توابع می�گیرد قرار استفاده مورد کسری حساب در که خاص توابع از دیگر یکی
می�باشد زیر شکل به لفلر ـ میتاگ تابع استاندارد تعریف است[٢٢]. آن یافته�ی

Eα(x) =
∞∑
k=٠

xk

Γ(kα + ١) α > ٠, (١٨.١)

که لفلر ـ میتاگ تابع یافته�ی تعمیم حالت بود. خواهد نمایی۴۴ تابع همان α = ١ ازای به تابع این که
است تعریف قابل زیر به�صورت می�شود، بیان آرگومان دو براساس

Eα,β(x) =
∞∑
k=٠

xk

Γ(kα + β)
α, β > ٠, (١٩.١)

داریم: (١٩.١) رابطه�ی در β و α به مقداردهی با

E١,١(x) =
∞∑
k=٠

xk

Γ(k + ١) =
∞∑
k=٠

xk

k!
= ex,

E١,٢(x) =
ex − ١
x

, (٢٠.١)

E٢,١(x) = cosh(
√
z),

E٢,٢(x) =
sin(

√
z)√
z

,

کسری مرتبه از انتگرال و مشتق ٢.١

از کسری انتگرال و مشتقات مفهوم که می�دانیم کردیم، بیان کسری حساب مقدمه�ی در آن�چه به توجه با
مشتقات معرفی به تعریف چند از پس بخش این در بنابراین می�شود. نتیجه صحیح انتگرال و مشتقات

۴۴Exponential Function



٩ کسری مرتبه از انتگرال و مشتق .٢.١

اثبات و لم�ها تعاریف، می�پردازیم. لتنیکف۴٧ ـ گرانولد و لیوویل۴۶ ـ ریمان کاپوتو۴۵، کسری انتگرال و
است. آمده [٢٢] مرجع در بخش این در آن�ها

حقیقی عدد یک اگر می�شود، گفته µ ∈ R ،Cµ فضای در x > ٠ , f(x) حقیقی تابع .۴.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود p > µ

f(x) = xpf١(x)

.Cµ ⊂ Cβ آن�گاه β < µ اگر که است واضح .f١(x) ∈ C[٠,∞) که

اگر تنها و اگر می�شود گفته Cm
µ فضای در x > ٠ ،f(x) حقیقی تابع .۵.١ تعریف

f (m) ∈ Cµ m ∈ N ∪ {٠},

کسری انتگرال

می�کنیم تعریف را زیر انتگرال باشد. شده تعریف x > ٠ برای f(x) تابع اگر

(If)(x) =

∫ x

٠
f(t)dt, (٢١.١)

این�صورت در

(I٢f)(x) =

∫ x

٠
(If)(t)dt =

∫ x

٠
(

∫ t

٠
f(s)ds)dt, (٢٢.١)

داریم: x > ٠ و n ∈ N برای روند این ادامه با

(Inf)(x) =

∫ x

٠

∫ t١

٠
. . .

∫ tn−١

٠
f(t)dt . . . dt١ =

١
(n− ١)!

∫ x

٠
(x− t)n−١f(t)dt, (٢٣.١)

می�باشد فاكتوريل تابع (٢٣.١) رابطه�ی در اصلی مشکل است. معروف ۴٨ كوشی فرمول به فرمول اين
و می�شود رفع محدوديت اين گاما تابع تعریف به توجه با اما است. بی�معنی غيرصحيح اعداد برای كه
توجه با بنابراین کرد. جایگزین را n ∈ R شرط می�توان فاكتوريل، تابع جای به گاما تابع از استفاده با

می�شود. بیان ادامه در لیوویل ـ ریمان انتگرال عملگر تعریف کوشی، فرمول به

مرتبه�ی از لیوویل ـ ریمان انتگرال عملگر این�صورت در ،f ∈ Cµ, µ ≥ −١ کنید فرض .۶.١ تعریف
می�شود تعریف زیر شکل به α ≥ ٠

(Jαf)(x) =
١

Γ(α)

∫ x

٠
(x− t)α−١f(t)dt α > ٠, x > ٠, (٢۴.١)

۴۵Caputo
۴۶Riemann-Liouville

۴٧Grunwald-Letnikow
۴٨Cauchy Formula



١٠ اولیه مفاهیم .١

:Jα خواص از برخی
[٢٠ ،١۴ ،١٣] داریم γ > −١ و f ∈ Cµ, µ ≥ −١, α, β ≥ ٠ برای

J٠f(x) = f(x),

JαJβf(x) = Jα+βf(x),

JαJβf(x) = JβJαf(x), (٢۵.١)

Jαxγ =
Γ(γ + ١)

Γ(α + γ + ١)x
α+γ,

Jα
( n∑

i=١
cifi(x)

)
=

n∑
i=١

ciJ
αfi(x),

کاپوتو و لیوویل ـ ریمان کسری مشتق

انتگرال و مشتق روش اولین در می�کنیم. بیان کسری مشتق تعریف برای اصلی روش دو قسمت این در
که لتنیکف ـ گرانوالد تعریف می�شود. فرض آن از تعمیمی و متناهی تفاضلات از حدهایی به�عنوان
تکرار از تعمیمی نیز دیگر روش می�کند. پیروی روش این از می�کنیم، تعریف آن�را فصل این ادامه در

هستند. روش�ها این جمله�ی از کاپوتو و لیوویل ـ ریمان که می�باشد تابع یک از انتگرال�گیری
(٢۴.١) رابطه�ی از استفاده با را زیر فرمول تابع، یک کسری مشتق آوردن به�دست برای لیوویل ـ ریمان

آورد. به�دست α > ٠ حالت در

Dαf(x) = DmJm−αf(x) =
dm

dxm

[ ١
Γ(m− α)

∫ x

٠
(x− t)m−α−١f(t)dt

]
, (٢۶.١)

.m ∈ N, m− ١ < α < m آن در که
که داریم توجه نکته این به Dn یعنی n مرتبه�ی مشتق برای همچنین

DnJn = I, JnDn ̸= I n ∈ N (٢٧.١)

(نه چپ معکوس Dα دیگر به�عبارتی می�باشد. α مرتبه�ی از کسری مشتقات به تعمیم قابل رابطه این
یعنی می�باشد. Jα راست) معکوس

DαJα = I, JαDα ̸= I, (٢٨.١)

کاپوتو توسط عملگر این که می�باشد کاپوتو روش دارد، وجود کسری مشتق برای که دیگری تعریف
شد. معرفی ١٩۶٧ سال در ایتالیایی ریاضیدان

به�شکل f(x) تابع کاپوتو کسری مشتقات این�صورت در ،m ∈ N و f ∈ Cm
−١ کنید فرض .٧.١ تعریف



١١ کسری مرتبه از انتگرال و مشتق .٢.١

می�شود تعریف زیر

Dα
∗ f(x) =

J
m−αDmf(x) =

[
١

Γ(m−α)

∫ x

٠ (x− t)m−α−١f (m)(t)dt
]
, m− ١ < α < m

dmf(x)
dxm , α = m

(٢٩.١)

تعریف قابل زیر به�صورت نیز α < ٠ مقادیر برای لیوویل ـ ریمان و کاپوتو کسری مشتق تعریف
است

Dα
∗ f(x) = Dαf(x) =

١
Γ(−α)

∫ x

٠
(x− t)−α−١f(t)dt, α < ٠, (٣٠.١)

آورید. به�دست α = ١
٢ فرض با را f(t) = t تابع کاپوتو کسری مشتق .٨.١ مثال

داریم: (٢٩.١) تعریف طبق بنابراین می�باشد. m = ١ بنابراین ،٠ < α < ١ چون

D
١
٢
∗ t =

١
Γ(١٢)

∫ t

٠

١
(t− τ)

١
٢
dτ.

کسری مشتق برای نتیجه u = t− τ متغیر تغییر همچنین و (١١.١) رابطه�ی در گاما تابع خواص بنابر
بود خواهد زیر به�صورت f(t) = t تابع برای کاپوتو

D
١
٢
∗ t = − ١√

π

∫ t

٠

١
(t− τ)

١
٢
d(t− τ)

= − ١√
π

∫ ٠

√
t

١
u
d(u٢)

= − ١√
π

∫ √
t

٠

٢u
u
d(u)

=
٢√
π
(
√
t− ٠).

بنابراین

D
١
٢
∗ t =

٢
√
t√
π
.

می�کنیم. بیان را زیر لم (٢٩.١) تعریف به توجه با

این�صورت: در ،f ∈ Cm
µ , m ≥ −١ و m− ١ < α ≤ m, m ∈ N اگر .١.١ لم

Dα
∗ J

αf(x) = f(x), (٣١.١)

JαDα
∗ f(x) = f(x)−

m−١∑
k=٠

f (k)(٠+)
xk

k!
, x > ٠. (٣٢.١)



١٢ اولیه مفاهیم .١

داریم: Jα و Dα
∗ تعریف بنابر برهان.

JαDα
∗ f(x) = JαJm−αDmf(x) =

١
Γ(m)

∫ x

٠
(x− t)m−١f (m)(t)dt (٣٣.١)

=
f (m)(t)

(m− ١)!

∫ x

٠
(x− t)m−١dt =

f (m)(٠)
(m− ١)!

(x− t)m

m

∣∣∣٠
x
=
f (m)(٠)
m!

xm.

است زیر صورت به f تابع لوران مک بسط طرفی از

f(x) =
m−١∑
k=٠

f (k)(٠)x
k

k!
+
f (m)(٠)
m!

xm. (٣۴.١)

داریم: (٣۴.١) در (٣٣.١) جایگذاری با حال

JαDα
∗ f(x) = f(x)−

m−١∑
k=٠

f (k)(٠)x
k

k!
.

می�کنیم. بیان را آن نتایج و (٢.١) لم لیوویل ـ ریمان و کاپوتو تعریف دو با مقایسه در حال

این�صورت در ، m− ١ < α ≤ m, m ∈ N و α ∈ R, x > اگر٠ .٢.١ لم

Dα
∗ f(x) = Dαf(x)−

m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k − α + ١)f
(k)(٠), (٣۵.١)

داریم: صفر نقطه حول f(x) تابع تیلور بسط طبق برهان.

f(x) = f(٠) + xf ′(٠) + x٢

٢! f
′′(٠) + x٣

٣! f
′′′(٠) + · · ·+ f (n−١)(٠) +Rm−١

=
m−١∑
k=٠

xk

Γ(k + ١)f
(k)(٠) +Rm−١ (٣۶.١)

داریم: (٢۴.١) رابطه�ی بنابر

Rm−١ =

∫ x

٠

f (m)(τ)(x− τ)m−١

(m− ١)! dτ =
١

Γ(m)

∫ x

٠
f (m)(τ)(x− τ)m−١dτ = Jmf (m)(x).

(٣٧.١)

لیوویل ـ ریمان کسری مشتق فرمول لیوویل، ـ ریمان کسری مشتق عملگر بودن خطی خاصیت بنابر حال



١٣ کسری مرتبه از انتگرال و مشتق .٢.١

می�آوریم دست به (٢٩.١) همچنین و (١.١ (جدول توانی تابع برای

Dαf(x) = Dα
(m−١∑

k=٠

xk

Γ(k + ١)f
(k)(٠) +Rm−١

)
=

m−١∑
k=٠

Dαxk

Γ(k + ١)f
(k)(٠) +DαRm−١

=
m−١∑
k=٠

Γ(k + ١)
Γ(k − α+ ١)

xk−α

Γ(k + ١)f
(k)(٠) +DαJmf (m)(x)

=
m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k − α+ ١)f
(k)(٠) + Jm−αf (m)(x)

=
m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k − α+ ١)f
(k)(٠) +Dα

∗ f(x)

که است معنی بدان این و

Dα
∗ f(x) = Dαf(x)−

m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k − α + ١)f
(k)(٠),

داریم: لیوویل ـ ریمان و کاپوتو تعریف دو با مقایسه ١:در نتیجه

Dα
∗ f(x) = Dα

(
f(x)−

m−١∑
k=٠

f (k)(٠+)
xk

k!

)
, Dα

∗١ ≡ ٠, α > ٠, (٣٨.١)

همچنین و (١.١ (جدول توانی تابع لیوویل ـ ریمان کسری مشتق ،(٣۵.١) به توجه با اثبات برای برهان.
داریم: لیوویل ـ ریمان کسری مشتق عملگر بودن خطی خاصیت

Dα
∗ f(x) = Dαf(x)−

m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k − α + ١)f
(k)(٠)

= Dαf(x)−
m−١∑
k=٠

Dαxk

Γ(k + ١)f
(k)(٠)

= Dα
(
f(x)−

m−١∑
k=٠

xk

Γ(k + ١)f
(k)(٠)

)

x > ٠ و m− ١ < α < m هر برای کلی به�طور :٢ نتیجه

Dαf(x) = DmJm−αf(x) ̸= Jm−αDmf(x) = Dα
∗ f(x), (٣٩.١)



١۴ اولیه مفاهیم .١

قضیه�ی که می�باشد توانی توابع کسری جبری دیفرانسیل معادلات حل بحث در توابع پرکاربرد�ترین از یکی
می�کند. تعریف توابع این برای را کسری مشتق زیر

کند می صدق زیر رابطه�ی در توانی توابع برای کاپوتو کسری مشتق .١.١ قضیه

Dα
∗ t

p =


Γ(p+١)

Γ(p−α+١)t
p−α = Dαtp, m− ١ < α < m, p > m− ١, p ∈ R

٠, m− ١ < α < m, p ≤ m− ١, p ∈ N

است. واضح حکم (tp)(m) = ٠ چون p ≤ m− ١, p ∈ N حالت در برهان.
آن�گاه ،m− ١ < α < m, p > m− ١, p ∈ R کنید فرض اکنون

Dα
∗ t

p =
١

Γ(m− α)

∫ t

٠

(τ p)(m)

(t− τ)α+١−m
dτ

=
١

Γ(m− α)

∫ t

٠

Γ(p+ ١)
Γ(p−m+ ١)(τ

p−m)(t− τ)m−α−١dτ.

داریم: τ = λt, ٠ ≤ λ ≤ ١ متغیر تغییر با حال

Dα
∗ t

p =
Γ(p+ ١)

Γ(m− α)Γ(p−m+ ١)

∫ ١

٠
((λt)p−m)((١− λ)t)m−α−١tdλ

=
Γ(p+ ١)

Γ(m− α)Γ(p−m+ ١)t
p−α

∫ ١

٠
λp−m(١− λ)m−α−١dλ

=
Γ(p+ ١)

Γ(m− α)Γ(p−m+ ١)t
p−αB(p−m+ ١,m− α)

=
Γ(p+ ١)

Γ(m− α)Γ(p−m+ ١)t
p−αΓ(m− α)Γ(p−m+ ١)

Γ(p− α + ١)

=
Γ(p+ ١)

Γ(p− α+ ١)t
p−α.

داریم: (٣۵.١) رابطه�ی به توجه با حال

Dα
∗ t

p = Dαtp −
m−١∑
k=٠

tk−α

Γ(k − α+ ١)(t
p)(k)|t=٠,

داریم: k ≤ m− ١ < α برای (tp)(k)|t=٠ = ٠, اینکه به توجه با و

Dαtp =
Γ(p+ ١)

Γ(p− α + ١)t
p−α +

m−١∑
k=٠

tk−α

Γ(k − α + ١) .(٠),

=
Γ(p+ ١)

Γ(p− α + ١)t
p−α.



١۵ کسری مرتبه از انتگرال و مشتق .٢.١

لتنيكف ـ گرانولد کسری مشتق

ايده می�آید، به�دست تابع يك از مكرر انتگرال�گيری ايده�ی با ليوويل ـ ريمان فرمول�های اینکه به توجه با
كرد. جلب را رياضيدانان از برخی توجه نيز مشتق فرمول آوردن بدست برای مشابه ديدگاهی كردن دنبال
تعريف از كسری، مشتق برای تعريفی آوردن بدست برای بودند. ايده اين پيشتازان از لتنيكف و گرانولد

می�كنيم[١٢]. شروع اول مرتبه مشتق

f ′(x) = lim
h−→٠

f(x+ h)− f(x)

h
,

داریم: دوباره گیری مشتق با

f ′′(x) = lim
h−→٠

f ′(x+ h)− f ′(x)

h

= lim
h٠→−١

limh٠→−٢
f(x+h١+h٢)−f(x+h١)

h٢
− limh٠→−٢

f(x+h٢)−f(x)
h٢

h١
,

داریم: h = h١ = h٢ اگر که

f ′′(x) = lim
h−→٠

f(x+ ٢h)− ٢f(x+ h) + f(x)

h٢
,

آورد به�دست مكرر مشتقات برای را زیر رابطه�ی می�توان روند اين ادامه�ی با و

Dnf(x) = lim
h−→٠

١
hn

n∑
m=٠

(−١)m
(
n

m

)
f(x−mh), n ∈ N, (۴٠.١)

به�جای
(
n

m

)
ضرايب آن�كه به�شرط كرد استفاده نیز n غيرصحیح مقادير برای می�توان را عبارات اين

را كسری مشتق بنابراين شود. تعريف گاما تابع از استفاده با فاكتوريل، تابع طريق از شدن تعريف
کرد تعریف زیر به�صورت می�توان

Dαf(x) = lim
h−→٠

١
hα

x−a
h∑

m=٠
(−١)m Γ(α+ ١)

m!Γ(α−m+ ١)f(x−mh), (۴١.١)

و t) دارد را خصوصیت این x−a
h

عبارت و كند ميل بينهايت به بايد فوق رابطه�ی در حاصل�جمع، بالا حد
انتگرال�گيری برای ليوويل ـ ريمان فرمول كه همان�طور هستند). مشتق�گيری پايين و بالا حد به�ترتیب a
نيز را لتينكف گرانولد- مشتق فرمول گرفت، قرار استفاده مورد نيز كسری مشتق تعريف در كسری
در فرمول اين از استفاده برای تغيير ساده�ترين داد. قرار استفاده مورد كسری انتگرال�گيری برای می�توان

رابطه�ی در که
(
−α
m

)
عبارت بايد حالت اين در می�باشد. α < ٠ برای آن از استفاده انتگرال�گيری،

كنيم. تعريف قابل گاما تابع از استفاده با را می�آيد به�وجود (۴٠.١)(
−α
m

)
= (−١)mΓ(α +m)

m!Γ(α)
, (۴٢.١)



١۶ اولیه مفاهیم .١

شد خواهد حاصل زیر فرم به لتنيكف ـ گرانولد فرمول توسط كسری مشتق بنابراين

D−αf(x) = lim
h−→٠

hα

x−a
h∑

m=٠

Γ(α +m)

m!Γ(α)
f(x−mh). (۴٣.١)

خاص تابع چند کسری مشتق

آمده (١.١) جدول در لیوویل - ریمان تعریف از استفاده با خاص تابع چند کسری مشتقات ادامه در
حالی�که در است برابر α < ٠ برای لیوویل ـ ریمان و کاپوتو تعاریف که دیدیم بخش این در است[٢١].
از استفاده با ثابت توابع برای α مرتبه�ی مشتق مثال به�عنوان است. متفاوت α > ٠ برای مقادیر این

می�باشد. صفر کاپوتو تعریف بنابر مشتق همین و بوده غیرصفر لیوویل ـ ریمان تعریف

خاص کسری مشتقات :١.١ جدول

f(x) تابع α مرتبه کسری مشتق
C C (x−a)α

Γ(١−α)

(x− a)p, p > −١ Γ(p+١)
Γ(p−α+١)(x− a)p−α

ebx, b > ٠ x−αE⋆
١,١−α(bx)

ln(x) x−α

Γ(١−α)
[log x− γ −Ψ⋇(١− α)]

H⋄(x− x٠) H(x− x٠)
(x−x٠)−α

Γ(١−α)

f(x)H(x− x٠) H(x− x٠)D
αf(x)

δ(x− x٠)
١

Γ(−α)
(x− x٠)

−α−١

کردیم. معرفی قبلی بخش�های در که می�باشد لفلر ـ میتاگ تابع Eα,β(x) :⋆
می�شود تعریف زیر به�صورت و است گاما تابع لگاریتم مشتق همان که می�باشد دیگاما۴٩ تابع Ψ(x) :⋇

Ψ(x) =
d

dx
log Γ(x) =

Γ(x)

Γ′(x)
(۴۴.١)

می�باشد. صفر نقاط دیگر در و ١ برابر x > x٠ دامنه�ی در که است هویساید۵٠ پله�ای (x−x٠)Hتابع :⋄

H(x− x٠) =

١ x > x٠,

٠ x ≤ x٠,
(۴۵.١)

لاپلاس تبدیلات ٣.١

برای می�آید، حساب به مورد مهندسی و ریاضیات در مهم ابزار به�عنوان که لاپلاس تبدیلات بخش این در
از دیفرانسیل معادلات حل مسیر در می�گیرد. قرار استفاده مورد کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات حل

۴٩Digamma Function۵٠Heaviside Step Function



١٧ لاپلاس تبدیلات .٣.١

شده تبدیل جبری معادلات به کسری دیفرانسیل معادله لاپلاس، تبدیلات به�وسیله�ی آن کسری نوع جمله
به�دست معکوس لاپلاس تبدیل از استفاده با را مجهول معادلات می�توان جبری معادلات حل با سپس و

می�پردازیم. لاپلاس تبدیلات در موجود روابط و معرفی به قسمت این در آورد.

لاپلاس عملگر ١.٣.١

لاپلاس تبدیل این�صورت در باشد، شده تعریف ٠ < x <∞ برای f(x) تابع کنید فرض .٩.١ تعریف
است تعریف قابل زیر به�صورت باشد، متناهی زیر انتگرال که s از مقادیری برای

F (s) = L[f(x)] =

∫ ∞

٠
f(x)e−sxdx, (۴۶.١)

باشد. مختلط یا حقیقی متغیر یک می�تواند s که

بنویسیم هم زیر شکل به را فوق ناسره انتگرال می�توانیم که باشید داشته توجه

∫ ∞

٠
f(x)e−sxdx = lim

b−→∞

∫ ∞

b

f(x)e−sxdx (۴٧.١)

نمایی مرتبه از که [٠,∞) بازه در پیوسته تابع f(x) کنید فرض لاپلاس: تبدیل وجود قضیه .٢.١ قضیه
داریم: x > ٠ و c ∈ R هر برای یعنی است،

sup
|f(x)|
ecx

<∞.

است. موجود s > c هر برای لاپلاس تبدیل این�صورت در

معرفی قسمت این در می�گیرد، قرار استفاده مورد فصل این در که مهم لاپلاس تبدیلات از برخی
داریم: L[g(x) = G(x) و L[f(x)] = F (x) برای می�شود.

L[f(x) + g(x)] = F (x) +G(x),

L[xβ] =
Γ(β + ١)
sβ+١ , β > −١,

L[f (n)(x)] = snF (s)− sn−١f(٠)− sn−٢f ′(٠)− . . .− f (n−١)(٠),

L[xnf(x)] = (−١)n−F (n)(s),

L[

∫ x

٠
f(t)dt] =

F (s)

s
,

L[

∫ x

٠
f(x− t)g(t)dt] = F (s)G(s).



١٨ اولیه مفاهیم .١

کسری مرتبه انتگرال و مشتق لاپلاس تبدیل ٢.٣.١

می�آید به�دست زیر رابطه�ی از α > ٠ مرتبه از لیوویل ـ ریمان کسری انتگرال لاپلاس تبدیل .٣.١ لم

L[Jαf(x)] =
F (s)

sα
(۴٨.١)

داریم: α > ٠ مرتبه از لیوویل ـ ریمان کسری انتگرال عملگر تعریف بنابر برهان.

L[Jαf(x)] = L[
١

Γ(α)

∫ x

٠
(x− t)α−١f(t)dt] = L[

١
Γ(α)

∫ x

٠
g(x− t)f(t)dt]

=
١

Γ(α)
L[f ∗ g] = ١

Γ(α)
F (s)G(s), (۴٩.١)

بنابراین می�باشد. g(x) = xα−١ و g و f توابع کانولوشن f ∗ g آن در که

G(s) = L[xα−١] =
Γ(α)

sα
, (۵٠.١)

شود. می ثابت حکم (۴٩.١) در (۵٠.١) جایگذاری با

زیر رابطه�ی از m− ١ < α ≤ m,m ∈ N برای ليوويل ـ ريمان كسری مشتق لاپلاس تبديل .۴.١ لم
می�آید به�دست

L[Dαf(t)] = sαF (s)−
m−١∑
k=٠

sk[Dα−k−١f(٠)], (۵١.١)

داریم: ليوويل ـ ريمان كسری مشتق عملگر تعریف بنابر برهان.

L[Dαf(t)] = L[
dm

dtm
Jm−αf(t)]

داریم: m صحیح مرتبه�ی مشتق لاپلاس تبدیل فرمول بنابر حال

L[Dαf(t)] = smL[Jm−αf(t)]−
m−١∑
k=٠

sk
dm−k−١

dtm−k−١J
m−αf(٠)

=
smF (s)

sm−α
−

m−١∑
k=٠

skDα−k−١f(٠) = sαF (s)−
m−١∑
k=٠

sk[Dα−k−١f(٠)],

می�شود. ثابت حکم لذا

صدق زیر رابطه�ی در m − ١ < α ≤ m,m ∈ N برای کاپوتو كسری مشتق لاپلاس تبديل .۵.١ لم
می�کند

L[Dα
∗ f(t)] = sαF (s)−

m−١∑
k=٠

sα−k−١f (k)(٠), (۵٢.١)



١٩ لاپلاس تبدیلات .٣.١

α > ٠ مرتبه�ی از کاپوتو کسری مشتقات عملگر تعریف بنابر ،(۵٢.١) رابطه�ی اثبات برای برهان.
داریم:

Dα
∗ f(t) = Jm−αf (m)(t),

بنابراین g(t)؛ = Dmf(t) می�گیریم نظر در

Dα
∗ f(t) = Jm−αg(t),

به�صورت g(t) تابع برای m− α مرتبه�ی از کسری انتگرال لاپلاس عملگر بنابر

L[Dα
∗ f(t)] = L[Jm−αg(t)] = s−(m−α)G(s) (۵٣.١)

داریم: m صحیح مرتبه�ی مشتق لاپلاس تبدیل فرمول از استفاده با .G(s) = L[g(t)] که می�باشد

G(s) = smF (s)−
m−١∑
k=٠

sm−k−١f (k)(٠), (۵۴.١)

داریم: (۵٣.١) در (۵۴.١) جایگذاری با بنابراین

L[Dα
∗ f(t)] = s−(m−α)

(
smF (s)−

m−١∑
k=٠

sm−k−١f (k)(٠)
)

= sαF (s)−
m−١∑
k=٠

sα−k−١f (k)(٠), (۵۵.١)

بنابراین

L[Dα
∗ f(t)] =

smF (s)− sm−١f(٠)− sm−٢f ′(٠)− . . .− fm−(٠)١
sm−α

. (۵۶.١)

معکوس لاپلاس عملگر ٣.٣.١

می�شود نامیده F (s) معکوس لاپلاس تبدیل (۴۶.١) معادله در شده تعریف f(x) تابع .١٠.١ تعریف
می�شود تعریف زیر به�صورت که

f(x) = L−١[F (s)] =
١
٢πi lim

T−→∞

∫ σ+iT

σ−iT

esxF (s)ds, (۵٧.١)

می�شود. تعریف s ≥ σ حقیقی قسمت برای F (s) و است بزرگ کافی اندازه به σ که

اثبات و بیان است، مهم آن�ها لاپلاس تبدیل طریق از f(x) تابع یافتن برای که را لم چند اکنون هم
می�کنیم.



٢٠ اولیه مفاهیم .١

داریم: زیر به�شکل را معکوس لاپلاس تبدیل فرمول sα > |a| و α, β > ٠, a ∈ R برای .۶.١ لم

L−١[
sα−β

sα + a
] = xβ−١Eα,β(−axα). (۵٨.١)

داریم: سری�ها بسط از استفاده با sα−β

sα+a
تابع برای برهان.

sα−β

sα + a
=

١
sβ

+
١

١+ a
sα

=
١
sβ

∞∑
n=٠

(
−a
sα

)n =
∞∑
n=٠

(−a)n

snα+β
. (۵٩.١)

این�که و معکوس لاپلاس عملگر بودن خطی بنابر

L−١[
Γ(nα+ β)

snα+β
] = xnα+β,

داریم: (۵٩.١) رابطه�ی از معکوس لاپلاس گرفتن با

∞∑
n=٠

(−a)nxnα+β−١

Γ(nα + β)
= xβ−١

∞∑
n=٠

(−axα)n

Γ(nα + β)
= xβ−١Eα,β(−axα). (۶٠.١)

داریم: sα−β > |a| و α ≥ β > ٠, a ∈ R برای .٧.١ لم

L−١[
١

(sα + asβ)n+١ ] = xα(n+١)−١
∞∑
k=٠

(−a)k
(
n+ k

k

)
Γ(k(α− β) + (n+ ١)α)x

k(α−β). (۶١.١)

است زیر به�صورت که (١+ x)−n−١ سری بسط از استفاده با برهان.

∞∑
k=٠

(
n+ k

k

)
(−x)k. (۶٢.١)

داریم:

١
(sα + asβ)n+١ =

١
(sα)n+١

١
(١+ a

sα−β )n+١ =
١

(sα)n+١

∞∑
k=٠

(
n+ k

k

)
(
−a
sα−β

)k

=
∞∑
k=٠

(
n+ k

k

)
(

(−a)k

sα(n+١)+k(α−β)
) (۶٣.١)

می�شود. اثبات لم طرفین از معکوس لاپلاس گرفتن با

می�پردازیم. لاپلاس روش به کسری دیفرانسیل معادلات حل از مثال چند ارائه�ی به حال



٢١ لاپلاس تبدیلات .٣.١

بگیرید نظر در را زیر ناهمگن اولیه�ی مقدار مسأله .١١.١ D٢مثال
∗y(x) +D

٣
٢
∗ y(x) + y(x) = ١+ x,

y(٠) = y′(٠) = ١.
(۶۴.١)

داریم: بنابراین می�گیریم. لاپلاس عمل معادله طرفین از ،L[y(x)] = F (s) فرض با

L[D٢
∗y(x) +D

٣
٢
∗ y(x) + y(x)] = L[١+ x],

s٢F (s)− sy(٠)− y′(٠) + s٢F (s)− sy(٠)− y′(٠)
s

١
٢

+ F (s) =
١
s
+

١
s٢
,

s٢F (s)− s− ١+
s٢F (s)− s− ١

s
١
٢

+ F (s) =
١
s
+

١
s٢
,

F (s)(s٢ + s
٣
٢ + ١) = (

١
s
+

١
s٢
)((s٢ + s

٣
٢ + ١),

F (s) =
١
s
+

١
s٢
.

داریم: F (s) = ١
s
+ ١

s٢
رابطه طرفین از معکوس لاپلاس گرفتن با حال

y(x) = ١+ x. (۶۵.١)

بگیرید نظر در را زیر اولیه�ی مقدار مسأله .١٢.١ Dαمثال
∗ x(t) + x(t) = ٠,

x(٠) = ١.
(۶۶.١)

داریم: بنابراین می�گیریم. لاپلاس عمل معادله طرفین از ،L[x(t)] = F (s) فرض با

L[Dα
∗ x(t) + x(t)] = L[٠],

sF (s)− ١
s١−α

+ F (s) = ٠,

F (s) =
sα−١

١+ sα
.

بود. خواهد زیر به�صورت مسأله دقیق جواب (۶.١) لم به توجه با حال

x(t) = Eα,١(−tα) =
∞∑
n=٠

(−t)nα

Γ(nα+ ١)

از تحلیلی نیمه روش�های با جبری ـ کسری دیفرانسیل معادلات حل به تفصیل به بعدی فصل�های در
می�پردازیم. هموتوپی آنالیز و آدومین تجزیه روش ، تکرارپذیر تغییر روش روش جمله



٢٢



٢ فصل

تکرار�پذیر تغییر روش

مقدمه ١.٢

ارائه و معرفی می�شود، یاد نیمه�تحلیلی روش یک به�عنوان آن از که تکرار�پذیر تغییر روش بخش این در
در که شد پیشنهاد ١٩٩٨ سال در هی١ به�نام چینی ریاضیدان یک توسط بار اولین روش این می�شود.
خطی مسائل از زیادی موارد در روش این .[٨ ،٧ می�باشد[٢، لاگرانژ٢ ضرایب روش از تعمیمی واقع
تابعک ساخت برای عمومی لاگرانژ ضرایب روش این در است. گرفته قرار استفاده مورد غیرخطی و
خاصیت شوند. بهینه تغییر نظریه�ی به�وسیله�ی می�توانند ضرایب این می�شود. معرفی مسائل در تصحیح٣
روش دیگر، طرف از است. بالا دقت با غیرخطی معادلات حل قدرت و انعطاف�پذیری روش این اصلی
بالا دقت با عددی جواب به رسیدن زمان تا محاسبات میزان کاهش در بالایی توانایی تکرارپذیر تغییر
این ادامه در همگراست. مسأله دقیق جواب به که می�کند تولید را توابع از دنباله�ای روش این دارد.
مسائل مختلف انواع حل برای قوی ابزار روش این که داد خواهیم نشان مختلف مثال�های ارائه با فصل

می�باشد. جبری کسری دیفرانسیل معادلات به�خصوص
و محدود تغییر مانند جدید، نام�گذاری�های از برخی ابتدا تکرارپذیر، تغییر روش توسعه منظور به

می�کنیم. معرفی را تصحیح تابعک

پذیر تکرار تغییر روش در پایه مفاهیم ٢.٢

عمومی لاگرانژ ضرایب ١.٢.٢

یک همکارانش، و ۴ اینکوتی می�شناسیم. تغییرات حساب و بهینه�سازی در به�خوبی را لاگرانژ ضرایب ما
زیر جبری معادله عمومی، لاگرانژ ضرایب مفهوم درک برای کردند. پیشنهاد لاگرانژ ضرایب عمومی روش

١He
٢Lagrange Multiplier

٣Correction Functional
۴Inokuti

٢٣



٢۴ تکرار�پذیر تغییر روش .٢

بگیرید نظر در را

f(x) = ٠, x ∈ R. (١.٢)

داریم: باشد، (١.٢) معادله تقریبی ریشه xn اگر

f(xn) ̸= ٠.

می�نویسیم زیر به�صورت را اصلاحگر معادله آن، دقت بهبود منظور به

xn+١ = xn + λf(xn), (٢.٢)

می�شود بهینه زیر دستگاه به�وسیله�ی که است، عمومی لاگرانژ ضریب λ آن در که

dxn+١
dxn

= ٠, (٣.٢)

داریم: بنابراین

dxn+١
dxn

=
dxn
dxn

+ λ
df(xn)

dxn
, (۴.٢)

می�شود ۵ نیوتن تکراری معروف فرمول به منجر (٢.٢) طبق که

xn+١ = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,

زیر به�شکل می�توان xn برای را تابع این دارد[۶]. وجود اصلاحگر تابع ساخت برای دیگری روش�های
نوشت

xn+١ = xn + λg(xn)f(xn), (۵.٢)

داشت: خواهیم (۵.٢) بنابر است. کمکی تابع یک g(xn) که

dxn+١
dxn

=
dxn
dxn

+ λg(xn)
df(xn)

dxn
+ λf(xn)

dg(xn)

dxn
, (۶.٢)

داشت: خواهیم (۴.٢) معادله (٣.٢)در جایگذاری با که

λ =
−١

g(xn)f ′(xn) + f(xn)g′(xn)
, (٧.٢)

بنابراین

xn+١ = xn −
g(xn)f(xn)

g(xn)f ′(xn) + f(xn)g′(xn)
, (٨.٢)

۵Newton Iteration Formula



٢۵ پذیر تکرار تغییر روش در پایه مفاهیم .٢.٢

.|g(xn)| > ١ دیگر به�عبارتی یا باشد کوچک مقادیر یا و صفر نباید کمکی تابع مقادیر تکراری روند در
خواهد زیر شکل به (٨.٢) تکراری فرمول کنیم، انتخاب g(xn) = e−αxn به�صورت را کمکی تابع ما اگر

شد

xn+١ = xn −
f(xn)

f ′(xn)− αf(xn)
, (٩.٢)

باشد. کوچک f ′(xn) که است مؤثر زمانی فرمول این
بگیرید نظر در را زیر معادله مثال عنوان به

sinx = ٠, (١٠.٢)

خواهد کوچکی مقدار cos١٫ ۶ چون نیست قبول قابل نیوتن تکراری فرمول ،x٠ = ١٫ ۶ نقطه�ی از اگر
است. x = π ،x٠ = ١٫ ۶ به جواب نزدیکترین (٩.٢) تکراری روند در می�دهد نشان زیر جدول بود.

x عددی مقادیر :١.٢ جدول
مرحله α = ١ α = ٢ α = ٠٫ ٩٧
٠ ١٫ ۶ ١٫ ۶ ١٫ ۶
١ ٢٫ ۵٧ ٢٫ ٠٩ ٢٫ ۶٠
٢ ٢٫ ٩۶ ٢٫ ۴٨ ٢٫ ٩٨
٣ ٣٫ ١٢ ٢٫ ٧٨ ٣٫ ١٢
۴ ٣٫ ١۴ ٢٫ ٩٩ ٣٫ ١۴

پایداری شرایط ٢.٢.٢

تابع یک تخمین تغییر، حساب مسأله ترین ساده دارد. وجود طبیعت در همواره بهینه�سازی مسأله
باشد[٣]. مینیمم یا ماکزیمم زیر معلوم تابع از مقادیری چه ازای به که y = f(x)

J =

∫ x٢

x١

F (y, y′;x)dx+ g١(x)y|x=x١ − g٢(x)y|x=x٢ (١١.٢)



٢۶ تکرار�پذیر تغییر روش .٢

که است آن مستلزم (١١.٢) پایداری شرایط

δJ = δ

∫ x٢

x١

F (y, y′;x)dx+ g١(x)δy|x=x١ − g٢(x)δy|x=x٢

=

∫ x٢

x١

δF (y, y′;x)dx+ g١(x)δy|x=x١ − g٢(x)δy|x=x٢

=

∫ x٢

x١

{dF
dy
δy +

dF

dy′
δy′
}
dx+ g١(x)δy|x=x١ − g٢(x)δy|x=x٢

=

∫ x٢

x١

{dF
dy
δy +

dF

dy′
d

dx
(δy)

}
dx+ g١(x)δy|x=x١ − g٢(x)δy|x=x٢ (١٢.٢)

=

∫ x٢

x١

{[dF
dy

− d

dx

(dF
dy′

)]
δy +

d

dx

(dF
dy′

δy
)}
dx+ g١(x)δy|x=x١ − g٢(x)δy|x=x٢

=

∫ x٢

x١

{[dF
dy

− d

dx

(dF
dy′

)]
δy
}
+
[dF
dy′

δy
]x٢
x١
dx+ g١(x)δy|x=x١ − g٢(x)δy|x=x٢

= ٠.

داریم: (١٢.٢) رابطه�ی از دلخواه δy برای

dF

dy
− d

dx

(dF
dy′

)
= ٠, (١٣.٢)

مرزی شرایط و

dF

dy′
(x١)− g١(x١) = ٠, (١۴.٢)

dF

dy′
(x٢)− g٢(x٢) = ٠ (١۵.٢)

مرزی شرایط به (١۴.٢) معادله و می�شود گفته ۶ لاگرانژ ـ اویلر دیفرانسیل معادله ،(١٣.٢) معادله به
است. معروف ٧ طبیعی

محدود تغییر ٣.٢.٢

نظر در را زیر ساده جبری معادله تغییرات، تکرار روش در محدود٨ تغییر کار چگونگی دادن نشان برای
می�گیریم

x٢ − ٣x+ ٢ = ٠, (١۶.٢)

می�کنیم بازنویسی زیر شکل به را (١۶.٢) معادله�ی

x̃.x− ٣x+ ٢ = ٠, (١٧.٢)

۶Euler–Lagrange’s Differential Equation
٧Natural Boundary Conditions

٨Restricted Variation



٢٧ پذیر تکرار تغییر روش در پایه مفاهیم .٢.٢

یافتن برای می�شود. فرض معلوم اولیه حدس عنوان به x̃ مقدار و می�شود گفته محدود متغیر x̃ به که
داریم: (١٧.٢) معادله از x مقدار

x =
٢

٣− x̃
, (١٨.٢)

تکراری فرمول یا

xn+١ =
٢

٣− xn
, (١٩.٢)

کنید. مشاهده را (٢.٢) جدول است. کارامد خوب جواب یافتن برای اغلب روش این

x عددی مقادیر :٢.٢ جدول
مرحله معادله نیوتن تکراری فرمول
٠ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵
١ ٠٫ ٨ ٠٫ ٨٧۵
٢ ٠٫ ٩٠٩ ٠٫ ٩٨٧
٣ ٠٫ ٩۵۶ ٠٫ ٩٩٩
۴ ٠٫ ٩٧٨ ١٫ ٠٠٠
۵ ٠٫ ٩٨٩ ١٫ ٠٠٠
۶ ٠٫ ٩٩۴ ١٫ ٠٠٠
٧ ٠٫ ٩٩٧ ١٫ ٠٠٠
٨ ٠٫ ٩٩٨ ١٫ ٠٠٠
٩ ٠٫ ٩٩٩ ١٫ ٠٠٠

بود. خواهد همراه ممکن مجهول پارامتر یک انتخاب با همیشه اولیه حدس تغییرات، تکرار روش در
بدین می�دهیم. نشان بالا مثال در را آزاد پارامتر تأثیر ما می�شود. بالا دقت با جواب به منجر تغییر یک

کنیم می معرفی زیر شکل به اولیه بینی پیش در آزاد پارامتر یک منظور

x٠ = ٠٫ ۵+ b, (٢٠.٢)

داریم: (١٩.٢) معادله در (٢٠.٢) معادله جایگذاری با است. کوچک پارامتر یک b که

x١ =
٢

٣− ٠٫ ۵− b
=

٢
٢٫ ۵− b

=
٢

٢٫ ۵(١− ١
٢٫۵b)

(٢١.٢)

= ٠٫ ١)٨+
١
٢٫ ۵b) +O(b٢) = ٠٫ ٨+ ٠٫ ٣٢b+O(b٢),

بنابراین ،x٠ = x١ دهیم می قرار (٢١.٢) رابطه از b مقدار تعیین برای

٠٫ ۵+ b = ٠٫ ٨+ ٠٫ ٣٢b,

.x١ = ٠٫ ٩۴١٢ و b = ٠٫ ۴۴١٢ صورت این در که



٢٨ تکرار�پذیر تغییر روش .٢

تکرار�پذیر تغییر روش ٣.٢

دستگاه منظور بدین می�شود[١٩]. معرفی اساسی ایده به�عنوان تکرار�پذیر تغییر روش قسمت این در
بگیرید نظر در را زیر غیرخطی

L[u(t)] +N [u(t)] = g(t), (٢٢.٢)

استفاده با حال می�باشد. معادله ناهمگن عبارت g(t) و غیرخطی عملگر N و خطی عملگر L آن در که
می�شود ساخته زیر به�صورت تصحیح تابعک لاگرانژ، ضرایب از

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
λ(s)[L(un(s)) +N(ũn(s))− g(s)]ds (٢٣.٢)

تغییر ũn و جواب اولیه�ی تقریب u٠ جواب، تقریب �nامین ،un عمومی، لاگرانژ ضریب λ(s) آن در که
ضریب روش، این در جواب یافتن برای حال .δũn = ٠ که معنی بدین می�شود، گرفته نظر در محدود
سپس ,un(t))١+δun؛ t) = ٠ یعنی باشد پایا تصحیح تابعک که می�کنیم انتخاب به�گونه�ای را لاگرانژ
تقریب�های کند، صدق مرزی یا اولیه شرایط در که u٠ اولیه تابع انتخاب و λ لاگرانژ ضریب داشتن با
جواب متوالی تقریب�های دنباله از حدگیری با حال می�آید. به�دست u دقیق جواب از n ≥ ٠ ،un متوالی

داریم: نتیجه در و می�آید به�دست مسأله دقیق

u = lim
n−→∞

un, (٢۴.٢)

دقیق به�طور لاگرانژ ضریب چون می�آید؛ به�دست تکرار یک با تنها دقیق جواب خطی، مسائل برای
می�شود. مشخص

بگیرید نظر در را زیر خطی دیفرانسیل معادله .١.٢ مثال

u′ + a(t)u = b(t), u(٠) = c (٢۵.٢)

می�شود نوشته زیر به�صورت آن تصحیح تابعک

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
λ
{dun
ds

+ a(s)un(s)− b(s)
}
ds. (٢۶.٢)

داریم: δun(٠) = ٠ اینکه به توجه با و (٢۶.٢) تصحیح تابعک پایایی شرایط برقراری با حال

δun+١(t) = δun(t) + δ

∫ t

٠
λ
{dun
ds

+ a(s)un(s)− b(s)
}
ds

= δun(t) + λδun(s)|s=t +

∫ t

٠

{
− ∂λ

∂s
+ a(s)λ

}
δun(s)ds = ٠. (٢٧.٢)



٢٩ تکرار�پذیر تغییر روش .٣.٢

می�آید به�دست زیر اویلر�ـ�لاگرانژ٩ معادله بنابراین،

−∂λ(t, s)
∂s

+ a(s)λ(t, s) = ٠. (٢٨.٢)

مرزی شرط با

١+ λ(t, t) = ٠. (٢٩.٢)

می�شود. تعیین زیر به�صورت لاگرانژ ضریب (٢٨.٢) معادله�ی حل با

λ(t, s) = − exp
{∫ s

٠
a(ξ)dξ −

∫ t

٠
a(ξ)dξ

}
(٣٠.٢)

داریم: (٢۶.٢) تصحیح تابعک در به�دست�آمده لاگرانژ ضریب جای�گذاری با حال

un+١(t) = un(t)−
∫ t

٠
exp

{∫ s

٠
a(ξ)dξ −

∫ t

٠
a(ξ)dξ

}{dun
ds

+ a(s)un(s)− b(s)
}
ds.

(٣١.٢)

داریم: u(٠) = c اولیه�ی شرط با u′ + a(t)u = ٠ همگن معادله حل از شروع با

u٠ = c exp
{
−
∫ t

٠
a(ξ)dξ

}
(٣٢.٢)

بنابراین

u١(t) = c exp
{
−
∫ t

٠
a(ξ)dξ

}
−
∫ t

٠
b(s) exp

{∫ s

٠
a(ξ)dξ −

∫ t

٠
a(ξ)dξ

}
ds

= c exp
{
−
∫ t

٠
a(ξ)dξ

}
+ exp

{∫ t

٠
a(s)ds

}∫ t

٠
b(s) exp

{∫ s

٠
a(ξ)dξ

}
ds.

(٣٣.٢)

می�باشد. (٢۵.٢) معادله دقیق جواب همان که

بگیرید نظر در را زیر معادله�ی .٢.٢ مثال

u′′ + w٢u(t) = F (u, u′, u′′), (٣۴.٢)

می�شود نوشته زیر به�صورت (٣۴.٢) معادله�ی تصحیح تابعک

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
λ{u′′n(s) + w٢un(s)− F̃ (u, u′, u′′)}ds.

٩Euler–Lagrange Equatio



٣٠ تکرار�پذیر تغییر روش .٢

پس δun(٠) = ٠ که دانیم می

δun+١(t) = δun(t) + δ

∫ t

٠
λ{u′′n(s) + w٢un(s)− F̃ (s)}ds

= δun(t) + λ(s)δu′n(s)|s=t −
∂λ

∂s
δun(s)|s=t +

∫ t

٠

{∂٢λ
∂s٢

+ w٢λ(s)
}
δun(s)ds

= (١− ∂λ

∂s
)δun(s)|s=t + λ(s)δu′n(s)|s=t +

∫ t

٠

{∂٢λ
∂s٢

+ w٢λ(s)
}
δun(s)ds = ٠.

داریم: پایایی شرط اعمال با
∂٢λ
∂s٢ + w٢λ(t, s) = ٠

١− ∂λ(t,s)
∂s

|t=s = ٠

λ(t, s)|t=s = ٠

می�آوریم به�دست را زیر تکراری فرمول نتیجه در است. λ = ١
w
sinw(s− t) لاگرانژ ضریب

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠

١
w
sinw(s− t){u′′n(s) + w٢un(s)− F̃ (u, u′, u′′)}ds.

به�صورت اولیه تقریب c٢ و c١ مناسب ثابت�های با u٠(t) = c١ coswt+ c٢ sinwtفرض با

u١(t) = c١ coswt+ c٢ sinwt−
١
w

∫
f(s) sinw(s− t)ds,

می�باشد. مسأله عمومی جواب که است
غیرخطی جملات مشکل، این حل برای است. مشکلی کار غیرخطی مسائل برای لاگرانژ ضریب تعیین
می�آید به�دست تقریبی به�صورت لاگرانژ ضریب بنابراین می�شود. گرفته نظر در محدود تغییرات به�صورت

می�شود. تعیین گام چند از پس مسأله تقریبی جواب و

کسری جبری معادلاتدیفرانسیل برای تکرارپذیر روشتغییر ۴.٢

بگیرید[٢٨] نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه Dαi
∗ xi(t) = fi(t, x١(t), . . . , xn(t), x

′
١(t), . . . , x

′
n(t)), ٠ < αi ≤ ١,

g(t, x١, . . . , xn) = ٠ i = ١,٢, . . . , n− ١, t ≥ ٠
(٣۵.٢)

اولیه شرایط با

xi(٠) = ai, i = ١,٢,٣, . . . , n. (٣۶.٢)



٣١ کسری جبری دیفرانسیل معادلات برای تکرارپذیر تغییر روش .۴.٢

نوشته زیر به�صورت که است (٣۵.٢) معادله�ی برای تصحیح تابعک ساخت روش این در اصلی قسمت
می�شود

xik+١ = xik + Jαi{λi(Dαi
∗ xik(t)− fi(t, x̃١k(t), . . . , x̃nk(t), x̃

′
١k(t), . . . , x̃

′
nk(t)))}.

(٣٧.٢)

اینجا در .δx̃ik = ٠ که معنی بدین می�کند مشخص را محدود تغییر x̃ik و عمومی لاگرانژ ضریب λi که
کسری انتگرال با تابع یک از پایایی شرط بنابر لاگرانژ ضریب تقریبی آوردن دست به برای مستقیمی راه
می�کنیم. انتخاب ١ = ceil(α) > α مینیمال صحیح عدد یک را α مشکل این حل برای ندارد. وجود

می�شود بیان زیر شکل به تقریبی به�صورت (٣٧.٢) تصحیح تابعک بنابراین

xik+١ = xik +

∫ t

٠
{λi(x′ik(s)− fi(t, x̃١k(s), . . . , x̃nk(s), x̃

′
١k(s), . . . , x̃

′
nk(s)))}ds.

(٣٨.٢)

داریم: δxik(٠) = ٠ اینکه به توجه با

δxik+١ = δxik + δ

∫ t

٠
λi{x′ik(s)− fi(t, x̃١k(s), . . . , x̃nk(s), x̃

′
١k(s), . . . , x̃

′
nk(s))}ds

= δxik + λiδxik|s=t −
∫ t

٠

∂λ

∂s
δxikds = ٠ (٣٩.٢)

داریم: (٣٩.٢) تابعک برای پایایی شرط اعمال λ′i(s)|s=tبا = ٠,

١+ λi(s)|s=t = ٠,
(۴٠.٢)

داریم: بنابراین .i = ١,٢, . . . , n− ١ هر برای

λi = −١, i = ١,٢, · · · , n− ١. (۴١.٢)

بود خواهد زیر به�صورت تکراری فرمول (٣٧.٢) معادله�ی در جای�گذاری با

xik+١ = xik − Jαi{Dαi
∗ xik(t)− fi(t, x̃١k(t), . . . , x̃nk(t), x̃

′
١k(t), . . . , x̃

′
nk(t))}. (۴٢.٢)

جواب نهایت در می�شود. تعیین کامل به�طور xik تقریب�های ،xi٠ = xi(٠) اولیه�ی تقریب از شروع با
می�زنیم. تقریب ،xiN(t) عبارت �Nامین به�وسیله�ی زیر به�صورت را

xi(t) = lim
k−→∞

xik(t), i = ١,٢, · · · , n− ١, (۴٣.٢)



٣٢ تکرار�پذیر تغییر روش .٢

مثال ۵.٢

تغییر تکرار روش به آن حل و جبری ـ کسری دیفرانسیل معادلات از مثال چند ارائه به قسمت این در
پردازیم. می پذیر

بگیرید نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادله .٣.٢ مثال Dα
∗ x(t)− ty′(t) + x(t)− (١+ t)y(t) = ٠, ٠ < α ≤ ١,

y(t)− sin t = ٠,
(۴۴.٢)

x(t) = e−t + t sin t , y(t) = sin t دقیق جواب و x(٠) = ١ , y(٠) = ٠ اولیه�ی مقادیر با
.α = ١ وقتی�که

می�نویسیم زیر به�شکل را (۴۴.٢) معادله وردشی روش رابطه بنابر

xk+١ = xk(t)− Jα[Dα
∗ xk(t) + xk(t)− g̃(t)]. (۴۵.٢)

بود خواهد زیر به�شکل که است g(t) = t cos t+ (١+ t) sin t تابع تیلور بسط g̃(t) آن در که

g̃(t) = ٢t+ t٢ − ٢t٣
٣ − t۴

۶ +
t۵

٢٠ +
t۶

١٢٠ + · · · .

داریم: زیر بصورت را بازگشتی رابطه (۴۵.٢) بنابر

x٠(t) = ١

x١(t) = x٠(t)− Jα[x٠(t)− g̃(t)]

x٢(t) = −Jα[x١(t)− g̃(t)]

....

داریم: x٠(t) = ١ ی اولیه تقریب از شروع با بنابراین

x٠(t) = ١

x١(t) = − tα

Γ(١+ α)
+

٢t١+α

Γ(٢+ α)
+

٢t٢+α

Γ(٣+ α)
− ۴t٣+α

Γ(۴+ α)
− ۴t۴+α

Γ(۵+ α)
+

۶t۵+α

Γ(۶+ α)
+ · · ·

x٢(t) =
t٢α

Γ(١+ ٢α) −
٢t٢+١α

Γ(٢+ ٢α) −
٢t٢+٢α

Γ(٣+ ٢α) +
۴t٢+٣α

Γ(۴+ ٢α) +
۴t۴+٢α

Γ(۵+ ٢α) −
۶t۵+٢α

Γ(۶+ ٢α) + · · ·

....



٣٣ مثال .۵.٢

(٣.٢) مثال در x(t) عددی مقادیر :٣.٢ جدول
t α = ٠٫ ۵ α = ٠٫ ٧۵ α = ٠٫ ٩٩ α = ١ دقیق جواب
٠ ١ ١ ١ ١
٠٫ ٢ ٠٫ ٧۵۴۵٠٩۶۴ ٠٫ ٨٠١۶۶٩٧١ ٠٫ ٨۵۶٢٣٢٩۵ ٠٫ ٨۵٨۴۶۴۶١
٠٫ ۴ ٠٫ ٨۵٢۴٩۵٠۴ ٠٫ ٨٢۵٠٨٧١٢ ٠٫ ٨٢۵۵٢٣٢۶ ٠٫ ٨٢۶٠٨٧٣٨
٠٫ ۶ ١٫ ٠٢۴٢٠۵١۶ ٠٫ ٩۴۵۴۵٨١۴ ٠٫ ٨٨٩٣۵١١٣ ٠٫ ٨٨٧۵٩٧١٢
٠٫ ٨ ١٫ ٢٢٧٣٢٩١٠ ١٫ ١٢٢٩۵٩۴٢ ١٫ ٠٢۶٩١٨٠۵ ١٫ ٠٢٣٢١٣٨٣
١ ١٫ ۴٣٢٧۵۵١١ ١٫ ٣٢۶٩٧۵۵٠ ١٫ ٢١۴١۵٧٢۶ ١٫ ٢٠٩٣۵٠۴٢
١٫ ٢ ١٫ ۶١۵٢٨٩۴٨ ١٫ ۵٢٩۶٣١۵١ ١٫ ۴٢۴۵٠۴٢٠ ١٫ ۴١٩۶۴١١١
١٫ ۴ ١٫ ٧۵٢٣١٩١٠ ١٫ ٧٠۴٧۶۴٧۵ ١٫ ۶٣٠٠٧٩٨٢ ١٫ ۶٢۶٢٢۶۵٨
١٫ ۶ ١٫ ٨٢۴١۵٧۵١ ١٫ ٨٢٨٣۴٨٣٢ ١٫ ٨٠٣٠٩١٧۵ ١٫ ٨٠١٢١۴٢٨
١٫ ٨ ١٫ ٨١۴٨٣٠٩۵ ١٫ ٨٧٩٣٩۴٠٧ ١٫ ٩١٧٣٣٠١۶ ١٫ ٩١٨٢٢۴۶٢
٢ ١٫ ٧١٢٨٩٩۴٨ ١٫ ٨۴٠٩۶٠٨۴ ١٫ ٩۴٩۶۴٧٢۴ ١٫ ٩۵٣٩٣٠١٣
٢٫ ٢ ١٫ ۵١٢١٢٢۶۴ ١٫ ٧٠١٠۶٨٣۶ ١٫ ٨٨١٣١٢١۶ ١٫ ٨٨٩۴٩۵٢۴
٢٫ ۴ ١٫ ٢١١٨۵٢٧۴ ١٫ ۴۵٣٣٨٢٧١ ١٫ ۶٩٩١٣۶۶٠ ١٫ ٧١١٨٢٩۵٨
٢٫ ۶ ٠٫ ٨١٧٠٧١٨٨ ١٫ ٠٩٧۵٧٢٢٨ ١٫ ٣٩۶٢٧١٨۶ ١٫ ۴١۴۵٧٧١۴
٢٫ ٨ ٠٫ ٣٣٨٠١٠٣۶ ٠٫ ۶٣٩٢۵۵۵٢ ٠٫ ٩٧٢۵٨٨٢۵ ٠٫ ٩٩٨٧٧۶٨٨
٣ −٠٫ ٢١٠۶٩٧٢ ٠٫ ٠٨٩۴٨٢٣۵ ٠٫ ۴٣۴۵۶١٣۴ ٠٫ ۴٧٣١۴٧٠٩

.(۴۴.٢) دستگاه جواب نمودار :١.٢ شکل



٣۴ تکرار�پذیر تغییر روش .٢

.(۴۴.٢) دستگاه جواب نمودار :٢.٢ شکل

جواب نمودار با مقایسه در αمختلف مقادیر ازای به را x(t) دقیق جواب (٢.٢) و (١.٢) نمودارهای
دهد. می نشان مسأله دقیق



٣۵ مثال .۵.٢

بگیرید نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادله .۴.٢ مثال
D

α١
∗ x(t)− ty′(t) + t٢z′(t) + x(t)− (١+ t)y(t) + (t٢ + ٢t)z(t) = ٠,

D
α٢
∗ y(t)− tz′(t)− y(t) + (t− ١)z(t) = ٠, ٠ < α١, α٢ ≤ ١,

z(t)− sin t = ٠,

(۴۶.٢)

x(٠) = y(٠) = ١ و z(٠) = ٠ اولیه� مقدار با

می�نویسیم زیر به�شکل را (۴۶.٢) معادله وردشی روش رابطه بنابر xk+١ = xk(t)− Jα١ [D
α١
∗ xk(t)− ty′k(t) + xk(t)− (١+ t)yk(t) + t٢ cos t+ (t٢ + ٢t) sin t].

yk+١ = yk(t)− Jα٢ [D
α٢
∗ yk(t)− yk(t)− t cos t+ (t− ١) sin t]. k ≥ ١.

(۴٧.٢)

g١(t) = t٢ cos t+ (t٢ + ٢t) sin tتیلور بسط ترتیب به که در(۴٧.٢) g̃٢(t) و g̃١(t) قراردادن با حال
به�صورت و می�باشند g٢(t) = t cos t− (t− ١) sin t و

g̃١(t) = ٣t٢ + t٣ − ۵t۴
۶ − t۵

۶ +
٧t۶
١٢٠ + · · · .

g̃٢(t) = ٢t− t٢ − ٢t٣
٣ +

t۴

۶ +
t۵

٢٠ − t۶

١٢٠ + · · · .

داشت: خواهیم می�شود، تعریف xk+١ = xk(t)− Jα[D
α١
∗ xk(t)− ty′k(t) + xk(t)− (١+ t)yk(t) + g̃١(t)].

yk+١ = yk(t)− Jα[D
α٢
∗ yk(t)− yk(t)− g̃٢(t)]. k ≥ ١.

(۴٨.٢)

داریم: زیر بصورت را بازگشتی رابطه (۴٨.٢) بنابر

x٠(t) = y٠(t) = ١

x١ = x٠(t)− Jα[−t+ g̃١(t)].

yk+١ = y٠(t)− Jα[−١− g̃٢(t)].

....

داریم: x٠(t) = y٠(t) = ١ اولیه�ی تقریب از شروع با حال

x٠(t) = y٠(t) = ١

x١(t) = ١+
t١+α١

Γ(٢+ α١)
− ۶t٢+α١

Γ(٣+ α١)
− ۶t٣+α١

Γ(۴+ α١)
+

٢٠t۴+α١

Γ(۵+ α١)
+

٢٠t۵+α١

Γ(۶+ α١)
+ · · ·

y١(t) = ١+
tα٢

Γ(١+ α٢)
+

٢t١+α٢

Γ(٢+ α٢)
− ٢t٢+α٢

Γ(٣+ α٢)
− ۴t٣+α٢

Γ(۴+ α٢)
+

۴t۴+α٢

Γ(۵+ α٢)
+

۶t۵+α٢

Γ(۶+ α٢)
+ · · ·

....



٣۶ تکرار�پذیر تغییر روش .٢

(۴.٢) مثال در x(t) عددی مقادیر :۴.٢ جدول
t α١ = α٢ = ٠٫ ۵ α١ = α٢ = ٠٫ ٧۵
٠ ١ ١
٠٫ ٢ ١٫ ۵۵٣٣۶٩٨۵ ١٫ ١٨۶۵٣۶٩۵
٠٫ ۴ ٢٫ ۵٢٩٩۶١٣۴ ١٫ ۶٣٢٩٨٧۴٠
٠٫ ۶ ٣٫ ٩۵٧۴٩٠٣٧ ٢٫ ٣۵۵۶٠۶٢٨
٠٫ ٨ ۵٫ ٨٨٨٩٨۶۶٣ ٣٫ ۴٠١۴١۴٧٣
١ ٨٫ ۴٠٠۵٧٠۶١ ۴٫ ٨٣٩٣٨۵٠۶
١٫ ٢ ١١٫ ۶٠٩۵۴٩۵١ ۶٫ ٧٧١٠٠٨٠٩
١٫ ۴ ١۵٫ ٧٠٣٨٨٧١٣ ٩٫ ٣۴٩٧٢٢٣٠
١٫ ۶ ٢٠٫ ٩٨۴٨٠٠٨٧ ١٢٫ ٨١٠٢۶٨٩٩
١٫ ٨ ٢٧٫ ٩٢۵٩۶٢٨٩ ١٧٫ ۵١٠۵٠٠۴٩
٢ ٣٧٫ ٢۵۴٠١٣٣۶ ٢٣٫ ٩٨٩٠٣۵۵٠
٢٫ ٢ ۵٠٫ ٠۵۶۴١۶١٠ ٣٣٫ ٠۴٣٠٣۵٨٠
٢٫ ۴ ۶٧٫ ٩٢۴٢٣٣۵۴ ۴۵٫ ٨٣١۴١٢۶٩
٢٫ ۶ ٩٣٫ ١٣٩٢٢۴۵٧ ۶۴٫ ٠١٠٠٣٣۵٢
٢٫ ٨ ١٢٨٫ ٩١۶٨٢٠٠۴ ٨٩٫ ٩٠٧٠۵۶۵٨
٣ ١٧٩٫ ٧١٩٠۴۴٩١ ١٢۶٫ ٧۴٨۴۵٣١۴

.(۴۶.٢) دستگاه جواب نمودار :٣.٢ شکل



٣٧ مثال .۵.٢

(۴.٢) مثال در y(t) عددی مقادیر :۵.٢ جدول
t α١ = α٢ = ٠٫ ۵ α١ = α٢ = ٠٫ ٧۵
٠ ١ ١
٠٫ ٢ ١٫ ٩٧٢٠٩٠٨٣ ١٫ ۴٨۴۵۵٨٧٨
٠٫ ۴ ٢٫ ٩۵٢۶۴١٧٠ ٢٫ ٠٧٣٢۶٠۴٧
٠٫ ۶ ۴٫ ١٢٨٠٠٧۴۶ ٢٫ ٨١٢٣۶۴٨٨
٠٫ ٨ ۵٫ ۴٩٢٣٧۵۶١ ٣٫ ۶٩٨٨۶٢۴۶
١ ٧٫ ٠٣۴٣٩٩۴٩ ۴٫ ٧٢٧١٢٩۴٩
١٫ ٢ ٨٫ ٧۴٨٧٢٩٩١ ۵٫ ٨٩۴٨۶۶٨٣
١٫ ۴ ١٠٫ ۶۴۴۵۶٠٢٠ ٧٫ ٢٠٨٧٨٩٧۴
١٫ ۶ ١٢٫ ٧۵۵٣۵٠۴۴ ٨٫ ۶٩١۶۴٩٣١
١٫ ٨ ١۵٫ ١۵٠٧٨١٨٢ ١٠٫ ٣٩١١۴٠٩٣
٢ ١٧٫ ٩۵١۶۴٧۵٠ ١٢٫ ٣٩١١۶٣۶٧
٢٫ ٢ ٢١٫ ٣۴٨۴٢٠١٣ ١۴٫ ٨٢۵٩۴١۵۴
٢٫ ۴ ٢۵٫ ۶٢۴٣۶٣٨٧ ١٧٫ ٨٩٧۶٠٩٠٧
٢٫ ۶ ٣١٫ ۵٨٩٧٧٨۴٠ ٢١٫ ٨٩٧٩٨٣۴۵
٢٫ ٨ ٣٨٫ ۵٨٩٧٧٨۴٠ ٢٧٫ ٢٣۵٣٩۴٧۵
٣ ۴٨٫ ۶٠٣۵٩٨۵٩ ٣۴٫ ۴۶٧۶٢٨٨٩

.(۴۶.٢) دستگاه جواب نمودار :۴.٢ شکل



٣٨ تکرار�پذیر تغییر روش .٢

بگیرید نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادله .۵.٢ مثال
D

α١
∗ x(t)− x(t) + z(t)x(t) = ١,

D
α٢
∗ z(t)− y(t) + x٢(t) + z(t) = ٠, ٠ < α١, α٢ ≤ ١,

y(t)− x٢(t) = ٠,

(۴٩.٢)

اولیه�ی مقدار با

x(٠) = y(٠) = z(٠) = ١, (۵٠.٢)

می�باشد زیر به�صورت مسأله دقیق جواب α١ = α٢ = ١ حالت در
x(t) = et,

y(t) = e٢t,

z(t) = e−t,

(۵١.٢)

می�نویسیم زیر به�شکل را (۴٩.٢) معادله وردشی روش رابطه بنابر
yk+١ = x٢k(t),

zk+١ = zk(t)− Jα٢ [D
α٢
∗ zk(t)− yk+١(t) + x٢k(t) + zk(t)],

xk+١ = xk(t)− Jα١ [D
α١
∗ xk(t)− xk(t) + xk(t)zk+١(t)− ١].

(۵٢.٢)

داریم: زیر بصورت را بازگشتی رابطه (۵٢.٢) بنابر

x(٠) = y(٠) = z(٠) = ١

y١ = x٢٠(t),

z١ = z٠(t)− Jα٢ [z٠(t)],

x١ = x٠(t)− Jα١ [−x٠(t) + x٠(t)z١(t)− ١].
....

داریم: x٠(t) = y٠(t) = z٠(t) = ١ اولیه�ی تقریب از شروع با حال

y١ = ١,

z١ = ١− tα٢

Γ(١+ α٢)
,

x١ = ١+
tα١

Γ(١+ α١)
+

tα١+α٢

Γ(١+ α١ + α٢)
,

....



٣٩ مثال .۵.٢

(۵.٢) مثال در x(t) عددی مقادیر :۶.٢ جدول
t α١ = α٢ = ٠٫ ۵ α١ = α٢ = ٠٫ ٧۵
٠ ١ ١
٠٫ ١ ١٫ ۴۶٧٨٨۴٩٣ ١٫ ٢١٨٧٠۶٨١
٠٫ ٢ ١٫ ٧۴١١٣٢٠٧ ١٫ ۴٠٠٠٢٧٨٧
٠٫ ٣ ١٫ ٩٩٢٧٨٧٩٠ ١٫ ۵٨۴١٢۶٨۵
٠٫ ۴ ٢٫ ٢٣٩٢۴٨٧١ ١٫ ٧٧۶٩٠٨۶۴
٠٫ ۵ ٢٫ ۴٨٧١١٣۴٢ ١٫ ٩٨١٣٨۶۵۴
٠٫ ۶ ٢٫ ٧۴٠٠٢٩٢٨ ٢٫ ١٩٩٧۴۴٧٢
٠٫ ٧ ٣٫ ٠٠٠۴٠٩٣١ ٢٫ ۴٣٣٨٨٢٩١
٠٫ ٨ ٣٫ ٢٧٠٠۴۴٧٨ ٢٫ ۶٨۵۶٢٣۴٠
٠٫ ٩ ٣٫ ۵۵٠٣۶٣٢٠ ٢٫ ٩۵۶٨٠٩۵۶
١ ٣٫ ٨۴۵۵۴١٩٨ ٣٫ ٢۴٩٣۶٢٣٨
١٫ ١ ۴٫ ١۵۴٢٣۴٨۶ ٣٫ ۶٠٧۴٨۶۶٢
١٫ ٢ ۴٫ ۴٧٣۴٩٩٠٣ ٣٫ ٩٨٣٨٢٨۵٧
١٫ ٣ ۴٫ ٩٠۵١٩۴٩٨ ۴٫ ٣٩١٢۴۵۵۵
١٫ ۴ ۵٫ ٣١٩٣٧٠٧۶ ۴٫ ٨۵۵٩۵٣٣٧
١٫ ۵ ۵٫ ٨٣٣٨١٧٢٧ ۵٫ ٣١٢۵۶٩٣۵

.(۴٩.٢) دستگاه جواب نمودار :۵.٢ شکل



۴٠ تکرار�پذیر تغییر روش .٢

(۵.٢) مثال در y(t) عددی مقادیر :٧.٢ جدول
t α١ = α٢ = ٠٫ ۵ α١ = α٢ = ٠٫ ٧۵
٠ ١ ١
٠٫ ١ ٢٫ ١۵۴۶٨۶١۶ ١٫ ۴٨۵٢۴۶٢۵
٠٫ ٢ ٣٫ ٠٣١۵۴٠٨۵ ١٫ ٩۶٠٠٧٧٨٩
٠٫ ٣ ٣٫ ٩٧١٢٠٣٧٣ ٢٫ ۵٠٩۴۵٧۶٨
٠٫ ۴ ۵٫ ٠١۴٢٣۴٧٩ ٣٫ ١۵٧۴٠٣٨۶
٠٫ ۵ ۶٫ ١٨۵٧٣٣١٨ ٣٫ ٩٢۵٨٩٢٢۴
٠٫ ۶ ٧٫ ۵٠٧٧۶٠٣٧ ۴٫ ٨٣٨٨٧٧۴٨
٠٫ ٧ ٩٫ ٠٠٢۴۵۵٨۶ ۵٫ ٩٢٣٧٩٠٩۵
٠٫ ٨ ١٠٫ ۶٩۶١٩٢٧ ٧٫ ٢١٢۵٩٢۵٧
٠٫ ٩ ١٢٫ ۶٠۵٠٧٨٩ ٨٫ ٧۴٢٧٨۶۴٨
١ ١۴٫ ٧٨٣١٢٩١ ١٠٫ ۵۵٨۵٣٧٠
١٫ ١ ١٧٫ ۶٧٠٧٣٨٠٠ ١٣٫ ١٣٧١٠٩٩١
١٫ ٢ ٢٠٫ ٨٩٨۵٢٨٣١ ١۵٫ ٨٧٣۵٣١۶۴
١٫ ٣ ٢۴٫ ١۴۶۴۵٣٢۵ ١٩٫ ١٢٣٣۶٨٨٢
١٫ ۴ ٢٨٫ ٠۶٧۵۴٢٣۶ ٢٢٫ ٩۶١٧٣٢۶۵
١٫ ۵ ٣٢٫ ۴٩٣٠۶٢۶٣ ٢٧٫ ۴۶٢۵۶۴٨١

.(۴٩.٢) دستگاه جواب نمودار :۶.٢ شکل



۴١ مثال .۵.٢

(۵.٢) مثال در z(t) عددی مقادیر :٨.٢ جدول
t α١ = α٢ = ٠٫ ۵ α١ = α٢ = ٠٫ ٧۵
٠ ١ ١
٠٫ ١ ٠٫ ٧٢٣۵٧٨۴۵ ٠٫ ٨٢٨٢۵٠۵٧
٠٫ ٢ ٠٫ ۶۴٣٧٨٨۶٩ ٠٫ ٧٣٢۵٨۴٧۴
٠٫ ٣ ٠٫ ۵٩٢٠٢٢٢٠ ٠٫ ۶۶٠٣٣٧۵٣
٠٫ ۴ ٠٫ ۵۵٣۶٢۴١٨ ٠٫ ۶٠٢١٢١١۵
٠٫ ۵ ٠٫ ۵٢٣٢١۶٣١ ٠٫ ۵۵٣۶٠٢۶٩
٠٫ ۶ ٠٫ ۴٩٨١٨٣٩٧ ٠٫ ۵١٢٢٨۵٣۶
٠٫ ٧ ٠٫ ۴٧٧٠۶٧٨٣ ٠٫ ۴٧۶۵۵۵٧٣
٠٫ ٨ ٠٫ ۴۵٨٩٩٣٨٧ ٠٫ ۴۴۵٢٩۴۵۶
٠٫ ٩ ٠٫ ۴۴٢۴٢٧٩۶ ٠٫ ۴١٧۶٨٧٣٧
١ ٠٫ ۴٢٧٠۵٧٠٣ ٠٫ ٣٩٣١٢٠۶٣
١٫ ١ ٠٫ ۴۵٣۶٧٩۶٣ ٠٫ ٣٨۴٩١۵۶٧
١٫ ٢ ٠٫ ۴٩۵٠۶٠۵٩ ٠٫ ٣٨۴٨۴٧٧۴
١٫ ٣ ٠٫ ۵۴٣۴٣٩۶٣ ٠٫ ٣٩٨۶١٣۴٩
١٫ ۴ ٠٫ ۶٠٨٧٧۵٢٧ ٠٫ ۴٢۶٧٢١۶۵
١٫ ۵ ٠٫ ۶٧١٠۴۶٨٠ ٠٫ ۴۴٢٩۴١٠٢

.(۴٩.٢) دستگاه جواب نمودار :٧.٢ شکل



۴٢



٣ فصل

آدومین تجزیه روش

مقدمه ١.٣

تابعی معادلات انواع حل در و گرفته قرار بسیاری توجه مورد اخیر سال�های در که عددی روش�های از یکی
دارد[۵]، کاربرد ... و کسری معادلات انتگرالی، معادلات دیفرانسیل، معادلات جبری، معادلات ازجمله
جواب روش این در شد. معرفی ١٩٨٠ سال در آدومین١ جرج توسط که است، آدومین تجزیه روش
واقع در همگراست. واقعی جواب به غالباً که می�شود گرفته نظر در نامتناهی سری یک به�صورت معادله
چندجمله�ای�های بوسیله�ی بازگشتی رابطه یک در سری این جملات که سری از استفاده با روش این در
با تجزیه روش�های تفاوت�های پراهمیت�ترین از یکی می�کند. تعیین را جواب می�آید، به�دست آدومین٢
روش این در می�توان که است این دیفرانسیل معادلات تقریبی جواب یافتن برای عددی روش�های سایر

کرد. محاسبه چندجمله�ای یک به�صورت را جواب

آدومین تجزیه روش ٢.٣

غیرخطی و ناهمگن دیفرانسیل معادله منظور این به می�پردازیم[٢۶]. آدومین تجزیه روش معرفی به ابتدا
بگیرید نظر در را زیر

Lu+Nu+Ru = g (١.٣)

N باقیمانده، خطی عملگر R مشتق، مرتبه بالاترین دارای و معکوس�پذیر خطی عملگر L آن در که
به�دست (١.٣) معادله در L−١ عملگر اعمال با هستند. معادله ناهمگن قسمت g(x) و غیرخطی عملگر

می�آوریم

u = f − L−١(Ru)− L−١(Nu), (٢.٣)

١George Adomian٢Adomian Polynomials

۴٣



۴۴ آدومین تجزیه روش .٣

فرض آدومین تجزیه روش در است. اولیه شرایط اعمال و g انتگرال از شده حاصل جمله f تابع که
است زیر نامتناهی سری به�صورت u تابع که می�کنیم

u =
∞∑
n=٠

un, (٣.٣)

چندجمله�ای�های از نامتناهی یکسری به�صورت Nuرا = F (u) خطی غیر روشقسمت این در همچنین
شکل به آدومین

F (u) =
∞∑
n=٠

An, (۴.٣)

می�آیند به�دست زیر به�صورت که هستند آدومین چندجمله�ای�های �Anها آن در که می�دهیم بسط

An =
١
n!

[ dn
dλn

N
( ∞∑

k=٠
ukλ

k
)]

λ=٠
, (۵.٣)

ساده�تر به�طور یا

A٠ = F (u٠),

A١ = u١F
′(u٠),

A٢ = u٢F
′(u٠) +

u٢١
٢!F

′′(u٠), (۶.٣)

A٣ = u٣F
′(u٠) + u١u٢F

′′(u٠) +
u٣١
٣!F

′′′(u٠),

...

است: توجه قابل نکته دو آدومین ای�های چندجمله محاسبه در که است ذکر به لازم
و u٠ به An ترتیب به�همین و u٢ و u١ و u٠ به تنها A٢ ،u١ و u٠ به تنها A١ ،u٠ به تنها A٠ اینکه اول

است. n برابر An جمله�ی هر اندیس�های جمع اینکه دوم و دارد بستگی un و . . . و u١
ذکر زیر روش نمونه برای که دارد وجود آدومین چند�جمله�ای�های محاسبه�ی برای نیز دیگری روش�های
تابع، بسط از پس و می�کنیم جایگذاری اصلی تابع در را u =

∑∞
n=٠ un یعنی u بسط ابتدا در می�گردد.

عنوان به و کرده جمع یکدیگر با را است برابر یکدیگر با آن�ها اندیس�های مجموع که را جملاتی تمام
درک برای می�دهیم. قرار آن جملات از یک هر اندیس�های مجموع مرتبه�ی با آدومین چند�جمله�ای�های

می�دهیم. ارائه را مثال�هایی موضوع بهتر



۴۵ آدومین تجزیه روش .٢.٣

بگیرید نظر در را زیر غیرخطی تابع .١.٣ مثال

F (u) = u٢, (٧.٣)

می�کنیم جای�گذاری (٧.٣) معادله�ی در را u بسط ابتدا در

F (u) = (u٠ + u١ + u٢ + u٣ + u۴ + · · · )٢, (٨.٣)

داشت: خواهیم حال

F (u) = u٢٠ + ٢u٠u١ + ٢u٠u٢ + u٢١ + ٢u٠u٣ + ٢u١u٢ + · · · . (٩.٣)

می�کنیم. دسته�بندی یکدیگر کنار در است یکسان اندیس�های مجموع دارای که را جملاتی

F (u) =u٢٠ + ٢u٠u١ + ٢u٠u٢ + u٢١ + ٢u٠u٣ + ٢u١u٢ + ٢u٠u۴ + ٢u١u٣ + u٢٢

+ ٢u٠u۵ + ٢u١u۴ + ٢u٢u٣ + · · · . (١٠.٣)

بود خواهد زیر به�صورت آدومین چند�جمله�ای�های بنابراین

A٠ = u٢٠,

A١ = ٢u٠u١,

A٢ = ٢u٠u٢ + u٢١,

A٣ = ٢u٠u٣ + ٢u١u٢,

A۴ = ٢u٠u۴ + ٢u١u٣ + u٢٢,

A۵ = ٢u٠u۵ + ٢u١u۴ + ٢u٢u٣,
...

بگیرید نظر در را زیر غیرخطی تابع .٢.٣ مثال

F (u) = eu, (١١.٣)

داریم: (١١.٣) در u بسط جای�گذاری با

F (u) = e(u٠+u١+u٢+u٣+u۴+··· ), (١٢.٣)

داریم: تیلور بسط از استفاده با

F (u) = eu٠ × (١+ (u١ + u٢ + u٣ + · · · ) + ١
٢! (u١ + u٢ + u٣ + · · · )٢ + · · · ), (١٣.٣)



۴۶ آدومین تجزیه روش .٣

از است عبارت F (u) دیگر بیان به

F (u) =eu٠ + u١e
u
٠ + (u٢ +

١
٢!u

٢
١)e

u
٠ + (u٣ + u١u٢ +

١
٣!u

٣
١)e

u
٠

+ (u۴ + u١u٣ +
١
٢!u

٢
٢ +

١
٢!u

٢
١u٢ +

١
۴!u

۴
١)e

u
٠ + · · · . (١۴.٣)

بود خواهند زیر به�صورت آدومین چند�جمله�ای�های نتیجه در

A٠ = eu٠,

A١ = u١e
u
٠,

A٢ = (u٢ +
١
٢!u

٢
١)e

u
٠,

A٣ = (u٣ + u١u٢ +
١
٣!u

٣
١)e

u
٠,

A۴ = (u۴ + u١u٣ +
١
٢!u

٢
٢ +

١
٢!u

٢
١u٢ +

١
۴!u

۴
١)e

u
٠,

...

بود خواهد زیر به�صورت (٢.٣) معادله (۴.٣) و (٣.٣) روابط به توجه با حال

∞∑
n=٠

un = f − L−١R(
∞∑
n=٠

un)− L−١(
∞∑
n=٠

An), (١۵.٣)

می�آیند به�دست زیر بازگشتی روابط از (١۵.٣) رابطه به توجه با . . . و u٢ ،u١ ،u٠ مؤلفه�های که

u٠ = f,

u١ = −L−١(Ru٠)− L−١(A٠),

... (١۶.٣)

uk+١ = −L−١(Ruk)L
−١(Ak) k ≥ ٠,

به�صورت u جواب برای را ψn جمله�ای n تقریب ،u مؤلفه�های شدن مشخص با حال

ψn =
n−١∑
i=٠

ui, به�طوری�که u = lim
n→∞

ψn. (١٧.٣)

تفصیل به جبری ـ کسری دیفرانسیل معادلات برای را آدومین تجزیه�ی روش ادامه در می�کنیم. تعریف
می�کنیم. کامل را بحث مثال چند با و داده توضیح



۴٧ کسری جبری دیفرانسیل معادلات برای آدومین تجزیه روش .٣.٣

کسری جبری دیفرانسیل معادلات برای آدومین تجزیه روش ٣.٣

بگیرید[٢٨] نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه Dαi
∗ xi(t) = fi(t, x١, . . . , xn, x

′
١, x

′
٢, . . . , x

′
n), ٠ < αi ≤ ١,

g(t, x١, . . . , xn) = ٠ i = ١,٢, . . . , n− ١, t ≥ ٠
(١٨.٣)

اولیه شرایط با

xi(٠) = ai, i = ١,٢,٣, . . . , n. (١٩.٣)

می�نویسیم زیر به�صورت را (١٨.٣) معادله�ی آدومین تجزیه روش در

Dαi
∗ xi(t) = Li(t, x١, x٢, . . . , xn) +Ni(t, x١, x٢, . . . , xn) + φi(t), (٢٠.٣)

می�باشد. کسری دیفرانسیل عملگر Dαi
∗ و غیرخطی عملگر Ni خطی، عملگر Li آن در که

داریم: است، Dαi
∗ معکوس که (٢٠.٣) معادله�ی طرف دو در Jαi عملگر به�کاربردن با

xi(t) = xi(٠) + Jαi(φi(t)) + Jαi(Li(t, x١, x٢, . . . , xn)) + Jαi(Ni(t, x١, x٢, . . . , xn)),

(٢١.٣)

به�دست زیر مؤلفه�ای نامتناهی سری به�وسیله�ی xi(t) جواب که شد داده نشان آدومین تجزیه روش در
می�آید

xi(t) =
∞∑

m=٠
xim(t), i = ١,٢, · · · , n− ١, (٢٢.٣)

می�شود تجزیه به�صورت Ni(t) غیرخطی عملگر همچنین و

Ni(t, x١, x٢, · · · , xn) =
∞∑

m=٠
Aim(t). (٢٣.٣)

x١٠, · · · , x١m, x٢٠, · · · , x٢m, xn٠, · · · , xnm مقادیر به وابسته آدومین چندجمله�ای Aim آن در که
می�باشد زیر به�صورت نیز آن فرمول و می�باشد

Aim =
١
m!

[ dm
dλm

Ni

(
t,

∞∑
m=٠

x١mλ
m,

∞∑
m=٠

x٢mλ
m, · · · ,

∞∑
m=٠

xnmλ
m
)]

λ=٠
. (٢۴.٣)

داریم: (٢١.٣) رابطه�ی در (٢۴.٣) و (٢٣.٣) ،(٢٣.٣) روابط جایگذاری با

∞∑
m=٠

xim = xi(٠) + Jαi(φi(t)) + Jαi

[
Li

(
t,

∞∑
m=٠

x١m, · · · ,
∞∑

m=٠
xnm

)]
+ Jαi

[ ∞∑
m=٠

Aim

]
.

(٢۵.٣)



۴٨ آدومین تجزیه روش .٣

داریم: بازگشتی روابط از استفاده با (٢۵.٣) رابطه�ی از

xi٠ = xi(٠)

xi١ = Jαi(φi(t)) (٢۶.٣)

xim+١ = Jαi [Li(t, x١m, x٢m, · · · , xnm)] + Jαi [Aim], ١ ≤ i ≤ n− ١,m = ٠,١,٢, · · · .

می�آید به�دست زیر برشی سری از استفاده با xi(t) جواب حال

ψN
i (t) =

N−١∑
m=٠

xim(t) و lim
x→∞

ψN
i (t) = xi(t), i = ١,٢, · · · , n− ١. (٢٧.٣)

مثال ۴.٣

می�پردازیم. مثال چند ارائه به قسمت این در آدومین تجزیه روش مفاهیم بهتر درک برای

بگیرید نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادله .٣.٣ مثال Dα
∗ x(t)− ty′(t) + x(t)− (١+ t)y(t) = ٠, ٠ < α ≤ ١,

y(t)− sin t = ٠,
(٢٨.٣)

x(t) = e−t + t sin t , y(t) = sin t دقیق جواب و x(٠) = ١ , y(٠) = ٠ اولیه�ی مقادیر با
.α = ١ وقتی�که

کرد بازنویسی زیر صورت به می�توان را (٢٨.٣) معادله

Dα
∗ x(t) = −x(t) + t cos t+ (١+ t) sin t. (٢٩.٣)

داریم: (٢٩.٣) رابطه در Jα لیوویل ریمان انتگرال عملگر از استفاده با

Jα[Dα
∗ x(t)] = Jα[−x(t) + t cos t+ (١+ t) sin t]. (٣٠.٣)

می�باشد، g(t) = t cos t+ (١+ t) sin t تابع تیلور بسط که (٣٠.٣) رابطه در g̃(t) جایگذاری با حال
داریم:

x(t)− x(٠) = Jα(g̃(t))− Jα(x(t)). (٣١.٣)

داشت: خواهیم آدومین روش بازگشتی رابطه طبق
x٠(t) = ١

x١(t) = Jα(g̃(t))

xn+١ = −Jα(xn(t)). n ≥ ١.

(٣٢.٣)



۴٩ مثال .۴.٣

(٣.٣) مثال در x(t) عددی مقادیر :١.٣ جدول
t α = ٠٫ ٢۵ α = ٠٫ ٩٩٩ α = ١ دقیق جواب
٠ ١ ١ ١
٠٫ ٢ ٠٫ ٧٢٨٣١٠٠٠ ٠٫ ٨۵٨٢۴١٩٨ ٠٫ ٨۵٨۴۶۴۶١
٠٫ ۴ ٠٫ ٩٠٠٣٧۵٨١ ٠٫ ٨٢۶٠٢٩٢٣ ٠٫ ٨٢۶٠٨٧٣٨
٠٫ ۶ ١٫ ١١١۵۵٣٣٢ ٠٫ ٨٨٧٧٧٠٢٢ ٠٫ ٨٨٧۵٩٧١٢
٠٫ ٨ ١٫ ٣٢٩۶٠۴٠٠ ١٫ ٠٢٣۵٨٢٧۴ ١٫ ٠٢٣٢١٣٨٣
١ ١٫ ۵٣٠۴٠٨١١ ١٫ ٢٠٩٨٣٠٩٠ ١٫ ٢٠٩٣۵٠۴٢
١٫ ٢ ١٫ ۶٩٢۶٢۵٩٧ ١٫ ۴٢٠١٢٧۶۵ ١٫ ۴١٩۶۴١١١
١٫ ۴ ١٫ ٧٩٧٢۴٢٠۴ ١٫ ۶٢۶۶٠٧٨٠ ١٫ ۶٢۶٢٢۶۵٨
١٫ ۶ ١٫ ٨٢٧٩۶٩۶٠ ١٫ ٨٠١٣٧۶٧٨ ١٫ ٨٠١٢١۴٢٨
١٫ ٨ ١٫ ٧٧١٧٩٧١١ ١٫ ٩١٨٠٣٨٣۵ ١٫ ٩١٨٢٢۴۶٢
٢ ١٫ ۶١٩۴۵٩٣۶ ١٫ ٩۵٣١٩٩۵٠ ١٫ ٩۵٣٩٣٠١٣
٢٫ ٢ ١٫ ٣۶۵٧٣٩٩١ ١٫ ٨٨٧٨۴٨٣٠ ١٫ ٨٨٩۴٩۵٢۴
٢٫ ۴ ١٫ ٠٠٩۵۵٢۵٢ ١٫ ٧٠٨۵٠١٢۴ ١٫ ٧١١٨٢٩۵٨
٢٫ ۶ ٠٫ ۵۵٣٧۶٩٧٠ ١٫ ۴٠٨٠٢١۵٠ ١٫ ۴١۴۵٧٧١۴
٢٫ ٨ ٠٫ ٠٠۴٧٧٩۶٨ ٠٫ ٩٨۶٠١٨۶١ ٠٫ ٩٩٨٧٧۶٨٨
٣ −٠٫ ۶٢٨٢٣۴٢١ ٠٫ ۴۴٨٧۵٣۴١ ٠٫ ۴٧٣١۴٧٠٩

.(٢٨.٣) دستگاه جواب نمودار :١.٣ شکل



۵٠ آدومین تجزیه روش .٣

بگیرید نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادله .۴.٣ مثال
D

α١
∗ x(t)− ty′(t) + t٢z′(t) + x(t)− (١+ t)y(t) + (t٢ + ٢t)z(t) = ٠,

D
α٢
∗ y(t)− tz′(t)− y(t) + (t− ١)z(t) = ٠, ٠ < α١, α٢ ≤ ١,

z(t)− sin t = ٠,

(٣٣.٣)

اولیه�ی مقدار با

x(٠) = y(٠) = ١ z(٠) = ٠, (٣۴.٣)

می�کنیم بازنویسی زیر شکل به را (٣٣.٣) ی معادله D
α١
∗ x(t) = ty′(t)− x(t)− (١+ t)y(t)− t٢ cos t− (t٢ + ٢t) sin t),

D
α٢
∗ y(t) = y(t) + t cos t− (t− ١) sin t.

(٣۵.٣)

داریم: (٣۵.٣) رابطه در Jα لیوویل ریمان انتگرال عملگر اعمال با Jα١ [D
α١
∗ x(t)] = Jα١ [ty′(t)− x(t)− (١+ t)y(t)− t٢ cos t− (t٢ + ٢t) sin t)],

Jα٢ [D
α٢
∗ y(t)] = Jα٢ [y(t) + t cos t− (t− ١) sin t].

(٣۶.٣)

بنابراین x(t)− x(٠) = Jα١ [ty′(t)− x(t)− (١+ t)y(t)− g̃١(t)],

y(t)− y(٠) = Jα٢ [y(t) + g̃٢(t)].
(٣٧.٣)

g٢(t) = t cos t − و g١(t) = t٢ cos t + (t٢ + ٢t) sin t توابع تیلور بسط g̃٢(t) و g̃١(t) آن در که
داشت: خواهیم آدومین روش بازگشتی رابطه طبق بنابراین می�باشد. (t− ١) sin t

x٠(t) = x(٠)

y٠(t) = y(٠)

x١(t) = Jα١(g̃١(t))

y١(t) = Jα٢(g̃٢(t))

xn+١ = Jα١ [ty′n(t)− xn(t)− (١+ t)yn(t)] n ≥ ١

yn+١ = Jα٢(yn(t)) n ≥ ١



۵١ مثال .۴.٣

(۴.٣) مثال در x(t) عددی مقادیر :٢.٣ جدول
t α١ = α٢ = ٠٫ ٢۵
٠ ١
٠٫ ٢ ٢٫ ٩١١۶۵٧۴٩
٠٫ ۴ ۵٫ ۴٣۵۶١٨٣٩
٠٫ ۶ ٨٫ ٧١٣٨١١٠۵
٠٫ ٨ ١٢٫ ۶١٩۴٠۵١١
١ ١۶٫ ٩٧٨٢۶٠٠٢
١٫ ٢ ٢١٫ ۶١۶١٠۴٨۵
١٫ ۴ ٢۶٫ ۴٢٨۵١۶٧٩
١٫ ۶ ٣١٫ ۴٨١٢٩۴٩٧
١٫ ٨ ٣٧٫ ١۴٧٠٩١۴٠
٢ ۴۴٫ ٢٨۴۴١۴٩٨
٢٫ ٢ ۵۴٫ ۴۶۵۵۶۴٢٠
٢٫ ۴ ٧٠٫ ٢۶٠۵١٢٩١
٢٫ ۶ ٩۵٫ ۵٨۴٢۵٢١٢
٢٫ ٨ ١٣۶٫ ١١۵۵٧۶۶٢
٣ ١٩٩٫ ٧٩۵٧٩٨٣۵

.(٣٣.٣) دستگاه جواب نمودار :٢.٣ شکل



۵٢ آدومین تجزیه روش .٣

(۴.٣) مثال در y(t) عددی مقادیر :٣.٣ جدول
t α١ = α٢ = ٠٫ ٢۵
٠ ١
٠٫ ٢ ٣٫ ۵٠٩٠٩٣٨٠٧
٠٫ ۴ ۵٫ ۶١١١٧٢٨٠۵
٠٫ ۶ ٧٫ ٩٧۶٢٨١۵٨۶
٠٫ ٨ ١٠٫ ۵٣٠٧٢٣۴٣
١ ١٣٫ ١٧٠٨۶١٩١
١٫ ٢ ١۵٫ ٧٩١١٣٣٨٨
١٫ ۴ ١٨٫ ٣٠٣٨٩٩٨٩
١٫ ۶ ٢٠٫ ۶۶١٨٠٣٩٠
١٫ ٨ ٢٢٫ ٨٨۴٧٢۵۴٣
٢ ٢۵٫ ٠٩٢٢٢۴٠۴
٢٫ ٢ ٢٧٫ ۵۴٢١٣١۴۴
٢٫ ۴ ٣٠٫ ۶٧۵٨٩٠٣۴
٢٫ ۶ ٣۵٫ ١٧١٢٣٠۴٣
٢٫ ٨ ۴٢٫ ٠٠٢٧٧٨٧٣
٣ ۵٢٫ ۵١١٢١٢۴٧

.(٣٣.٣) دستگاه جواب نمودار :٣.٣ شکل



۵٣ مثال .۴.٣

بگیرید نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادله .۵.٣ مثال
D

α١
∗ x(t)− x(t) + z(t)x(t) = ١,

D
α٢
∗ z(t)− y(t) + x٢(t) + z(t) = ٠, ٠ < α١, α٢ ≤ ١,

y(t)− x٢(t) = ٠,

(٣٨.٣)

اولیه�ی مقدار با

x(٠) = y(٠) = z(٠) = ١, (٣٩.٣)

می�باشد زیر به�صورت مسأله دقیق جواب α١ = α٢ = ١ حالت در
x(t) = et,

y(t) = e٢t,

z(t) = e−t,

(۴٠.٣)

می�کنیم بازنویسی زیر شکل به را (٣٨.٣) ی معادله
y(t)− x٢(t) = ٠,

D
α١
∗ x(t)− x(t) + z(t)x(t) = ١,

D
α٢
∗ z(t)− y(t) + x٢(t) + z(t) = ٠, ٠ < α١, α٢ ≤ ١,

(۴١.٣)

داریم: (۴١.٣) رابطه در Jα لیوویل ریمان انتگرال عملگر اعمال با Jα١ [D
α١
∗ x(t)− x(t) + z(t)x(t) = ١],

Jα٢ [D
α٢
∗ z(t)− y(t) + x٢(t) + z(t) = ٠].

(۴٢.٣)

بنابراین
y(t)− x٢(t) = ٠,

x(t)− x(٠) = Jα١ [x(t)− z(t)x(t) + ١],

z(t)− z(٠) = Jα٢ [y(t)− x٢(t)− z(t)].

(۴٣.٣)

آدومین چندجمله�ای همچنین و x٠ = x(٠), y٠ = y(٠), z٠ = z(٠) اولیه�ی مقادیر به توجه با حال
شود می تعریف زیر به�صورت که x٢(t) و z(t).x(t) غیر�خطی عبارت�های برای

z(t).x(t) =
∞∑
i=٠

Ai, (۴۴.٣)

x٢(t) =
∞∑
i=٠

Bi, (۴۵.٣)



۵۴ آدومین تجزیه روش .٣

داریم: آدومین چند�جمله�ای�های تعریف بنابر

A٠ = x٠z٠,

A١ = x٠z١ + x١z٠,

A٢ = x٠z٢ + x١z١ + x٢z٠, (۴۶.٣)

A٣ = x٠z٣ + x١z٢ + x٢z١ + x٣z٠,

...

ترتیب همین به و

B٠ = x٢٠,

B١ = ٢x٠x١,

B٢ = ٢x٠x٢ + x٢١, (۴٧.٣)

B٣ = ٢x٠x٣ + ٢x١x٢,
...

است. حل قابل زیر به�شکل آدومین ی تجزیه روش براساس (٣٨.٣) معادله�ی

y١(t) = x٢٠(t),

x١(t) = Jα١ [x٠(t)− z٠(t)x٠(t) + ١],

z١(t) = Jα٢ [y٠(t)− x٢٠(t)− z٠(t)],

yn+١(t) = Bn,

xn+١(t) = Jα١ [xn(t)− An],

zn+١(t) = Jα٢ [yn(t)−Bn − zn(t)], n ≥ ١.

(۴٨.٣)

داریم: (۴٧.٣) و (۴۶.٣) روابط و x(٠) = y(٠) = z(٠) = ١ اولیه�ی مقادیر از شروع با حال

y١(t) = ١,

x١(t) = Jα١ [١] = tα١
Γ(α١+١) ,

z١(t) = Jα٢ [−١] = − tα٢
Γ(α١+٢) ,

y٢(t) = B١ = ٢x١,

x٢(t) = Jα١ [−z١],

z٢(t) = Jα٢ [١− ٢x١ − z١].

(۴٩.٣)



۵۵ مثال .۴.٣

(۵.٣) مثال در x(t) عددی مقادیر :۴.٣ جدول
t α١ = α٢ = ٠٫ ۵ α١ = α٢ = ٠٫ ٧۵
٠ ١ ١
٠٫ ١ ١٫ ۴۶٧٨٨۴٩٣ ١٫ ٢١٨٧٠۶٨٢
٠٫ ٢ ١٫ ٧۴١١٣٢١۶ ١٫ ۴٠٠٠٢٧٨٧
٠٫ ٣ ١٫ ٩٩٢٧٨٩١٢ ١٫ ۵٨۴١٢۶٨۴
٠٫ ۴ ٢٫ ٢٣٩٢۵۵٧١ ١٫ ٧٧۶٩٠٨۶٢
٠٫ ۵ ٢٫ ۴٨٧١۴١۵٣ ١٫ ٩٨١٣٨۶۵٢
٠٫ ۶ ٢٫ ٧۴٠١١٨٣٢ ٢٫ ١٩٩٧۴۴۶٨
٠٫ ٧ ٣٫ ٠٠٠۶۴۶٩٣ ٢٫ ۴٣٣٨٨٢٩٨
٠٫ ٨ ٣٫ ٢٧٠۶٠۵٣۵ ٢٫ ۶٨۵۶٢٣٨١
٠٫ ٩ ٣٫ ۵۵١۵۶۶۴٠ ٢٫ ٩۵۶٨١١٠٧
١ ٣٫ ٨۴۴٩۴٠٧١ ٣٫ ٢۴٩٣۶۶۶٣
١٫ ١ ۴٫ ١٧۴۴٣۴٨۶ ٣٫ ۶٠٧۴٨٧٢١
١٫ ٢ ۴٫ ۴٩٣۶٩٩٠٣ ٣٫ ٩٨٣٨٢٩۶٧
١٫ ٣ ۴٫ ٩٢۶٠٩۴٩٨ ۴٫ ٣٩١٢۴۶۵٧
١٫ ۴ ۵٫ ٣٣٠١٧٠٧۶ ۴٫ ٨۵۵٩۵۵٠١
١٫ ۵ ۵٫ ٨۶٩٨١٧٢٧ ۵٫ ٣١٢۵٧٠٣۵

.(٣٨.٣) دستگاه جواب نمودار :۴.٣ شکل



۵۶



۴ فصل

هموتوپی آنالیز روش

مقدمه ١.۴

ارائه صورتی به را اختلالی جواب�های می�توان آن�ها به�وسیله�ی که یافته گسترش جدیدی روش�های اخیراً
است هموتوپی آنالیز روش روش�ها، این از یکی باشد. قبول قابل پارامترها از زیادی مقادیر برای که داد
عمومی تحلیلی روش ارائه به�منظور را توپولوژی در هموتوپی اساسی ایده�های لیائو١ ،١٩٩٢ سال در که
جواب از دنباله یک تولید روش این اصلی ایده .[٢۵ ،٢۴ ،٢٣ ،١١ برد[١٠، به�کار غیرخطی مسائل برای
تقریبی جواب در کمکی توابع و پارامترها وجود همگراست. مسأله دقیق جواب به که است تقریبی های
می�شود. سنتی اختلال روش در شده تولید واحد جواب به�جای تقریبی جواب�های از دسته�ای تولید به منجر
همین به�وسیله می�برد. بهره خطی عملگر و اولیه تابع انتخاب در عمل آزادی چون امکاناتی از روش این
کوچکتر خطی مسأله�های به و می�گردد حل پیچیده غیرخطی مسأله یک اولیه انتخاب�های و عمل�ها آزادی
و ناحیه که دارد وجود امکان این کمکی توابع و پارامترها به�وسیله�ی همچنین، می�شود. تبدیل ساده و
ساده خیلی مسأله�ی یک از هموتوپی روش توضیح برای کنیم. تضمین را جواب مجموعه همگرایی سرعت
هموتوپی آنالیز روش بخش این ادامه در کنیم. می شروع است، شده داده شرح ٢ تان و لیائو به�وسیله�ی که
و تأثیر مثال�هایی ارائه با همچنین می�بریم. به�کار کسری مرتبه از جبری دیفرانسیل معادلات حل برای را

می�کنیم. ثابت را هموتوپی آنالیز روش کارایی

ساده مثال یک در هموتوپی ایده�ی ٢.۴

بگیرید نظر در را زیر جبری و غیر�خطی مسأله

f(x) = ٠, (١.۴)

١Liao٢Tan

۵٧



۵٨ هموتوپی آنالیز روش .۴

می�سازیم را زیر رابطه�ی شروع از قبل

H(x; q) = (١− q)[f(x)− f(x٠)] + qf(x), (٢.۴)

واضح می�شود. خوانده هموتوپی پارامتر q ∈ [٠,١] و می�باشد x پارامتر از ما اولیه حدس x٠ که جایی
داریم: ما q = ١ و q = ٠ وقتی که است

H(x;٠) = f(x)− f(x٠) H(x;١) = f(x), (٣.۴)

f(x)−f(x٠) از مداوم طور ;H(xبه q) مقدار ١ تا ٠ از q مقدار افزایش با می�گردد مشاهده که همان�طور
قرار با حال می�گویند. توپولوژی در حالت تغییر پیوسته�ای، تغییرات چنین به می�یابد. تغییر f(x) به

داریم: صفر با برابر H(x; q) دادن

(١− q)[f(x)− f(x٠)] + qf(x) = ٠, (۴.۴)

سری این جوای که است واضح رسیدیم. جبری معادلات از سری یک به هموتوپی بیان از اکنون هم ما
گردد بازسازی زیر به�صورت می�تواند معادله�ها از دسته این پس می�باشد. وابسته q مقدار به معادلات از

است q پارامتر از بیانی که

(١− q)[f(ϕ(q))− f(x٠)] + qf(ϕ(q)) = ٠, (۵.۴)

بنابراین q = ٠ −→ ϕ(٠) = x٠,

q = ١ −→ f(ϕ(q)) = ٠,
(۶.۴)

داشت: خواهیم f(x) = ٠ معادله بنابر

ϕ(١) = x, (٧.۴)

واقعی مقدار به x٠ اولیه حدس از از هم ϕ(q) مقدار ،١ تا ٠ مقدار از هموتوپی پارامتر افزایش با بنابراین،
معادلات شوند، تعریف (۵.۴) رابطه�ی مثل که معادلات از خانواده�ای به ما می�کند. میل f(x) = ٠ حل
q هموتوپی پارامتر از تابعی که ϕ(q) تابع مک�لوران بسط حال گوییم. می ٣ صفر مرتبه تغییریافته�ی

می�نویسیم است،

ϕ(q) = x٠ +
∞∑

m=٠
xmq

m (٨.۴)

٣Zero-Order Deformation Equation



۵٩ ساده مثال یک در هموتوپی ایده�ی .٢.۴

آن در که

xm =
١
m!

∂ϕi(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=٠

(٩.۴)

به�صورت معادله جواب (٩.۴) به توجه با باشد، همگرا q = ١ در (٨.۴) هموتوپی سری این�که فرض با
بود خواهد زیر

x = x٠ +
∞∑

m=٠
xm, (١٠.۴)

بنابراین می�باشد. ١ از کمتر و کوچک بسیار توابع تیلور سری�های از بسیاری همگرایی بازه�ی متأسفانه
کمکی پارامتر یک معرفی با می�باشد. همگرا q = ١ در هموتوپی سری که نماییم تصور باید اینجا در ما
تغییر معادله طرف دو در هموتوپی اول مرتبه مشتق به�کاربردن با کرد. رفع را محدودیت این می�توان

می�آید دست به ۴ یک مرتبه حالت تغییر معادله ،(۵.۴) صفر مرتبه حالت

x١f
′(x٠) + f(x٠) = ٠ (١١.۴)

است زیر به�صورت (١١.۴) معادله جواب که

x١ = − f(x٠)

f ′(x٠)
, (١٢.۴)

به�دست نیز دوم مرتبه حالت تغییر معادله (۵.۴) معادله از هموتوپی رابطه�ی از گرفتن مشتق بار دو با
می�آید

x٢f
′(x٠) + x١f

′(x٠) +
١
٢x

٢
١f

′′(x٠) = ٠ (١٣.۴)

بود خواهد زیر صورت به (١٣.۴) معادله جواب که

x٢ = −
x٢١f

′′(x٠)

٢f ′(x٠)
= − f٢(x٠)

٢[f ′(x٠)]٣
, (١۴.۴)

کید تأ که است لازم اینجا در آورد. به�دست m = ١,٢,٣, · · · به�ازای را xm مقدار می�توان روش این با
سری نوشتن با می�باشند. حل قابل آسانی به و هستند خطی یافته تغییر معادلات این تمام که شود

است زیر به�صورت x تقریب یک مرتبه هموتوپی

x ≈ x٠ + x١ = x٠ −
f(x٠)

f ′(x٠)
, (١۵.۴)

است زیر به�صورت هموتوپی سری دوم تقریب و

x ≈ x٠ + x١ + x٢ = x٠ −
f(x٠)

f ′(x٠)
− f٢(x٠)

٢[f ′(x٠)]٣
, (١۶.۴)

۴١st-Order Deformation Equation



۶٠ هموتوپی آنالیز روش .۴

رابطه�ی و می�باشد جبری معادلات حل برای نیوتون بازگشتی رابطه همان (١۵.۴) رابطه که شود توجه
نامید. دوم مرتبه نیوتون رابطه�ی می�توان را (١۶.۴)

غیر�خطی مسأله�ی که نیست مهم اصلا و نیست وابسته فیزیکی پارامتر هیچ به بالا در شده به�کارگرفته شیوه�ی
برای را q ∈ [٠,١] هموتوپی پارامتر می�توانیم همیشه ما خیر. یا باشد بزرگ و کوچک پارامتر�های دارای
(٨.۴) معادله�ی در شده استفاده سری متأسفانه بسازیم. صفر مرتبه حالت تغییر معادله�ی یک ساختن
شود. واگرا است ممکن (١٠.۴) معادله در مربوطه سری بنابراین نیست. همگرا q = ١ در همیشه
سری که است این خاطر به این نمی�انجامد، جواب به نیوتون بازگشتی روش گاها که می�افتد اتفاق بسیار
فرضیه این اما می�شود. همگرا q = ١ در هموتوپی معادله که است شده نوشته فرضیه این بر نیوتون
برطرف برای است. شدید آن�ها در بودن غیر�خطی که معادله�هایی یرای مخصوصا نیست، برقرار همیشه

کرد. ارائه هموتوپی حالت تغییر معادله ساخت برای را h̄ ̸= ٠ پارامتر لیائو مشکل این کردن

(١− q)[f(ϕ(q))− f(x٠)] = h̄qf(ϕ(q)), (١٧.۴)

داریم: q = ١ زمانی�که

h̄f(ϕ(q)) = ٠, (١٨.۴)

تغییری و هستند شکل همان به شد تعریف قبلا که معادلاتی تمام است. برابر f(x) = ٠ معادله�ی با که
به�کاربردن با .· · · و سه و دو و یک مرتبه تغیریافته�های معادلات از غیر به نمی�آید به�وجود آن�ها در

آمد. خواهد دست به یک مرتبه حالت تغییر معادله (١٧.۴) معادله طرف دو در هموتوپی مشتق

x١ = −h̄ f(x٠)
f ′(x٠)

, (١٩.۴)

داریم: (١٧.۴) معادله طرف دو در دوم مرتبه هموتوپی مشتق�گیری با

x٢f
′(x٠)− (١+ h̄)x١f

′(x٠) +
١
٢x

٢
١f

′′(x٠) = ٠, (٢٠.۴)

می�شود زیر به�صورت (٢٠.۴) معادله حل که

x٢ = (١+ h̄)x١f
′(x٠) +

x٢١f
′′(x٠)

٢f ′(x٠)
= h̄(١+ h̄)f(x٠)−

f٢(x٠)

٢[f ′(x٠)]٣
. (٢١.۴)

بود خواهد زیر شکل به هموتوپی یک مرتبه سری مشابه به�طور

x ≈ x٠ + x١ = x٠ − h̄
f(x٠)

f ′(x٠)
, (٢٢.۴)

بود خواهد زیر شکل به هموتوپی دوم مرتبه سری همچنین و

x ≈ x٠ + x١ + x٢ = (١+ h̄+ h̄٢)x٠ − h̄
f(x٠)

f ′(x٠)
− f٢(x٠)

٢[f ′(x٠)]٣
, (٢٣.۴)



۶١ هموتوپی آنالیز روش .٣.۴

h̄ = −١ مقدار ازای به (٢٣.۴) و (٢٢.۴) معادلات از خاصی حالات (١۶.۴) و (١۵.۴) که است واضح
را هموتوپی سری�های همگرایی می�تواند h̄ پارامتر مناسب انتخاب که است مشخص کاملا می�باشند.
ارمغان به روشی ما برای بار اولین برای که است بوده h̄ کمکی پارامتر این حقیقت در نماید. تضمین
h̄ پارامتر اگر که است منطقی کاملا این که رسد می نظر به دهد. می تضمین را جواب همگرایی که آورد

۵بنامیم. همگرایی کننده�ی کنترل پارامتر را
فرض واقعیت خلاف بر گاها باید ما ،h̄ کننده�ی کنترل پارامتر از استفاده بدون که، شود کید تأ که دارد جا
غیر فرضی همچین h̄ همچون پارامتری وجود با باشند. موجود (٨.۴) معادله همچون سری�هایی که کنیم
سری یک تا کنیم انتخاب مناسب h̄ پارامتر یک میتوانیم همیشه که رسد می نظر به زیرا ضروریست
هموتوپی صفر مرتبه یافته�ی تغییر معادله�ی به h̄ پارامتر کردن اضافه لذا باشیم. داشته همگرا جواب
گوناگونی صفر مرتبه یافته�ی تغییر معادلات اکنون هم سازد. پیشرفته و قوی بسیار را روش این توانست

است. گشته ارائه و تدوین لیائو وسیله�ی به

هموتوپی آنالیز روش ٣.۴

می�شود. معرفی آن اولیه�ی مفاهیم و هموتوپی آنالیز روش اساسی ایده قسمت این در

صفر مرتبه حالت تغییر معادله

بگیرید: نظر در غیر�خطی دیفرانسیل معادلات حل برای را استاندارد هموتوپی روش ابتدا

N [xi(t)] = ٠ (٢۴.۴)

می�باشد زیر هم�ارزی ساختن هموتوپی آنالیز روش به معادله جواب برای اول گام

H[Φi(t, q);xi٠, Hi(t), ℏi, q] ≡ (١− q)L[Φi(t; q)− xi٠(t)]− qℏiHi(t)N [Φi(t; q)],

(٢۵.۴)

اولیه تقریب xi٠(t) تعبیه، پارامتر q ∈ [٠,١] کمکی، تابع Hi(t) کمکی، پارامتر ℏi ̸= ٠ آن در که
معادله در خطی عملگر L و می�کند صدق مرزی یا اولیه شرایط در که است تابعی Φi(t; q) جواب،

باشد. N غیر�خطی عملگر با هم�مرتبه باید معمولا L خطی عملگر همچنین می�باشد.
داریم: صفر برابر (٢۵.۴) معادله دادن قرار با

(١− q)L[Φi(t; q)− xi٠(t)] = qℏiHi(t)N [Φi(t; q)], (٢۶.۴)

(٢۶.۴)داریم: در q = ٠ دادن قرار با

L[Φi(t;٠)− xi٠(t)] = ٠, (٢٧.۴)

۵Convergence-Parameter Controll



۶٢ هموتوپی آنالیز روش .۴

نتیجه در

Φi(t;٠) = xi٠(t) (٢٨.۴)

داریم: نیز (٢۶.۴) در q = ١ دادن قرار با

N [Φi(t;١)] = ٠, (٢٩.۴)

داریم: می�کند، صدق مرزی یا اولیه شرایط در Φi(t; q) اینکه و (٢٩.۴) به توجه با بنابراین

Φi(t;١) = xi(t), (٣٠.۴)

q پارامتر وقتی می�کند تغییر xi(t) دقیق جواب به xi٠(t) اولیه�ی مقدار (٣٠.۴) و (٢٨.۴) به توجه با
حالت تغییر را تغییرات نوع این توپولوژی در شد، گفته پیش�تر که همان�طور می�یابد. افزایش ١ به ٠ از

شود. می نامیده صفر مرتبه حالت تغییر معادلات (٢۶.۴) معادلات همچنین و می�گویند معادلات
خطی عملگر و xi٠(t) اولیه مقدار ،Hi(t) کمکی تابع ،ℏ کمکی پارامتر انتخاب برای آزادی داشتن با
معادله Φi(t; q)جواب به�طوری�که اند شده انتخاب درستی به آن�ها همه که کنیم فرض توانیم می L کمکی
به نسبت آن�ها m مرتبه مشتق به�علاوه، دارد. وجود ٠ ≤ q ≤ ١ برای (٢۶.۴) صفر مرتبه حالت تغییر

یعنی q پارامتر

x
[m]
i٠ (t) =

∂Φi(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=٠

(٣١.۴)

می�شود. نامیده ۶ m مرتبه حالت تغییر مشتقات x[m]
i٠ (t) رابطه .m = ١,٢, · · · برای دارد وجود

می�کنیم تعریف هم�اکنون

xim(t) =
x
[m]
i٠ (t)

m!
=

١
m!

∂Φi(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=٠

i = ١,٢, · · · , n (٣٢.۴)

داریم: تیلور٧ بسط از استفاده با

Φi(t; q) = Φi(t;٠) +
∞∑

m=١

١
m!

∂Φi(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=٠

qm, (٣٣.۴)

داریم: (٣٢.۴) و (٢٨.۴) رابطه�ی بنابر

Φi(t; q) = xi٠(t) +
∞∑

m=١
ximq

m i = ١,٢, · · · , n (٣۴.۴)

۶Mth-Order Deformation Derivative٧Taylor Series



۶٣ هموتوپی آنالیز روش .٣.۴

xi٠(t) اولیه مقدار و Hi(t) کمکی تابع ، ℏ کمکی پارامتر ، L کمکی خطی عملگر مناسب انتخاب با
بود خواهد زیر به�صورت (٣۴.۴) qسری = ١ در بنابراین همگراست. q = ١ در (٣۴.۴) سری

Φi(t;١) = xi٠(t) +
∞∑

m=١
xim i = ١,٢, · · · , n (٣۵.۴)

داریم: (٣۵.۴) در (٣٠.۴) جایگذاری با همچنین

xi(t) = xi٠(t) +
∞∑

m=١
xim i = ١,٢, · · · , n (٣۶.۴)

xim(t) (m = ١,٢, · · · ) به�وسیله�ی ،xi(t) دقیق جواب و xi٠(t) مقدار بین رابطه�ای (٣۶.۴) معادله
می�کند. فراهم هستند، مجهول که

بالا مرتبه حالت تغییر معادله

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را −→x im بردار

−→x im = {xi٠(t), xi١(t), xi٢(t), . . . xim(t)} i = ١,٢, . . . , n. (٣٧.۴)

داریم: q به نسبت (٢۶.۴) معادله�ی از مشتق�گیری با منظور بدین

(١− q)L(
∂Φi(t; q)

∂q
)− L[Φi(t; q)− xi٠(t)] = ℏiHi(t)N [Φi(t; q)] + qℏiHi(t)

∂N [Φi(t; q)]

∂q

(٣٨.۴)

(٣٢.۴)داریم: و (٢٨.۴) روابط به توجه با و (٣٨.۴) در q = ٠ جایگذاری با

L[xi١] = ℏHi(t)N [xi١] (٣٩.۴)

داریم: q به نسبت (٢۶.۴) معادله�ی از مشتق�گیری بار m با

(١− q)L
[∂mΦi(t; q)

∂qm

]
−mL

[∂m−١Φi(t; q)

∂qm−١

]
= mℏiHi(t)

∂m−١N [Φ(t; q)]

∂qm−١ + qℏiHi(t)
∂mN [Φ(t; q)]

∂qm
(۴٠.۴)

داریم: m! بر عبارت تقسیم و (۴٠.۴) در q = ٠ جایگذاری با همچنین

L
[ ١
m!

∂mΦi(t; q)

∂qm
− ١

(m− ١)!
∂m−١Φi(t; q)

∂qm−١

]
q=٠

= ℏiHi(t)
١

(m− ١)!
∂m−١N [Φ(t; q)]

∂qm−١

∣∣∣
q=٠

(۴١.۴)



۶۴ هموتوپی آنالیز روش .۴

می�شود حاصل زیر رابطه�ی ،(٣٢.۴) رابطه�ی و (۴١.۴) معادله از استفاده با

L[xim(t)− xim−١(t)] = ℏiHi(t)
١

(m− ١)!
∂m−١N [Φ(t; q)]

∂qm−١

∣∣∣
q=٠

(۴٢.۴)

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را کمکی تابع هم�اکنون

χm =

٠, m ≤ ١

١, m > ١
(۴٣.۴)

همچنین

Rim(
−→x im−١) =

١
(m− ١)!

∂m−١N [Φ(t; q)]

∂qm−١

∣∣∣
q=٠

(۴۴.۴)

می�شود بازنویسی زیر به�صورت (۴٢.۴) رابطه�ی بنابراین

L[xim(t)− χmxim−١(t)] = ℏiHi(t)Rim(
−→x im−١(t)) (۴۵.۴)

می�شود. گفته ٨m مرتبه حالت تغییر معادله�ی معادله، این به که

کسری جبری دیفرانسیل معادلات برای هموتوپی آنالیز روش ۴.۴

بگیرید[٢٨] نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه Dαi
∗ xi(t) = fi(t, x١, . . . , xn, x

′
١, x

′
٢, . . . , x

′
n), ٠ < αi ≤ ١,

٠ = g((t, x١, . . . , xn) i = ١,٢, . . . , n− ١, t ≥ ٠,
(۴۶.۴)

اولیه شرایط با

xi(٠) = ai, i = ١,٢,٣, . . . , n. (۴٧.۴)

می�باشد زیر به�صورت (۴۶.۴) معادله�ی صفر مرتبه حالت تغییر معادله ترتیب بدین

(١− q)L[Φi(t; q)− xi٠(t)] = qℏiHi(t)[D
αi
∗ Φi(t; q)− fi(t,Φ١(t; q),Φ٢(t; q), . . . ,Φn(t; q),

d

dt
Φ١(t; q),

d

dt
Φ٢(t; q), . . . ,

d

dt
Φn(t; q)] i = ١,٢,٣, . . . , n− ١. (۴٨.۴)

(١− q)[Φn(t; q)− xn٠] = −qℏnHi(t)[g(t,Φ١(t; q),Φ٢(t; q), . . . ,Φn(t; q))]. (۴٩.۴)

اولیه شرایط با

Φi(٠; q) = ai, i = ١,٢,٣, . . . , n. (۵٠.۴)

٨mth-order deformation equation



۶۵ مثال�ها .۵.۴

می�باشد زیر به�صورت m مرتبه حالت تغییر معادله�ی (٣٧.۴) رابطه�ی در −→x im بردار به توجه با

Li[xim(t)− χmxi(m−١)(t)] = ℏiHi(t)Rim(
−→x i(m−١)(t)) i = ١,٢,٣, . . . , n− ١.

(۵١.۴)

xnm(t) = χmxn(m−١)(t) + ℏnHn(t)Rnm(
−→x n(m−١)(t)). (۵٢.۴)

اولیه شرایط با

xim(٠) = ٠, i = ١,٢,٣, . . . , n, m = ١,٢,٣, . . . . (۵٣.۴)

آن در که

Rim(
−→x im−١) =

١
(m− ١)!

∂m−١

∂qm−١ [D
αi
∗ Φi(t; q)− fi(t,Φ١(t; q),Φ٢(t; q), . . . ,Φn(t; q),

d

dt
Φ١(t; q),

d

dt
Φ٢(t; q), . . . ,

d

dt
Φn(t; q)]

∣∣∣
q=٠

i = ١,٢,٣, . . . , n− ١. (۵۴.۴)

Rnm(
−→x n(m−١)) = − ١

(m− ١)!
∂m−١

∂qm−١ [g(t,Φ١(t; q),Φ٢(t; q), . . . ,Φn(t; q))]
∣∣∣
q=٠

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را L∗
i عملگر حال

L∗
iLi[xi(t)] = xi(t) +Ki(t), LiL

∗
i = I, i = ١,٢,٣, . . . n− ١. (۵۵.۴)

دهیم، قرار i = ١,٢,٣, . . . n, Hi(t) = ١ اگر خاص، حالت یک در می�باشد. واحد عملگر I که
بود خواهد زیر به�صورت m مرتبه حالت تغییر معادله

xim(t) = χmxi(m−١)(t) + ℏiL∗
i [Rim(

−→x i(m−١)(t))] +Ki(t), i = ١,٢,٣, . . . , n− ١.

xnm(t) = χmxn(m−١)(t) + ℏnRnm(
−→x n(m−١)(t)). (۵۶.۴)

مثال�ها ۵.۴

بگیرید نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادله .١.۴ مثال Dα
∗ x(t)− ty′(t) + x(t)− (١+ t)y(t) = ٠, ٠ < α ≤ ١,

y(t)− sin t = ٠,
(۵٧.۴)

اولیه�ی مقادیر با

x(٠) = ١, y(٠) = ٠, (۵٨.۴)



۶۶ هموتوپی آنالیز روش .۴

می�باشد زیر به�صورت مسأله دقیق جواب α = ١ حالت در

x(t) = e−t + t sin t,

y(t) = sin t,
(۵٩.۴)

می�کنیم شروع زیر اولیه�ی تقریب با ابتدا

xt(٠) = ١, yt(٠) = ٠, (۶٠.۴)

می�کنیم تعریف زیر شکل به را عملگرها و

L = Dα
∗ , L∗ = Jα. (۶١.۴)

بسازیم زیر به�صورت را هموتوپی می�توانیم (۵۴.۴) رابطه�ی به توجه با

 R١m(
−→x m−١(t)) = Dα

∗ xm−١(t)− ty′m−١(t) + xm−١(t)− (١+ t)ym−١(t),

R٢m(
−→y m−١(t)) = ym−١(t)− (١− χm) sin t,

(۶٢.۴)

داریم: زیر به�شکل را m ≥ ١ برای m مرتبه�ی حالت تغییر معادله�ی و

 xm(t) = χmxm−١(t) + h̄١J
α[R١m(

−→x m−١(t)],

ym(t) = χmym−١(t) + h̄٢R٢m(
−→y m−١(t)],

(۶٣.۴)

می�باشد زیر صورت به بازگشتی رابطه (۶٣.۴) در (۶٢.۴) جایگذاری با

x٠(t) = ١

y٠(t) = ٠

x١(t) = h̄١J
α(١) = h̄١

tα

Γ(α + ١)
y١(t) = −h̄٢ sin t

x٢(t) = (١+ h̄١)x١ − h̄١J
α(x١ + h̄٢t cos t+ h̄١)٢+ t) sin t)

y٢(t) = −h̄١)٢+ h̄٢) sin t

....



۶٧ مثال�ها .۵.۴

بود خواهد زیر به�صورت (۵٧.۴) معادله جواب مجموعه روند این ادامه با

x(t) = ١+
h̄۴١ + ۴h̄٣١ + ۶h̄٢١ + ۴h̄١

Γ(١+ α)
tα +

٢h̄١h̄٢(h̄٢١ + h̄٢٢ + h̄١h̄٢) + ۴h̄١ + h̄٢ + ۶
Γ(٢+ α)

tα+١

+
[ h̄٣)٢١h̄٢١ + ٨h̄١ + ٣)

Γ(١+ ٢α) +
٣h̄٢١۴

−α√π
Γ(١+ α)Γ(١٢ + α)

]
t٢α

+
٢h̄١h̄٢(h̄٢١ + h̄٢٢ + h̄١h̄٢) + ۴h̄١ + h̄٢ + ۶

Γ(٣+ α)
tα+٢

+
٢h̄٢١h̄٢)٢h̄١ + h̄٢ + ۴)

Γ(٢+ ٢α) t٢α+١

+
h̄٣)٣١h̄١ + ۴)
Γ(١+ ٣α) t

٣α − ۴h̄١h̄٢(h̄١ + h̄٢ + ٣)
Γ(۴+ α)

tα+٣

+
٢h̄٢١h̄٢)٢h̄١ + h̄٢ + ۴)

Γ(٣+ ٢α) t٢α+٢

+
٢h̄٣١h̄٢

Γ(٢+ ٣α)t
٣α+١ +

h̄۴١
Γ(١+ ۴α)t

۴α + · · · .

y(t) =− h̄٢(h̄
۴
٢ + ۵h̄٣٢ + ١٠h̄٢٢ + ١٠h̄٢ + ۵) sin t.

(۶۴.۴)

کمکی پارامتر ازای به را (۵٧.۴) جبری ـ کسری دیفرانسیل معادله دستگاه از x(t) جواب نمودار حال
است. شده داده نشان (٣.۴) و (٢.۴) ،(١.۴) نمودارهای در α مختلف مقادیر در h̄١, h̄٢

α = ١ در (۵٧.۴) دستگاه جواب نمودار :١.۴ شکل

α = ١ در h̄١ = h̄٢ = −١ ازای به جواب خط ـ نقطه و دقیق جواب ممتد (١.۴)خط نمودار در



۶٨ هموتوپی آنالیز روش .۴

جواب به رسیدن برای درستی انتخاب −١ با برابر h̄١, h̄٢ کمکی پارامترهای میدهد نشان که باشد می
جواب به h̄١, h̄٢ پارامترهای برای مناسب مقادیر انتخاب با (٢.۴) نمودار در نیست. (۵٧.۴) مسأله

شویم. می نزدیک مسأله دقیق

α = ١ در (۵٧.۴) دستگاه جواب نمودار :٢.۴ شکل

در h̄١ = −٠٫ ۶, h̄٢ = −١ ازای به جواب خط ـ نقطه و دقیق جواب ممتد (٢.۴)خط نمودار در
باشد. می α = ١

(۵٧.۴) دستگاه جواب نمودار :٣.۴ شکل

مختلف �αهای برای h̄١ = −٠٫ ۶, h̄٢ = −١ ازای به را (۵٧.۴) دستگاه جواب (٣.۴) نمودار
دهد. می نشان



۶٩ مثال�ها .۵.۴

بگیرید نظر در را زیر جبری ـ کسری دیفرانسیل معادله .٢.۴ مثال Dα
∗ x(t) = −٢tx٢(t) + x(t)y(t)− ١, ٠ < α ≤ ١,

y(t) = x(t)y(t) + t٢,
(۶۵.۴)

اولیه�ی مقدار با

x(٠) = y(٠) = ١, (۶۶.۴)

می�باشد زیر به�صورت مسأله دقیق جواب α = ١ حالت x(t)در = ١
١+t٢ ,

y(t) = t٢ + ١,
(۶٧.۴)

نظر در را x٠(t) = ١, y٠(t) = ١ اولیه�ی تقریب�های هموتوپی، آنالیز روش به (۶۵.۴) حل برای
را هموتوپی (۵۴.۴) رابطه�ی و L = Dα

∗ , L∗ = Jα خطی عملگر به توجه با همچنین می�گیریم.
می�سازیم زیر به�شکل

R١m(
−→x m−١(t)) = Dα

∗ xm−١(t) + ٢t
m−١∑
i=٠

xi(t)xm−١−i(t)−
m−١∑
i=٠

xi(t)ym−١−i(t) + (١− χm),

(۶٨.۴)

R٢m(
−→y m−١(t)) = ym−١(t)−

m−١∑
i=٠

xi(t)ym−١−i(t)− (١− χm)t
٢,

داریم: زیر به�شکل را m ≥ ١ برای m مرتبه�ی حالت تغییر معادله�ی و xm(t) = χmxm−١(t) + h̄١J
α[R١m(

−→x m−١(t)],

ym(t) = χmym−١(t) + h̄٢R٢m(
−→y m−١(t)],

(۶٩.۴)

بود خواهد زیر به�صورت بازگشتی رابطه (۶٩.۴) در (۶٨.۴) جایگذاری با

x٠(t) = ١

y٠(t) = ١

x١(t) = h̄١J
α(٢t) = ٢h̄١

tα+١

Γ(α + ٢)
y١(t) = −h̄٢t٢

x٢(t) = (١+ h̄١)x١ − h̄١J
α((۴t− ١)x١ + h̄٢t

٢)

y٢(t) = −h̄٢(t٢ − x١)

....



٧٠ هموتوپی آنالیز روش .۴

بود خواهد زیر به�صورت (۶۵.۴) معادله جواب مجموعه روند این ادامه با

x(t) = ١+
٢h̄١(h̄١ + ٢)
Γ(٢+ α)

tα+١ −
٢h̄٢١

Γ(٢+ ٢α)t
٢α+١ +

٢h̄١h̄٢
Γ(٣+ α)

tα+٢

+
٨h̄٢١Γ(٣+ α)

Γ(٢+ α)Γ(٣+ ٢α)t
٢α+٢ + . . . . (٧٠.۴)

y(t) = ١− ٢h̄١t٢ −
٢h̄١h̄٢

Γ(٢+ α)
tα+١ + . . . .

داریم: (٧٠.۴) در α = ١ همچنین و h̄١ = h̄٢ = −١ دادن قرار با

x(t) = ١− t٢ + t۴ − . . . =
∑∞

k=(١−)٠kt٢k.

y(t) = ١+ t٢.
(٧١.۴)

کمکی پارامترهای برای مقدار بهترین که است معنی بدان این بالاست. دستگاه دقیق جواب همان که
y(t) و x(t) جواب مناسب کمکی پارامترهای به توجه با حال .h̄١ = h̄٢ = −١ با است برابر h̄١, h̄٢

است. شده داده نشان (۵.۴) و (۴.۴) نمودارهای در α = ٠٫ ۵ ازای به (۶۵.۴) دستگاه از

(۶۵.۴) دستگاه جواب نمودار :۴.۴ شکل

و α = ٠٫ ۵ ازای به دستگاه جواب نقطه ـ خط و دستگاه دقیق جواب ممتد خط (۴.۴) نمودار در
دهد. می نمایش را h̄١ = h̄٢ = −١ پارامترهای



٧١ مثال�ها .۵.۴

(۶۵.۴) دستگاه جواب نمودار :۵.۴ شکل

و α = ٠٫ ۵ ازای به دستگاه جواب نقطه ـ خط و دستگاه دقیق جواب ممتد خط (۵.۴) نمودار در
دهد. می نمایش را h̄١ = h̄٢ = −١ پارامترهای



٧٢ هموتوپی آنالیز روش .۴

نتیجه�گیری ۶.۴

دیفرانسیل معادلات حل برای هموتوپی آنالیز و آدومین تجزیه تکرار�پذیر، تغییر روش سه پایان�نامه این در
بدست عددی نتایج ٣ و ٢ فصل در شده ارائه مثال�های در شد. ارائه مشابه مثال چند با کسری جبری
می�باشد مسأله دقیق جواب با نتایج این یکسان تقریباً رفتار دهنده نشان α مختلف مقادیر ازای به آمده
این می�سازد، معتبر کسری جبری دیفرانسیل معادلات حل برای را روش دو این که آن�ها مزایای از یکی و
ساخت ۴ فصل در می�آید. بدست خطی�سازی بدون غیر�خطی و خطی مسائل برای عددی نتایج که است
نمودار بین مقایسه یک با شد. ارائه کسری جبری دیفرانسیل معادلات دستگاه برای هموتوپی آنالیز روش
آزادی هموتوپی روش در ما این�که آن و است توجه قابل ای نکته قبلی روش دو و هموتوپی روش مثال
دو به نسبت را هموتوپی روش مزایای از یکی نکته همین داریم. h̄ کمکی پارامتر انتخاب برای زیادی
در دقیق جواب به همگرایی کمکی پارامتر این صحیح انتخاب با می�توان که دهد می نشان دیگر روش

می�افتد. اتفاق بزرگتر ناحیه یک



آ� پیوست

مثال�ها از بخشی matlab کد

(٣.٢) مثال متلب کد

clc

clear

al=0.5;

syms t

g=t^(al-1);

f1=-1+t*cos(t)+(t+1)*sin(t);

f=taylor(f1,10);

lg=laplace(g);

lf=laplace(f);

j=lg*lf;

jj=(1/gamma(al))*ilaplace(j);

x(1)=1;

t=0.1;

k=2;

x(2)=eval(jj);

for ii=1:17

k=k+1;

syms t

g=t^(al-1);

f=-jj;

٧٣



٧۴ مثال�ها از بخشی matlab کد آ�.

lg=laplace(g);

lf=laplace(f);

j=lg*lf;

jj=(1/gamma(al))*ilaplace(j);

t=0.1;

x(k)=eval(jj);

end

sum(x)

(۴.٣) و (۴.٢) مثال متلب کد

clc

clear

al1=0.25;

al2=0.25;

syms t;

g1=t^2*cos(t)+(t^2+2*t)*sin(t);

tg1=taylor(g1);

g2=t*cos(t)-(t-1)*sin(t);

tg2=taylor(g2);

x(1)=1;

y(1)=1;

dy(1)=0;

j=t^(al1-1);

lj=laplace(j);

f=t-tg1;

lf=laplace(f);

lja=lf*lj;

ja=(1/gamma(al1))*ilaplace(lja);

f2=1+tg2;

j=t^(al2-1);

lj=laplace(j);

lf2=laplace(f2);

lja2=lf2*lj;



٧۵

ja2=(1/gamma(al2))*ilaplace(lja2);

t=0.1;

x(2)=eval(ja);

y(2)=eval(ja2);

k=2;

for ii=1:10

syms t

dja2=diff(ja2);

t=0.1;

dy(k)=eval(dja2);

syms t

f=t*dja2-ja+(1+t)*ja2;

lf=laplace(f);

j=t^(al1-1);

lj=laplace(j);

lja=lf*lj;

ja=(1/gamma(al1))*ilaplace(lja);

f2=ja2;

lf2=laplace(f2);

j=t^(al2-1);

lj=laplace(j);

lja2=lf2*lj;

ja2=(1/gamma(al2))*ilaplace(lja2);

t=0.1;

x(k+1)=eval(ja);

y(k+1)=eval(ja2);

k=k+1;

end

sum(x)

sum(y)

(۵.٢) مثال متلب کد



٧۶ مثال�ها از بخشی matlab کد آ�.

clc

clear

al1=0.5;

al2=0.5;

x(1)=1;

y(1)=1;

z(1)=1;

y(2)=1;

syms t

zz=1-((t^al2)/gamma(al2+1));

xx=1+((t^al1)/gamma(al1+1))+(t^(al1+al2))/gamma(al1+al2+1);

t=0.1;

z(2)=eval(zz);

x(2)=eval(xx);

k=2;

for ii=1:5

syms t

yy=xx*xx;

fz=-zz;

lfz=laplace(fz);

j2=t^(al2-1);

lj2=laplace(j2);

ljz=lj2*lfz;

zz=1+(1/gamma(al2))*ilaplace(ljz);

fx=xx-xx*zz+1;

lfx=laplace(fx);

j1=t^(al1-1);

lj1=laplace(j1);

ljx=lj1*lfx;

xx=1+(1/gamma(al1))*ilaplace(ljx);

t=0.1;

y(k+1)=eval(yy);



٧٧

z(k+1)=eval(zz);

x(k+1)=eval(xx);

k=k+1;

x

y

z

end
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Aabstract

In recent years, much research has been focused on the numerical solution of
differential-algebraic equations by semi-analytical methods. In this thesis, semi-
analytical suitable methods for fractional differential-algebraicl equations were
checked. Some of these methods are Variational Iteration method, Adomian De-
composition method and Homotopy analisys method.
Most fractional differential-algebraic equations do not have exat analytic soulo-
tion and classical methods for solving these equations are very complex and in
some cases are impossible, so we try to obtain approximate solutions of fractional
differential-algebraic equations with semi-analytical methods.
The first chapter introduces the basic concepts of differential equations of order
fractional. Variational iteration methods are introduced in details and its use of
fractional differential-algebraic equations are expressed in chapter two, Then we
provide a numerical example at the end of the second chapter. In the third chap-
ter, adomian decomposition method is introduced and application of this method
in differential differential-algebraic equations with a few examples are indicated.
In the fourth chapter, we describe basic concepts of Homotopy analysis method,
then we introduce the Homotopy analysis in the fractional differential-algebraic
equations, and this chapter is ended with some numerical examples.
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