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یده چ
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روش هر در جواب دقت خطا، آوردن بدست با و است شده پرداخته پایان�نامه در شده گفته روش�های
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١ فصل

بنیادی اندیشه�های

مقدمه ١.١

مسایل، بیشتر در و می�شوند مربوط ناپایدار١ گرمای جریان مسایل به مهندسی و علمی مسایل از بسیاری
مهندسی قبیل از مهندسی شاخه�های در ناپایدار گرمای جریان مسایل می�کند. تغییر زمان برحسب دما
از مجموعه�ای با جزیی دیفرانسیل معادلات با مسایل این دارد. کاربرد پتروشیمی مهندسی و هسته�ای
مقادیر و مرزی مقادیر و مسایل این تحلیلی جواب�های می�شود. داده شرح اولیه شرایط و مرزی شرایط

هستند. محدود بسیار معمولا اولیه
انتقال، استفاده، تولید، به مربوط که است حرارتی مهندسی از رشته یک گرما٢ انتقال یا حرارت انتقال
بین گرمایی انرژی انتقال فیزیک، در گرما است. فیزیکی سیستم�های بین حرارتی و گرمایی انرژی تغییرات
موجود ماده در ایستا به�طور و است دینامیک ویژگی این است. ترمودینامیکی سیستم در مشخص مرز
روش�های است. تابش و همرفت رسانش، شامل مهندسی در گرما انتقال در بنیادی روش نیست.
گرمایی مدیریت خودرو، مهندسی مانند می�گیرند، قرار استفاده مورد متعدد رشته�های در گرما انتقال
انتقال نتایج تحلیل برای مکانیکی متنوع روش�های هوا، و آب کنترل سیستم�ها، و الکترونیکی وسایل
که است نقطه�ای دو میان دمای اختلاف حاصل حرارت انتقال کرده�اند. پیدا گسترش سیستم�ها در گرما
برخلاف حرارت انتقال مبحث در که گفت می�توان بنابراین می�پذیرد، صورت آن�ها بین حرارت انتقال
دمایی تعادل عدم همین عبارتی به و می�کنیم بررسی دمایی تعادل عدم فرض با را مسایل ترمودینامیک،

می�آورد. فراهم را حرارت انتقال موجبات که است
فرآیند در گرما انتقال مقدار بنابراین ندارد. بستگی ماده حالت به که است مسیر تابع یک گرما، انتقال
بلکه فرآیند، انتهای و ابتدا بین خالص اختلاف به فقط نه می�کند، تغییر سیستم حالت که ترمودینامیکی

می�افتد. اتفاق چگونه فرآیند که دارد این به بستگی

١Transient Heat Conduction
٢Heat Transfer



٢ بنیادی اندیشه�های .١

برابر جسم از خروجی انرژی�های مجموع با آن� به ورودی و جسم در شده تولید انرژی�های مجموع اگر
انرژی تغییرات شاهد جسم از نقطه�ای هیچ که می�شود موجب این و نمی�کند تغییر جسم انرژی سطح شود،
وضعیت در تغییری زمان طول در و می�گیرد خود به پایدار وضعیت حرارت انتقال حالت، این در نباشد.
گویند. پایدار یا دایم حرارت انتقال را حرارت انتقال نوع این نمی�کند. ایجاد جسم مختلف نقاط دمایی

است. دایم غیر یا ناپایدار حرارت انتقال باشد، نرسیده وضعیت این به هنوز جسم اگر برعکس
در دما لحظه هر در کنیم فرض که است آن جامد جسم یک در گرما هدایت ناپایداری از شکل ساده�ترین

باشد. ثابت جسم نقاط هر
در می�دهد. شرح زمان طول در را گرما توزیع که است جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله گرما، معادله
با و عددی حل با باید معادله این دیگر، موارد در و است دسترس در معادله دقیق حل راه مواقع بعضی

شود. حل محاسباتی روش�های از استفاده
شرایط که می�شود حاکم زمانی ناپایدار وضعیت هستند. زمان به وابسته حرارت انتقال مسایل از بسیاری

نماید. تغییر سیستم این مرزی
اکنون هستند. سهموی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از گونه�ای ناپایدار گرمای جریان معادله
حاکم معادله می�کنیم. بررسی Γ مرزبندی و Ω دامنه در بعدی دو حالت در را ناپایدار گرمای جریان مساله

به�صورت

ρc
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∂t
− ∂

∂x

(
kx

∂T

∂x

)
− ∂

∂y

(
ky

∂T

∂y

)
−Q = ٠ inΩ. (١.١)

آورد: بدست زیر شرایط از ترکیبی هر با می�توان را مساله مرزی شرایط است.

T − T̄ = ٠ onΓ١, (٢.١)

kx
∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny = q̄ onΓ٢, (٣.١)

kx
∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny − h(Ta − T ) = ٠ onΓ٣, (۴.١)

t دما، میدان T هستند. رابین و نویمن دیریکله، مرزی شرایط بیانگر ترتیب به Γ٣ و Γ٢ ،Γ١ که
و x جهت در گرمایی هدایت ضرایب ky و kx گرما، منبع چگالی Q ویژه، گرمای c چگالی، ρ زمان،
چگالی q̄ شده، مشخص دمای T̄ مرز، سطح بر شده وارد خارجی بردار هادی کسینوس ny و nx ،y
اولیه، شرط هستند. محیط دمای Ta و مرزها روی گرما انتقال ضرایب h شده، مشخص گرمای شار

می�باشد. اولیه دمای T٠ که است T (x, y,٠) = T٠(x, y)

است. آن در مستقل متغیری زمان، که می�شوند استفاده مهندسی کاربرد�های در گرما جریان مسایل بیشتر

می�باشد. گرما جریان جسم درون T (x, t) زمان�ـ�مکان تابع عنوان به دما متغیر تشخیص تحلیل، این هدف
می�دهیم وفق x ∈ Rn مختصات مجموعه در بعدی سه معادله فضای در را حرارتی اجسام کلی حالت در

است. t > ٠ زمان برای دما میدان ارزیابی هدف، و
قابل تحلیلی صورت به می�شوند، بیان دیفرانسیل معادلات از استفاده با که فیزیکی مسایل از بسیاری



٣ مقدمه .١.١

عددی روش�های اخیر دهه در گرفت[٣٣]. کمک عددی روش�های از باید آن�ها حل برای و نبوده حل
خوبی موفقیت مرزی۵ المان�های روش و متناهی۴ تفاضلات روش متناهی٣، عناصر روش مانند گوناگونی

داشته�اند. گرما جریان مسایل بردن بکار در
داشتن دلیل به روش�ها این نمود. مش�بندی را مساله دامنه باید کاری هر از قبل عددی روش�های این در
مثال عنوان به می�شود. استفاده آن�ها از گسترده به�طور گرما، جریان مسایل حل در پایدار و قوی تئوری
هر در اصلی جواب تابع جای به منطقه�ای تقریب تابع یک جایگزینی اولیه ایده متناهی، عناصر روش در
است. زمان�بر و پیچیده فرآیند یک چسبیده، هم به المان�های به دامنه کل تقسیم�بندی اما است، المان
نمی�باشد. امکان�پذیر محدود المان روش کمک به آن�ها تحلیل که دارند وجود مسایل از بعضی آن بر علاوه

باشند. داشته بیشتری کارایی می�توانند مش بدون روش�های مسایل این�گونه حل در لذا
این هدف هستند. بالایی دقت دارای که می�روند بکار مسایل این حل برای مش بدون روش�های اخیرا
متناهی عناصر روش با آن مقایسه و مش بدون روش�های با ناپایدار جریان�گرمای مسایل حل پایان�نامه

است.
وابسته که است جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای عددی جدید دستیابی مش بدون روش
زمینه�های در گوناگونی مش بدون روش�های هستند. مساله دامنه در مجزا گره�های از مجموعه�ای به
است. روش�ها این اصلی خصوصیت محاسباتی دامنه مش�بندی به نیاز عدم است. شده ارایه مختلف
استفاده تقریب تابع یک از گره�ها بین محدود، المان روش مانند مش، بدون روش�های در کلی به�طور
دقیق مقادیر اساس بر گره�ها، بین در میدان تخمین برای پایه توابع تعدادی از منظور این به می�شود.
مختلفی روش�های شکل تابع تولید برای گردد. تولید شکل تابع نهایت در تا می�شود گرفته کمک گره�ها
کمترین روش و نقطه�ای۶ درونیابی روش می�شوند: تقسیم�بندی گروه دو به کلی حالت در که دارد وجود
این از استفاده با می�کنند. استفاده خاصی پایه�ای توابع از روش�ها این از کدام هر متحرک٧. مربعات
توابع این می�گردند. تولید شکل توابع نهایت در گروه، هر در مشخصی روند نمودن دنبال� و پایه توابع
روش محققان از بسیاری هستند. خاصی خصوصیات دارای شده، گرفته بکار پایه تابع نوع با متناسب

می�دهند. قرار بررسی مورد مختلفی تقریبی روش�های از استفاده با را مش بدون
است: زیر صورت به پایان�نامه این ساختار

فصل در است. شده گردآوری است، نیاز مورد پایان�نامه کل در که تعاریفی و مفاهیم یک، فصل در
سوم، فصل در می�شود. بررسی ناپایدار گرمای جریان مسایل حل برای متناهی عناصر روش دوم،
چهارم، فصل در است. شده داده توضیح ناپایدار گرمای جریان مسایل حل برای مش بدون روش�های
فصل در و می�شود بیان ناپایدار گرمای جریان مسایل حل برای مش بدون روش بهبودیافته روش�های

٣Finite Element Method
۴Finite Differences Method
۵Boundary Element Method
۶Point Interpolation Method
٧Moving Least Square



۴ بنیادی اندیشه�های .١

گفته روش�های از استفاده با که آمده ناپایدار گرمای جریان مسایل برای مختلفی عددی مثال�های پنجم،
می�شوند. مقایسه یکدیگر با و است شده حل قبل، فصل�های در شده

مش بدون روش ٢.١

می�توان را شیمیایی یا زیست�شناسی زمین�شناسی، مکانیکی، پدیده�های مانند طبیعت در پدیده�ها بیشتر
پس حالت ایده�آل�ترین کرد. توصیف انتگرال معادلات یا و دیفرانسیل معادلات جبری، معادلات کمک به
پیچیدگی دلیل به ولی آید، بدست معادلات دقیق و تحلیلی جواب که می�دهد رخ زمانی مدل�سازی از
حل برای ریاضی�دانان هستیم. معادلات این از برخی دقیق و تحلیلی حل به قادر تنها مسایل، از بسیاری
بسیاری با علوم محققان و مهندسان امروزه کردند[٢٢]. ابداع گوناگونی عددی روش�های معادلات، این
تکنولوژی سریع پیشرفت دلیل به هستند. آشنا مسایل مختلف انواع برای تکنیک�ها و روش�ها این از
برای مهم ابزاری به�عنوان کاهش، به رو مسیر یک با عددی شبیه�ساز روش�های کامپیوتری، و محاسباتی

می�روند. بکار علوم و مهندسی در پیچیده مسایل حل

مساله یک را اولیه شرایط و مرزی شرایط با همراه مساله بر حاکم دیفرانسیل معادله .١.٢.١ تعریف
می�نامند. مرزی مقدار

بتوان که گونه�ای به است گسسته شکل به پیچیده مساله�ای تبدیل عددی، شبیه�سازی .٢.٢.١ تعریف
کرد. حل را آن کامپیوتر با

دیفرانسیل معادلات معمولی، دیفرانسیل معادلات از مجموعه�ای صورت به مساله اصلی معادلات
بکار اصلی معادلات تکمیل برای اولیه شرایط و مرزی شرایط و می�شوند بیان انتگرالی معادلات و جزیی
فیزیک نمایانگر خوبی به حاصل نتایج به�طوری�که عددی روش به مساله یک حل برای بنابراین می�روند.

کنیم. استفاده مناسب عددی روش از باید باشد، مساله
دیفرانسیل، معادلات حل برای متناهی عناصر روش شد. مطرح متناهی عناصر روش ١٩۵٠ دهه در
از زیادی تعداد با مساله دامنه است. مناسب و کارا روشی مهندسی، سیستم�های مدل�سازی از حاصل
تقریب می�شود. داده نشان شده�اند، متصل یکدیگر به گره نام به نقاطی در که ساده اشکال با عنصر
روش این از دقیقی نتایج این�که برای و دارد بستگی رفته بکار عنصر تعداد و ویژگی�ها به بدست�آمده
روش بخش�های اصلی�ترین از مش ایجاد شود. گرفته نظر در بیشتری عنصر تعداد باید آید بدست
زیادی پیچیدگی�های به منجر مش�بندی از استفاده مسایل، از خاصی دسته برای است. متناهی عناصر
به هستند، دامنه در زیادی شکل تغییر دارای که مسایلی در متناهی عناصر روش از استفاده می�گردد.
منظور به مش بدون روش�های ایده بنابراین شد. خواهد دقت کاهش به منجر عناصر، خوردن هم به دلیل
از را مش وجود از ناشی مشکلات تا شد مطرح گره�ها بین اتصال از حاصل پیچیدگی�های از رهایی
آن�ها ساده رسانی به�روز امکان در مش بدون روش�های اصلی جذابیت .[۴٢ ،۴٠ ،٢٩ ببرد[١۴، بین



۵ مش بدون روش .٢.١

مش بدون روش و متناهی عناصر روش در دامنه معرفی :١.١ شکل

نمایش دلخواه توزیع با پراکنده گره�های از مجموعه�ای توسط مساله دامنه مش بدون روش�های در است.
بنابراین ندارند. یکدیگر با اتصال و ارتباط هیچ�گونه به احتیاج گره�ها این .(١.١ (شکل می�شود داده
باشند. مناسب گره�ها، توزیع با دلخواه هندسی ناحیه یا مساله هر برای می�توانند مش بدون روش�های

عناصر تمام برای توابع این می�شوند. ساخته عناصر اساس بر شکل توابع متناهی عناصر روش در
تابع محاسبه منظور به گره�ها بین اتصال ایجاد و عنصر معرفی حقیقت در هستند. یکسان شکل، یک
دامنه در دلخواه نقطه یک ازای به معمولا شکل توابع مش بدون روش�های در حالی�که در است. شکل
شکل توابع می�شوند. ساخته عنصر به عنصر شکل، توابع متناهی، عناصر روش در می�شوند. تعریف
آن به متصل گره�های بقیه در و می�گیرند یک مقدار گره همان در تنها گره هر در متناهی عناصر روش
مرزی شرایط اعمال برای ویژگی این است. معروف کرونکر دلتای خاصیت به ویژگی این هستند. صفر
کمترین تقریب از که مش بدون روش�های شکل توابع که است حالی در این است. مناسب بسیار دیریکله
یکه٨ افراز خاصیت مانند متناهی عناصر شکل توابع ویژگی�های از برخی در می�آیند، بدست مربعات
در ندارند. را متناهی عناصر روش کرونکر دلتای خاصیت مش بدون روش�های کل اما هستند مشترک
این از حاصل معادلات دستگاه که گفت باید مش، بدون روش�های در معادلات دستگاه تشکیل مورد
گرفته بکار که روشی به بسته ولی است متناهی عناصر روش مانند بودن نواری و اسپارس روش�ها،

٨Unity Partition



۶ بنیادی اندیشه�های .١

مشخص گره�های با دامنه محمل :٢.١ شکل

باشد. نامتقارن متناهی، عناصر روش برخلاف تواند می می�شود،

مش بدون روش�های دسته�بندی ١.٢.١

دلخواه مش�های با متناهی تفاضلات روش گره�ای، روش می�توان مش بدون روش�های اولین عنوان به
سه اساس بر مش بدون روش�های کلی حالت در کرد. معرفی را هموار ذرات هیدرودینامیک روش و

می�گیرند: قرار خود به مربوط دسته�های در زیر فاکتور

فرمول�بندی، چگونگی .١

توابع، تقریب نوع .٢

دامنه. نمایش نوع .٣

فرمول�بندی چگونگی

ضعیف. شکل و قوی شکل دارد: وجود مش بدون روش�های در فرمول�بندی نوع دو کلی حالت در
مربوط معادلات و مساله اصلی معادلات روش این در است. هم�مکانی٩ یا قوی شکل اساس بر اول نوع
می�شوند. گسسته�سازی هم�مکانی، روش از استفاده با و شده توزیع گره�ها در مستقیم به�طور مرزی شرایط به
هم�مکانی مش بدون روش تعمیم�یافته، متناهی تفاضلات روش به می�توان نوع این از مثال�هایی عنوان به
ولی هستند مش از بی�نیاز کاملا و دارند ساده�ای الگوریتم روش�ها این کرد. اشاره متناهی نقاط روش و

می�باشند. ناپایدار غالبا روش�ها این
معادله ضعیف شکل روش�های در هستند. ضعیف شکل براساس مش بدون روش�های دوم، نوع در
از می�گیرند. قرار نوع این در زیادی مش بدون روش�های می�شود. تبدیل انتگرال به جزیی دیفرانسیل

٩Collocation



٧ مش بدون روش .٢.١

شعاعی١١، نقطه�ای درونیابی روش المان١٠، بدون گالرکین روش می�توان حالت این روش�های بهترین
.[۴٢ ،۴٠ ،٢٩ برد[١٨، نام را منطقه�ای١٣ پترو�ـ�گالرکین مش بدون روش و نقاط١٢ درونیابی روش�های

توابع تقریب نوع

دارد: وجود کلی دسته سه توابع تقریب نوع براساس مش بدون روش�های دسته�بندی در

متحرک، مربعات کمترین تقریب بر مبتنی روش�های .١

انتگرالی، نمایش بر مبتنی روش�های .٢

نقاط. درونیابی بر مبتنی روش�های .٣

در سطوح و رویه�ها تقریب برای ١٩٨١ سال در که متحرک مربعات کمترین تقریب اساس بر اول، دسته
تقریبی متحرک، مربعات کمترین تقریب حقیقت در می�کنند. عمل شد، مطرح پراکنده داده�های برازش
می�توان می�کنند استفاده تقریب این از که مش بدون روش�های از است. مجهول تابع برای پیوسته
روش و منطقه�ای پترو�ـ�گالرکین مش بدون روش المان، بدون گالرکین روش پراکنده١۴، المان روش�های

برد. نام را مرزی١۵ گره�های
روش دسته، این روش�های جمله از می�شود. استفاده تابع تقریب برای انتگرال شکل از دوم، دسته در

هستند. شعاعی نقطه�ای درونیابی روش و هموار١۶ ذرات هیدرودینامیک
شکل توابع ساخت برای روش�ها این در هستند. نقاط درونیابی روش بر مبتنی روش�های سوم، دسته
آن�ها در شکل توابع متحرک، مربعات کمترین تقریب روش برخلاف و می�شود استفاده نقاط درونیابی از
و چندجمله�ای پایه�های شامل مختلفی پایه�های روش�ها این در می�باشند. کرونکر دلتای خاصیت دارای

می�روند. بکار شعاعی پایه�ای توابع

دامنه نمایش نوع

می�شوند: تقسیم کلی دسته دو به دامنه نمایش اساس بر مش بدون روش�های

دامنه نوع از مش بدون روش�های .١

مرز نوع از مش بدون روش�های .٢

١٠Element Free Galerkin
١١Radial Point Interpolation Method
١٢Point Interpolation Method
١٣Meshless Local Petrov-Galerkin
١۴Diffuse Element Method
١۵Boundary Nodes Method
١۶Smoothed Particle Hydrodynamics



٨ بنیادی اندیشه�های .١

منطقه�ای وزنی دامنه محمل در گره�ها و دوبعدی دامنه معرفی :٣.١ شکل

هم و مرز روی گره�های هم بنابراین می�شوند. توزیع مساله دامنه مرز روی تقریب گره�های اول، دسته در
گالرکین روش می�شوند. استفاده مساله جواب یافتن و دستگاه تشکیل برای مساله دامنه داخل گره�های

می�گیرند. قرار دسته این در دیگر روش�های از بسیاری و مش بدون
گره�ای هیچ و می�شود داده نمایش تقریب گره�های توسط مساله مرز تنها دوم، دسته در موجود روش�های در
گره�های روش�های به می�توان دسته این در موجود روش�های جمله از نمی�شود. توزیع مساله دامنه در
اشاره شعاعی١٨ مرزی نقاط درونیابی روش�های و منطقه�ای١٧ مرزی انتگرال معادله روش�های مرزی،

کرد.

قضایا و تعاریف ٣.١

می�شود: تعریف زیر شکل به Ω دیورژانس باشد، مقدار برداری تابعی ω اگر [١] .١.٣.١ تعریف

divω = ▽.ω =
( d

dx١
,

d

dx٢
, · · · , d

dxd

)
.(ω١, ω٢, · · · , ωd) =

d∑
i=١

dωi

dxi

.

دیورژانس: [٣٩] .٢.٣.١ قضیه

∫
Ω

▽.ωdx =

∫
Γ

ω.xds.

است. Γ بر خارجی نرمال بردار x = (x١, x٢ · · · , xs) و قوس طول المان ds آن در که

١٧Local Boundary Integral Equation
١٨Boundary Radial Point Interpolation Method



٩ قضایا و تعاریف .٣.١

گرین: [١] .٣.٣.١ قضیه

∫
Ω

ω.∇vdx =

∫
Γ

ω.n.vds−
∫
Ω

∇.ω.vdx.

زیرمجموعه از خارج هرگاه می�شود نامیده Ω در فشرده محمل دارای f تابع [٢٢] .۴.٣.١ تعریف
باشد. صفر Ω فشرده�ای،

باشد. داشته پیوسته مشتق کافی اندازه به هرگاه می�شود نامیده هموار تابع یک [١] .۵.٣.١ تعریف

تغییرات به منجر داده�ها در کوچک تغییرات هرگاه می�شود نامیده پایدار یکمساله [١] .۶.٣.١ تعریف
نشود. جواب در بزرگ

با و ⟨u, v⟩ = ٠ اگر می�شوند نامیده متعامد v(x) و u(x) مقدار حقیقی دوتابع [١] .٧.٣.١ تعریف
می�دهند. نمایش u ⊥ v نماد

است چندضابطه�ای و ناپیوسته تابعی یکه، پله�ای تابع یا H(x) هوی�ساید١٩ پله�ای تابع .٨.٣.١ تعریف
انگلیسی دانشمند نام به تابع این است. یک مثبت، اعداد برای و صفر منفی، اعداد برای مقدارش که

است. شده گذاری نام هوی�ساید الیور

است چهارم مرتبه جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله بای�هارمونیک، معادله [١٣] .٩.٣.١ تعریف
می�شود: نوشته زیر صورت به که

∇۴ϕ = ٠,

یا
∇٢∇٢ϕ = ٠,

یا
∆٢ϕ = ٠.

می�گویند. بای�هارمونیک عملگر ∆٢ به که

می�شود: تعریف زیر مشخصه دو با دیراک دلتای تابع .١٠.٣.١ تعریف

f(x) =

{
٠ x ̸= ٠
∞ x = ٠

١٩Heaviside Step Function



١٠ بنیادی اندیشه�های .١

∫ +∞

−∞
δ(x)dx = ١.

این نمودار زیر مساحت همواره که شرط این با است واحد پله�ای تابع اول مشتق تابع، این حقیقت در
است. یک مقدار با برابر تابع

برابر نقاط همه در حاصل تعریف همین طبق شود، ضرب دیراک تابع در f مانند دلخواهی تابع اگر حال
در �yها مقدار چون طرفی از است. بی�نهایت با برابر ضرب تابع مقدار که نقطه�ای در مگر است صفر
همان به مستطیل مساحت درنتیجه می�کند، تغییر دیراک نقطه در f مقدار اندازه به حاصل�ضرب نمودار

می�کند. تغییر اندازه
می�گردد. محسوب هوی�ساید پله�ای تابع مشتق دلتا، تابع

که: است این تعریف این تبعات ∫از +∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(٠).

می�نامند. گرین تابع باشد، دیراک دلتای آن منبع تابع که دیفرانسیلی معادله جواب .١١.٣.١ تعریف

فضای یک از نگاشتی تابعک تابعی، آنالیز به�خصوص و ریاضیات در تابعک٢٠: .١٢.٣.١ تعریف
ورودی به�عنوان را بردار یک که است تابعی دیگر بیان به است. آن تشکیل�دهنده اسکالر میدان به برداری
استفاده می�دانند. اسکالر به توابع از نگاشتی را تابعک گاهی بنابراین برمی�گرداند. اسکالر یک و گرفته
نظر مورد تابعک که است تابع یک یافتن هدف آن�جا در که می�گیرد سرچشمه تغییرات حسابان از آن از
انرژی تابعک که است سیستم یک از حالتی برای جستجو فیزیک، در آن مهم کاربرد یک کند. کمینه را

کند. حداقل را
λ, µ ∈ R و u, v ∈ V هر برای که به�گونه�ای L : V −→ R از است تابعی ،L خطی فرم یا خطی تابعک

باشد: برقرار زیر رابطه
L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v).

می�گیرد: قرار استفاده مورد دوفضا همیشه متناهی عناصر روش در .١٣.٣.١ تعریف

باشند. صفر مرزی نقاط در آن به متعلق توابع که فضایی تست:٢١ فضای .١

گرفته نظر در فضا این پایه�ای عناصر از خطی ترکیب شکل به تقریب تابع امتحان:٢٢ فضای .٢
می�شود.

می�دهیم. نشان V (q)
h نماد با را q درجه از پیوسته قطعه�وار توابع فضای .١۴.٣.١ ملاحظه

٢٠Functional
٢١Test Space
٢٢Trial Space



١١ قضایا و تعاریف .٣.١

منظور به فیزیک و ریاضی در که است هندسی عنصری تانسور تانسور٢٣، ضرب [٨] .١۵.٣.١ تعریف
اعداد از آرایه�ای تانسور می�شوند. معرفی بالاتر ابعاد به ماتریس�ها و بردارها اسکالرها، مفاهیم گسترش
N×M×O×P×· · · به�صورت می�تواند کلی حالت در جدول این شده�اند. چیده یکجدول در که است
ضرب عمل دهنده نشان × و باشند طبیعی عدد یک نماینده می�توانند کدام هر بزرگ حروف که باشد

است. آنها بین
گوییم. اسکالر تانسور آن به که باشد داشته عضو یک می�تواند حالت ساده�ترین در تانسور

به�صورت را A بردار شما وقتی یعنی باشد. بردار به�صورت می�تواند تانسور پیشرفته�تر کمی حالت در
دو می�تواند تانسور پیشرفته�تر هم باز حالتی در دارید. تانسور یک حقیقت در می�دهید نشان (x, y, z)

می�شناسند. هم ماتریس نام به را دوبعد از بالاتر و دوبعدی تانسور�های کلی به�طور باشد. بعدی
یعنی: R به RN از خطی است نگاشتی T مانند حقیقی بعدی N و (٠,١) رتبه تانسور یک

T (ax+ by) = aT (x) + bT (y), ∀x, y ∈ RN , a, b ∈ R.

می�آیند بدست T (en) = Tn از که Tn عدد N مجموعه به آنگاه باشد، RN برای پایه یک {en}n=N
n=١ اگر

می�گویند. {en}n=N
n=١ پایه در T مولفه�های

این در کنیم. عوض V چون دلخواه N-بعدی برداری فضای یک با را RN می�توانیم کلی�تر نگاه یک با
دهیم. نشان V ⋆ با را تانسور�هایی چنین همه مجموعه که است معمول صورت

می�شود: تعریف R به V × V از دوخطی نگاشت یک به�عنوان (٠,٢) رتبه تانسور یک مشابه به�طور

T (ax+ by, z) = aT (x, z) + bT (y, z), ∀x, y, z ∈ V, a, b ∈ R,

T (z, ax+ by) = aT (z, x) + bT (z, y), ∀x, y, z ∈ V, a, b ∈ R.

گفته T تانسور مولفه�های می�شوند تعریف T (em, en) = Tm,n با که Tm,n عدد N٢ عدد به بار این
می�نویسیم: و می�دهیم نشان V ⋆ ⊗ V ⋆ با را تانسورها این تمام مجموعه می�شود.

T ∈ V ⋆ ⊗ V ⋆,

است. تانسور ضرب همان که

پنالتی تابع روش ١.٣.١

می�شوند. استفاده مقید بهینه�سازی مسایل حل برای که هستند الگوریتم�ها از کلاسخاصی پنالتی روش�های
بدون مسایل می�کند. جایگزین قید بدون مسایل از مجموعه�ای با را مقید بهینه�سازی مساله پنالتی، روش
نقض از میزانی و پنالتی پارامتر یک از متشکل که می�آیند وجود به هدف تابع به شرط یک افزودن با قید
قیود که زمانی و است صفر مخالف نقض میزان شوند، نقض قیود که زمانی هستند. محدودیت و قید

می�شوند[١۵]. صفر برابر نقض میزان نشوند، نقض

٢٣Tensor Product



١٢ بنیادی اندیشه�های .١

سامانه�های محدوده�های مدل�سازی در منفی، پنالتی پارامترهای از استفاده با ١٩٩٩ سال در روش این
مسایلی، چنین برای شد. معرفی ریلی�ـ�ریتز٢۴ روش با طبیعی بسامدهای محاسبه منظور به سازه�ای،
اثبات رو این از دارد. بستگی پنالتی ضریب نشانه به محدودیت شرایط نقض از ناشی خطای نشانه
از استفاده با و است کنترل و تعریف قابل پنالتی روش با محدودیت نقض از ناشی خطای که است شده

است. منفی و مثبت پنالتی، پارامترهای از ترکیبی
کنیم: حل می�خواهیم را زیر مقید مساله که می�کنیم فرض min f(x),

ci(x) ≥ ٠, ∀i ∈ I.

شود. حل کمینه�سازی مقید مساله�های از مجموعه�ای به�عنوان می�تواند مساله این

min ϕk(x) = f(x) + σk

∑
i∈I

g(ci(x)),

آن در که
g(ci(x)) = min(٠, ci(x))٢.

قید، از k تکرار هر در هستند. پنالتی ضریب�های σk آن در که است پنالتی تابع g(ci(x)) بالا معادله در
اولیه حدس به�عنوان را جواب و می�کنیم حل را قید بدون مساله می�دهیم، افزایش را σk پنالتی ضریب
اصلی مقید مساله جواب به سرانجام بعدی قید بدون مسایل جواب�های می�بریم. بکار بعدی تکرار برای

می�انجامد.

همبستگی ضریب ٢.٣.١

دیگر کمی متغیر با کمی متغیر یک رابطه درجه و نوع تعیین برای آماری ابزاری همبستگی٢۵ ضریب
ضریب است. متغیر دو همبستگی تعیین در استفاده مورد معیارهای از یکی همبستگی ضریب است.
بین ضریب این می�دهد. نشان را معکوس) یا (مستقیم رابطه نوع همچنین و رابطه شدت همبستگی

است[٣۶]. صفر برابر متغیر، دو بین رابطه وجود عدم در و است ١ تا −١
می�شود: تعریف زیر صورت به Y و X تصادفی متغیر دو بین همبستگی

corr(X, Y ) =
cov(X, Y )

σXσY

=
E[(X − µx)(Y − µY )]

σXσY

,

نماد σ و همبستگی برای معمول نماد corr کوواریانس، معنای به cov ریاضی، امید عملگر E آن در که
است. معیار انحراف

٢۴Rayleigh-Ritz
٢۵Correlation Coefficient



١٣ قضایا و تعاریف .٣.١

گاوسی عددی انتگرال�گیری ٣.٣.١

که است بوده انتگرال�هایی عددی محاسبه در کارا روش�های از یکی گاوسی٢۶ عددی انتگرال�گیری روش
می�شود: تعریف زیر کلی فرم به روش این نیستند[٢٨]. حل قابل تحلیلی ∫به�صورت ١

−١
f(x)dx =

n∑
i=١

f(xi)wi,

تعریف ١ تا −١ ناحیه بین را انتگرال رابطه این هستند. گاوسی نقاط ها xi و وزنی ضرایب wiها که
در xiها و wiها نمود. تبدیل بازه این به را انتگرال حدود باید انتگرال محاسبه برای بنابراین و کرده
آورده گاوسی ضرایب از نمونه�ای ١.١ جدول در می�شوند. انتخاب n رتبه با گاوسی انتگرال�گیری روش

است. شده

گاوسی ضرایب :١.١ جدول
n xi wi درجه

٢
−٠٫ ۵٧٧٣۵٠٢٧ ١٫ ٠

٣
٠٫ ۵٧٧٣۵٠٢٧ ١٫ ٠

٣
−٠٫ ٧٧۴۵٩۶۶٧ ٠٫ ۵۵۵۵۵۵۵۵

۵٠٫ ٠ ٠٫ ٨٨٨٨٨٨٨٩
٠٫ ٧٧۴۵٩۶۶٧ ٠٫ ۵۵۵۵۵۵۵۵

۴

−٠٫ ٨۶١١٣۶٣١ ٠٫ ٣۴٧٨۵۴٨۵

٧
−٠٫ ٣٣٩٩٨١٠۴ ٠٫ ۶۵٢١۴۵١۵
٠٫ ٣٣٩٩٨١٠۴ ٠٫ ۶۵٢١۴۵١۵
٠٫ ٨۶١١٣۶٣١ ٠٫ ٣۴٧٨۵۴٨۵

۵

−٠٫ ٩٠۶١٧٩٧۵ ٠٫ ٢٣۶٩٢۶٨٩

٩
−٠٫ ۵٣٨۴۶٩٣١ ٠٫ ۴٧٨۶٢٨۶٧

٠٫ ٠ ٠٫ ۵۶٨٨٨٨٨٩
٠٫ ۵٣٨۴۶٩٣١ ٠٫ ۴٧٨۶٢٨۶٧
٠٫ ٩٠۶١٧٩٧۵ ٠٫ ٢٣۶٩٢۶٨٩

٢۶Gassian Quadrature



١۴



٢ فصل

روش با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل
متناهی عناصر

اخیر دهه چند در دارد. وجود دوبعد در ناپایدار گرمای جریان مسایل عددی آنالیز از متفاوت روش چندین
صریح، روش شامل متناهی تفاضل روش بودند. برجسته متناهی عناصر و متناهی تفاضل روش�های
و ویلسون١ توسط بار اولین متناهی عناصر روش است. ضمنی مستقیم جایگزین روش و ضمنی روش
توسط که است وردشی اصل اساس بر ناپایدار گرمای جریان آنالیز برای آن�ها روش شد. برده بکار نیکل٢
حل برای متناهی عناصر جواب�های و مشابه وردشی اصل از شوم۵ و ریچاردسون۴ است. بوده گورتین٣
ویسر٨ و کارسون٧ امری۶، کردند. استفاده غیرخطی مرزی شرایط شامل ناپایدار، گرمای جریان مسایل
این کردند. استفاده ناایستا دمای توزیع مسایل برای متناهی عناصر جواب�های در وردشی فرمول�بندی از

می�کند.[۴] بررسی دوبعد در ناپایدار گرمای جریان مسایل حل برای را متناهی عناصر روش فصل

متناهی عناصر فرمول�بندی ١.٢

معادلات قالب در می�توان که است مساله جواب آوردن بدست برای عددی روشی متناهی، عناصر آنالیز
توسط که متناهی عناصر روش به جواب آوردن بدست گام�های آورد. بدست جزیی مشتقات با دیفرانسیل

١Wilson
٢Nickell
٣Gurtin
۴Richardson
۵Shum
۶Emery
٧Carson
٨Visser



١۶ متناهی عناصر روش با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٢

است[۴]: آمده زیر در شد، بیان ١٩٩٣ سال در ردی٩

متناهی، المان�های به جواب دامنه گسسته�سازی .١

المان�ها، معادلات و حاکم دیفرانسیل معادله از وزنی ضعیف شکل آوردن بدست� .٢

کلی، مساله معادلات آوردن بدست برای المان معادله گذاشتن .٣

مرزی، شرایط اعمال .۴

جواب. آوردن بدست .۵

جواب دارد، وجود متناهی عناصر روش از استفاده با جواب آوردن بدست برای زیادی روش�های گرچه
می�آوریم. بدست دوبعدی المان�های با گالرکین روش از استفاده با را

دامنه گسسته�سازی ١.١.٢

باشد. دیگری شکل هر یا مستطیلی مثلثی، می�تواند که می�شود تقسیم کوچک بخش�های به جواب دامنه
هندسی شکل باشد. متغیر آن هندسی شکل تنوع و دقت نسبت به است ممکن شکل هر در گره�ها تعداد
درونیابی برای مشابه شکل تابع از می�شود. درونیابی شکل توابع از استفاده با آن، گره�ای مقادیر از المان
می�دهد. نمایش را درونیاب هندسه برای شکل تابع زیر شکل می�شود. استفاده المان، نقطه هر دمای

.. x.

y

.

Tk

.

Ti

.

Tj

.

(xk, yk)

.

(xi, yi)

.
(xj, yj)

مثلثی المان :١.٢ شکل

به�صورت دوبعدی مثلثی خطی المان

T (x, y) = α١ + α٢x+ α٣y =
[
١ x y

]
α١

α٢

α٣

 = p(x, y)α. (١.٢)

٩Reddy



١٧ متناهی عناصر فرمول�بندی .١.٢

پاسکال چندجمله�ای p(x, y) می�باشد. ضریب سه شامل که است خطی y و x چندجمله��ای می�شود. بیان
روابط از α٣ و α٢ ،α١ مقادیر ،١.٢ شکل است، نقطه سه دارای مثلث چون است.

Ti = α١ + α٢xi + α٣yi,

Tj = α١ + α٢xj + α٣yj,

Tk = α١ + α٢xk + α٣yk.

(٢.٢)

که می�شوند حاصل
Ti

Tj

Tk


︸ ︷︷ ︸

d

=


١ xi yi

١ xj yj

١ xk yk


︸ ︷︷ ︸

M


α١

α٢

α٣


︸ ︷︷ ︸

α

.

ماتریسی به�صورت می�توان را بالا رابطه
d = Mα,

داریم: M ماتریس معکوس گرفتن با نوشت.
α = (M)−١d,

رابطه (١.٢) در بالا رابطه جایگذاری با
T (x, y) = p(x, y)(M)−١d,

داریم: می�شود، حاصل
T (x, y) = N(x, y)d,

به�صورت شکل تابع که است واضح بالا عبارت دو از
N(x, y) = p(x, y)(M)−١ ≡

[
Ni(x, y) Nj(x, y) Nk(x, y)

]
(٣.٢)

که است

(M)−١ =
١
٢A


yj − yk yk − yi yi − yj

xk − xj xi − xk xj − xi

xjyk − xkyj xkyi − xiyk xiyj − xjyi

 ,

است: زیر به�صورت α٣ و α٢ ،α١ مقادیر
α١ =

١
٢A [(xjyk − xkyj)Ti + (xkyi − xiyk)Tj + (xiyj − xjyi)Tk] ,

α٢ =
١
٢A [(yj − yk)Ti + (yk − yi)Tj + (yi − yj)Tk],

α٣ =
١
٢A [(xk − xj)Ti + (xi − xk)Tj + (xj − xi)Tk].

(۴.٢)

شکل به که است مثلث مساحت A که

٢A = det


١ xi yi

١ xj yj

١ xk yk

 = (xiyj − xjyi) + (xkyi − xiyk) + (xjyk − xkyj). (۵.٢)



١٨ متناهی عناصر روش با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٢

Tk و Tj ،Ti ضرایب گردآوری و (٢.٢) معادله در α٣ و α٢ ،α١ مقادیر جایگذاری با می�آید، بدست
داریم:

T = NiTi +NjTj +NkTk =
[
Ni Nj Nk

]
Ti

Tj

Tk

 , (۶.٢)

که
Ni =

١
٢A(ai + bix+ ciy),

Nj =
١
٢A(aj + bjx+ cjy),

Nk =
١
٢A(ak + bkx+ cky),

(٧.٢)

و
ai = xjyk − xkyj, bi = yj − yk, ci = xk − xj,

aj = xkyi − xiyk, bj = yk − yi, cj = xi − xk,

ak = xiyj − xjyi, bk = yi − yj, ck = xj − xi.

داریم: کنیم، ارزیابی (xi, yi) مختصات با i گره در را Ni اگر

(Ni)i =
١
٢A [(xjyk − xkyj) + (yj − yk)xi + (xk − xj)yi] =

٢A
٢A = ١,

داریم: مشابه به�طور
(Nj)i = (Nk)i = ٠.

یعنی: هستند، کرونکر دلتای ویژگی دارای شکل توابع بنابراین

(Ni)j =

{
١ i = j,

٠ i ̸= j.

گرادیان است. Ni + Nj + Nk = ١ مرزی، شرایط اعمال با المان هر در که داد نشان می�توان پس
به�صورت T دمای

∇T =

[
∂T
∂x
∂T
∂y

]
=

[
∂Ni

∂x
Ti +

∂Nj

∂x
Tj +

∂Nk

∂x
Tk

∂Ni

∂y
Ti +

∂Nj

∂y
Tj +

∂Nk

∂y
Tk

]
=

[
∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
∂Nk

∂x
∂Ni

∂y

∂Nj

∂y
∂Nk

∂y

]
︸ ︷︷ ︸

B


Ti

Tj

Tk


︸ ︷︷ ︸

d

= Bd.

شکل به B ماتریس (٣٢.٢) معادله از استفاده با که است

B =
١
٢A

[
(yj − yk) (yk − yi) (yi − yj)

(xk − xj) (xi − xk) (xj − xi)

]
.

است. ثابت المان هر در B ماتریس که کنید توجه می�شود. حاصل
نوشت: می�توان همچنین



١٩ متناهی عناصر فرمول�بندی .١.٢

∂T

∂x
=

∂Ni

∂x
Ti +

∂Nj

∂x
Tj +

∂Nk

∂x
Tk =

bi
٢ATi +

bj
٢ATj +

bk
٢ATk,

∂T

∂y
=

∂Ni

∂y
Ti +

∂Nj

∂y
Tj +

∂Nk

∂y
Tk =

ci
٢ATi +

cj
٢ATj +

ck
٢ATk.

(٨.٢)

گره�ای چهار المان�های ٢.١.٢

مستطیلی

حرکت جهت در گره�ها مثلثی المان مانند .(٢.٢ (شکل می�کنیم بررسی را گره�ای چهار مستطیلی المان ابتدا
که وقتی �جز به می�رود بکار نیز المان�ها از دنباله�ای در قرارداد این می�شوند. شمارش ساعت عقربه�های
چندجمله�ای عبارتی با که است لازم می�باشد، نقطه چهار دارای المان چون باشند. لبه�ها طول در گره�ها
جمله کنیم، شروع چهار�جمله�ای عبارت از خودمان اگر باشد. پارامتر چهار دارای به�طوری�که کنیم شروع
سه از یک کدام که است این می�شود مطرح که سوالی بیاید. پاسکال مثلث سوم ردیف از باید مجموع
ما بنابراین است. نیاز مجموع تکین چندجمله�ای یک به فقط شود؟ انتخاب باید سوم ردیف در جمله
باشد. پاسکال مثلث سوم ردیف در تکین چندجمله�ای سه هر می�تواند داریم، خطی میدان از پارامتر سه
تکین چندجمله�ای کرد. خواهد تغییر ۴ و ٣ گره�های و ٢ و ١ گره بین لبه طول در x٢ تکین چندجمله�ای
خطی xy تکین چندجمله�ای کرد. خواهند تغییر ١ و ۴ گره�های و ٣ و ٢ گره�های بین لبه طول در y٢

گره�های با xy تکین چندجمله�ای بنابراین است ثابت لبه هر طول در y یا x چون است، لبه هر طول در
xy تکین چندجمله�ای دارد. وجود لبه هر در گره دو فقط که است سازگار ٢.٢ شکل در شده داده نشان

می�شود: تعریف زیر به�صورت المان تقریب دوسویه، جملات مجموع با می�شود. نامیده دوسویه١٠

θ(x, y) = α٠ + α١x+ α٢y + α٣xy. (٩.٢)

.. x.

y

.

١

.

۴

.

٢

.

٣

.
٢a

.

٢b

.

(x١, y١)

.

(x٢, y٢)

.

(x٣, y٣)

.

(x۴, y۴)

گره�ای چهار مستطیلی المان :٢.٢ شکل

١٠Bilinear



٢٠ متناهی عناصر روش با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٢

به مثلثی المان برای دوبعدی شکل توابع شد. خواهد ایجاد تانسور١١ ضرب روش با N شکل تابع
توابع ضرب از N٢(x, y) شکل تابع مثال عنوان به می�آیند. بدست بعدی یک شکل توابع ضرب عنوان

یعنی: می�شوند ایجاد N١(y) و N٢(x) یک�بعدی شکل
N[I,J ](x, y) = NI(x)NJ(y), I = ١,٢, J = ١,٢. (١٠.٢)

هستند: کرونکر دلتای تابع ویژگی دارای (١٠.٢) دوبعدی شکل توابع که داد نشان می�توان آسانی به
N[I,J ](xM , yL) = NI(xM)NJ(yL) = δIMδJL. (١١.٢)

گره تعداد وقتی فقط است، واحد دوبعدی شکل تابع تانسور ضرب که می�دهد نشان (١١.٢) رابطه
سه در (k) واقعی گره تعداد و (I, J) دوتایی گره تعداد بین رابطه باشد. شکل تابع دو هر مشابه دوتایی
١.٢ جدول در تانسور ضرب روش به دوبعدی شکل توابع همچنین است. آمده ١.٢ جدول از اول ستون

است.

المان :١.٢ جدول
٢D : NK(x, y) = N[I,J ](x, y) N٢(yI) N١(yI) N٢(xI) N١(xI) J I K

N١(x)N١(y) ٠ ١ ٠ ١ ١ ١ ١
N٢(x)N١(y) ٠ ١ ١ ٠ ١ ٢ ٢
N٢(x)N٢(y) ١ ٠ ١ ٠ ٢ ٢ ٣
N١(x)N٢(y) ١ ٠ ٠ ١ ٢ ١ ۴

به�صورت دوبعدی شکل توابع که داد نشان می�توان (١٠.٢) معادله و ١.٢ جدول از

N١(x, y) =
x− x٢
x١ − x٢

y − y۴
y١ − y۴

=
١
A
(x− x٢)(y − y۴),

N٢(x, y) =
x− x١
x٢ − x١

y − y۴
y١ − y۴

= − ١
A
(x− x١)(y − y۴),

N٣(x, y) =
x− x٢
x١ − x٢

y − y١
y۴ − y١

=
١
A
(x− x١)(y − y١),

N۴(x, y) =
x− x٢
x١ − x٢

y − y١
y۴ − y١

= − ١
A
(x− x٢)(y − y١),

(١٢.٢)

نحوه این هستند. کرونکر دلتای ویژگی دارای شکل توابع این است. المان مساحت A که هستند
نیست. مناسب دلخواه چهارضلعی هر برای و می�رود بکار مستطیل برای المان�بندی

دلخواه چهارضلعی

در شکل توابع این دارد. کاربرد مستطیل برای y و x برحسب دوسویی شکل توابع دیدیم که همان�طور
توسعه مهم�ترین از یکی به منجر مشکل این حل نیستند. خطی چهارضلعی المان از دلخواه لبه هر طول

١١Tensor Product



٢١ متناهی عناصر فرمول�بندی .١.٢

دستاورد این چگونه که داد خواهیم نشان ابتدا می�شود. ایزوپارامتری١٢ المان یعنی متناهی عناصر در
رود. بکار گره�ای چهار چهارضلعی برای تقریب پیوسته ساختار در می�تواند

متناهی عناصر فیزیکی دامنه در را استاندارد دامنه آنگاه و می�کنیم تعریف را [−١,١] استاندارد دامنه
می�کنیم: ترسیم

x = x١N١(ξ) + x٢N٢(ξ) = x١
١− ξ

٢ + x٢
١+ ξ

٢ , ξ ∈ [−١,١]. (١٣.٢)

می�شود. نامیده طبیعی مختصات یا والد مختصات ξ و می�نامیم والد١٣ المان دامنه را [−١,١] دامنه
به�صورت ξ والد المان مختصات براساس x برحسب θ برای تقریبی اکنون

θ = θ١
x− x٢
x١ − x٢

+ θ٢
x− x١
x٢ − x١

= θ١
x١)١− ξ) + x١)٢+ ξ)− ٢x٢

٢(x١ − x٢)
+ θ٢

x١)١− ξ) + x١)٢+ ξ)− ٢x١
٢(x٢ − x١)

= θ١
١− ξ

٢ + θ٢
١+ ξ

٢ .

(١۴.٢)

به�صورت گره�ای چهار شکل توابع برای را والد المان از فیزیکی المان اکنون می�آوریم، بدست

x(ξ, η) = N(ξ, η)x, y(ξ, η) = N(ξ, η)y, (١۵.٢)

ماتریس y و x است. والد مختصات دستگاه در شکل توابع چهارگره�ای المان N(ξ, η) که می�کنیم بیان
به�صورت y و x مختصات از ستونی

x =
[
x١ x٢ x٣ x۴

]T
, y =

[
y١ y٢ y٣ y۴

]T
.

است.

پارامتری المان دامنه در گره مختصات :٢.٢ جدول

ηI ξI Iگره
−١ −١ ١
−١ ١ ٢
١ ١ ٣
١ −١ ۴

به�صورت شکل تابع نتیجه در

NI(ξ, η) =
١
۴(١+ ξIξ)(١+ ηIη), (١۶.٢)

١٢Isoparametric
١٣Parent



٢٢ متناهی عناصر روش با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٢

بالا رابطه است. آمده ٢.٢ جدول در که است والد المان در گره�ای مختصات (ξI , ηI) که می�شود خلاصه
به�صورت مشابه شکل تابع با آزمون جواب می�آید. بدست تانسور ضرب روش با مستقیم به�طور

θ(ξ, η) = N(ξ, η)d. (١٧.٢)

است. ثابت جمله شامل (١۶.٢) شکل توابع است. ایزوپارامتری المان، بنابراین می�شود زده تقریب
توابع شکل، توابع این هستند. دوسویی تکین چندجمله�ای ξη تکین چندجمله�ای و η و ξ در خطی جمله
رابطه بنویسیم، دلخواه پارامترهای برحسب را تکین چندجمله�ای ما اگر می�شوند. نامیده دوسویی شکل

می�آوریم: بدست را زیر
θ(ξ, η) = α٠ + α١ξ + α٢η + α٣ξη. (١٨.٢)

در مستقل توابع چهار بنابراین است. دوسویی (١۶.٢) دلخواه شکل توابع دلیل به (١۵.٢) عبارت
جهت در تانسور ضرب بالا فرآیند درنتیجه می�باشد المان هر در گره�ها تعداد معادل که دارد وجود تقریب

است. مستقیم

ایزوپارامتری شکل تابع مشتق ٣.١.٢

به�صورت چهارنقطه�ای چهارضلعی المان برای آزمون جواب گرادیان فیزیکی، مختصات حسب بر
∇θ = Bd, (١٩.٢)

که است

B =

[
∂N١
∂x

∂N٢
∂x

∂N٣
∂x

∂N۴
∂x

∂N١
∂y

∂N٢
∂y

∂N٣
∂y

∂N۴
∂y

]
, (٢٠.٢)

فیزیکی مختصات حسب بر والد المان مختصات در شده بیان شکل توابع مختصات آوردن بدست برای
داریم: (x, y)

∂NI

∂ξ
=

∂NI

∂x

∂x

∂ξ
+

∂NI

∂y

∂y

∂ξ
∂NI

∂η
=

∂NI

∂x

∂x

∂η
+

∂NI

∂y

∂y

∂η

]یا
∂NI

∂ξ
∂NI

∂η

]
=

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]
︸ ︷︷ ︸

J

[
∂NI

∂x
∂NI

∂y

]
.

است. ژاکوبی ماتریس J ]که
∂NI

∂x
∂NI

∂y

]
= (J)−١

[
∂NI

∂ξ
∂NI

∂η

]
, J =

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]
. (٢١.٢)

به�صورت ماتریسی شکل در و
∇NI = (J)−١GNI , (٢٢.٢)



٢٣ متناهی عناصر فرمول�بندی .١.٢

به�صورت که است مختصات دستگاه در گرادیان عملگر G که است

G =

[
∂
∂ξ

∂
∂η

]
. (٢٣.٢)

داریم: (٢١.٢) ژاکوبی عبارت در (١۵.٢) عبارت جایگذاری با می�شود. تعریف

J =

[∑۴
I=١

∂NI

∂ξ
xI

∑۴
I=١

∂NI

∂ξ
yI∑۴

I=١
∂NI

∂η
xI

∑۴
I=١

∂NI

∂η
yI

]
=

[
∂N١
∂ξ

∂N٢
∂ξ

∂N٣
∂ξ

∂N۴
∂ξ

∂N١
∂η

∂N٢
∂η

∂N٣
∂η

∂N۴
∂η

]
x١ y١

x٢ y٢

x٣ y٣

x۴ y۴

 . (٢۴.٢)

ماتریسی شکل به می�توان را (٢۴.٢) معادله

J = GN[x y]. (٢۵.٢)

ماتریسی فرم به B ماتریس ،(٢۵.٢) و (٢۴.٢) ،(٢٠.٢) معادلات از استفاده با نوشت.

B = (J)−١GN. (٢۶.٢)

یعنی: باشد مثبت باید ژاکوبی دترمینان می�شود. حاصل

|J| ≡ det(J) > ٠ ∀(x, y). (٢٧.٢)

بعد دو در گاوسی انتگرال�گیری ۴.١.٢

بردارها و ماتریس�ها المان فرمول�بندی به المان، روی شکل توابع مختلف شکل�های در انتگرال�گیری
توسعه دوبعد به یک�بعدی، گاوسی انتگرال�گیری فرمول�بندی چگونه که می�دهیم نشان اکنون دارد. نیاز

می�یابد.

چهار�ضلعی المان روی انتگرال�گیری

چهارضلعی المان دامنه روی شده تعریف انتگرال

I =

∫
Ω

f(ξ, η)dΩ. (٢٨.٢)

کنیم. بیان dη و dξ حسب بر را dΩ دامنه باید انتگرال، این آوردن بدست برای می�کنیم. بررسی را
دستگاه در P ′ نقطه در P مختصات نقطه می�کند. معرفی را فیزیکی دامنه در P دلخواه نقطه r⃗ بردار

است: زیر به�صورت مختصات است. والد مختصات

r⃗ = x⃗i+ yj⃗.

در متناظر نقاط شده�اند. انتخاب طبیعی مختصات دستگاه در P ′ از dξ و dη فاصله در T ′ و Q′ نقاط
به�صورت می�توان را Q به P و T به P نقاط از b⃗ و a⃗ بردار .(٣.٢ (شکل است T و Q فیزیکی دامنه
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.. dξ.

dη

. T ′.

Q′

. P ′. ξ.

η

.

(a)
..

r⃗

.

∂r⃗
∂ξ

dξ

.

P

.

∂r⃗
∂η

dη

.

Q

.

T

.

η

.

ξ

. x.
(b)

.

y

فیزیکی. دامنه (b) والد، دامنه (a) دامنه مساحت نقشه :٣.٢ شکل

آورد: بدست زیر

a⃗ =
∂r⃗

∂ξ
dξ =

(
∂x

∂ξ
i⃗+

∂y

∂ξ
j⃗

)
dξ,

b⃗ =
∂r⃗

∂η
dη =

(
∂x

∂η
i⃗+

∂y

∂η
j⃗

)
dη.

حاصل�ضرب با می�توان که است شده محصور a⃗ و b⃗ بردار دو با dΩ دامنه از کوچک بی�نهایت مساحت
کرد: تعیین زیر سه�گانه

dΩ = k⃗.(⃗a× b⃗) = k⃗.


i⃗ j⃗ k⃗

∂x
∂ξ
dξ ∂y

∂η
dη ٠

∂x
∂ξ
dξ ∂y

∂η
dη ٠

 = det

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]
︸ ︷︷ ︸

|J|

dξdη = |J|dξdη, (٢٩.٢)

به�صورت می�توان را (٢٨.٢) معادله در انتگرال�گیری بنابراین است. J ژاکوبی ماتریس دترمینان |J| که

I =

∫ ١

η=−١

∫ ١

ξ=−١
|J(ξ, η)|f(ξ, η)dξdη.

به منجر که می�کنیم، محاسبه ξ روی را گاوس انتگرال�گیری ابتدا انتگرال، این برآورد برای کرد. بیان
رابطه

I =

∫ ١

η=−١

(∫ ١

ξ=−١
|J(ξ, η)|f(ξ, η)dξ

)
dη =

∫ ١

r=−١

ngp∑
i=١

wi|J(ξi, η)|f(ξi, η)dη,

رابطه η روی انتگرال�گیری ادامه در می�شود.

I =

∫ ١

η=−١

ngp∑
i=١

wif(ξi, η)|J(ξi, η)|dη =

ngp∑
i=١

ngp∑
j=١

wiwj|J(ξi, ηj)|f(ξi, ηj).

می�شود. حاصل



٢۵ متناهی عناصر فرمول�بندی .١.٢

مثلثی المان�های روی انتگرال�گیری

انتگرال�گیری فرمول است. چهارضلعی�ها با متفاوت عددی انتگرال�گیری فرآیند مثلثی، المان�های برای
به�صورت

I =

∫
Ω

fdΩ =

ngp∑
i=١

wi|J(ξi)|f(ξi), (٣٠.٢)

شکل به ژاکوبی ماتریس که است

J =

[
∂x
∂ξ١

∂y
∂ξ١

∂x
∂ξ٢

∂y
∂ξ٢

]
=

[∑nen

I
∂NT

I

∂ξ١
xI

∑nen

I
∂NT

I

∂ξ١
yI∑nen

I
∂NT

I

∂ξ٢
xI

∑nen

I
∂NT

I

∂ξ٢
yI

]
(٣١.٢)

نقاط و وزن است. ξ٣ = ١ − ξ١ − ξ٢ که می�شوند بیان (ξ١, ξ٢, ξ٣) برحسب شکل توابع می�باشد.
ماتریس گره، سه با مثلثی برای است. شده خلاصه ٢.٢ جدول در مثلثی المان�های برای انتگرال�گیری

به�صورت ژاکوبی

J =

[
xi − xk yi − yk

xj − xk yj − yk

]
.

می�شود. بیان

مثلثی دامنه نقاط و گاوسی انتگرال�گیری وزن�های :٣.٢ جدول

وزن�ها ξ٢ ξ١ درجه انتگرال�گیری مرتبه
٠/١۶۶۶۶۶۶۶۶۶ ٠/١۶۶۶۶۶۶۶۶۶ ٠/١۶۶۶۶۶۶۶۶۶ ٢ نقطه�ای سه
٠/١۶۶۶۶۶۶۶۶۶ ٠/١۶۶۶۶۶۶۶۶۶ ٠/۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶
٠/١۶۶۶۶۶۶۶۶۶ ٠/۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶ ٠/١۶۶۶۶۶۶۶۶۶
٠/٠۶٢٩۶٩۵٩٠٣ ٠/١٠١٢٨۶۵٠٧٣ ٠/١٠١٢٨۶۵٠٧٣
٠/٠۶٢٩۶٩۵٩٠٣ ٠/١٠١٢٨۶۵٠٧٣ ٠/٧٩٧۴٢۶٩٨۵٣
٠/٠۶٢٩۶٩۵٩٠٣ ٠/٧٩٧۴٢۶٩٨۵٣ ٠/١٠١٢٨۶۵٠٧٣
٠/٠۶۶١٩٧٠٧۶۴ ٠/٠۵٩٧١۵٨٧١٧ ٠/۴٧٠١۴٢٠۶۴١ ۵ نقطه�ای هفت
٠/٠۶۶١٩٧٠٧۶۴ ٠/۴٧٠١۴٢٠۶۴١ ٠/۴٧٠١۴٢٠۶۴١
٠/٠۶۶١٩٧٠٧۶۴ ٠/۴٧٠١۴٢٠۶۴١ ٠/٠۵٩٧١۵٨٧١٧

٠/١١٢۵ ٠/٣٣٣٣٣٣٣٣٣٣ ٠/٣٣٣٣٣٣٣٣٣٣

زیر فرمول�بندی گرفت. انتگرال بسته، شکل مثلث روی می�توان را هرمرتبه از تکین چندجمله�ای
است: یافته توسعه هدف این ∫برای

Ω

ξi١ξ
j
٢ξ

k
٣dΩ =

i!j!k!

(i+ j + k + ٢!(٢A.

شود. استفاده عددی انتگرال�گیری از جلوگیری برای می�تواند فرمول این
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مساله ضعیف شکل ۵.١.٢

معادله حل برای متناهی عناصر روش بگیرید. نظر در را (١.١) بعدی دو ناپایدار گرمای جریان معادله
روشپیشنهادی مشابه که هستند (۴.١) و (٣.١) ،(٢.١) مرزی شرایط به�طوری�که می�شود، استفاده (١.١)
دامنه تقسیم با می�آید. بدست گالرکین اصل پایه بر متناهی عناصر است[۴٣]. پارخ١۵ و زینکیوز١۴

به�صورت المان هر در دما زمان، و فضا در متناهی عناصر به جواب

T (x, y, t) =
m∑
I

NI(x, y, t)TI , (٣٢.٢)

مجموع، اندیس I است. المان با المان خطی قطعه�وار شده تعریف شکل تابع NI که می�شود زده تقریب
است. المان هر در گره�ها تعداد m و T (x, y, t) گسسته گره�ای نمایش TI

ضرب v ∈ V (h) در را (١.١) منظور بدین آوریم. بدست را وردشی فرم یا ضعیف فرم باید بعدی گام در
می�گیریم: انتگرال R دامنه روی و ∫کرده

R′
v
[ ∂

∂x

(
kx

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
ky

∂T

∂y

)
+Q− ρc

∂T

∂t

]
dxdydt = ٠, (٣٣.٢)

تقریبی شده تعریف شکل تابع معادل وزن تابع که وزنی، مانده فرآیند از استفاده با و v = NI قراردادن با
به�صورت (٣٣.٢) معادله برای گالرکین نمایش ∫است،

R′
NI

[ ∂

∂x

(
kx

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
ky

∂T

∂y

)
+Q− ρc

∂T

∂t

]
dxdydt = ٠, (٣۴.٢)

جملات روی جزبه�جز انتگرال�گیری با است. dR′ = dxdydt و متناهی المان جواب دامنه R′ که است
معادله ،(٣۴.٢) معادله در دوم و اول

∫
R′

[
kx

∂NI

∂x
.
∂T

∂x
+ ky

∂NI

∂y

∂T

∂y
+NIQ−NIρc

∂T

∂t

]
dxdydt

−
∫
S′
NI

(
kx

∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny

)
dS ′ = ٠,

به�صورت شده ساده معادله می�شود. حاصل

−
∫
R′

[
kx

∂NI

∂x

∂T

∂x
+ ky

∂NI

∂y

∂T

∂y
−NIQ+NIρc

∂T

∂t

]
dxdydt

−
∫
S′
٢

NI q̄dS
′
٢ −

∫
S′
٣

NIh(T − Ta)dS
′
٣ = ٠,

(٣۵.٢)

وارد با می�باشد. متناهی عناصر جواب منطقه از S ′ ناحیه خارجی سطح از قطعه�ای S ′
٣ و S ′

٢ که است.

١۴Zienkiewicz
١۵Parekh
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داریم: ،(٣٢.٢) دما تقریب کردن

−
∫
R′

[
kx

∂NI

∂x

∂

∂x

( n∑
I

NITI

)
+ ky

∂NI

∂y

∂

∂y

( n∑
I

NITI

)
−NIρc

∂

∂t

( n∑
I

NITI

)]
dxdydt

−
∫
S′
٢

NI q̄dS
′
٢ −

∫
S′
٣

NI

( n∑
I

NIT − Ta

)
dS ′

٣ = ٠,

(٣۶.٢)

دادن قرار با

T (x, t) =
n∑

I=١
NI(x)TI(t) = NI(x)T,

همچنین و
∂

∂t

n∑
I=١

NITI(t) =
n∑

I=١
NI(x)

∂TI(t)

∂t
= NI(x)Ṫ,

ماتریسی به�صورت می�توان را (٣۶.٢) معادله
CṪ(t) +KT(t) = F(t), (٣٧.٢)

که نوشت

CIJ =

∫
R′
(ρcNI)dxdy,

KIJ = −
∫
R′

(
kx

∂NI(x)

∂x
nx + ky

∂NI(x)

∂y
ny

)
dxdy −

∫
S′
٣

NIhdS
′
٣,

FI =

∫
R′
NIQdxdy +

∫
S′
٣

NIhTadS
′
٣ +

∫
s′٢

NI q̄dS
′
٢.

انتگرال�های است. مجهول n با خطی جبری معادله n شامل ،(٣۶.٢) معادله از جوابحاصل دستگاه
استفاده با را (٣٧.٢) ماتریسی معادله و می�آوریم بدست گاوسی عددی انتگرال�گیری از استفاده با را بالا

می�کنیم. حل می�پردازیم، آن بیان به ادامه در که دونقطه�ای تفاضل روش از
می�کنیم. استفاده فری�فم١۶ نرم�افزار� از متناهی عناصر روش به مسایل حل برای

١۶FreeFem++



٢٨



٣ فصل

روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل
مش بدون

ثابت گره�های از مجموعه�ای با درونیابی، روش�های از استفاده با شکل تابع متناهی، عناصر روش در
دامنه به مربوط دیفرانسیل معادله حل از قبل مش، بدون روش�های نسخه�های تمام در می�شوند. ایجاد
مش، بدون روش�های در می�شود. زده تقریب مساله دامنه در شکل توابع یا مجهول تابع ابتدا مساله،
متغیر�های هستند. دلخواه توزیع دارای میدان�ها، این که می�شوند معرفی گره�ای میدان�های با مساله دامنه
تقریب منطقه�ای محمل دامنه در میدانی گره�های از استفاده با مساله دامنه از دلخواهی نقطه در میدان
بیان به فصل این اول بخش در دارند. وجود شکل تابع تولید برای مختلفی تکنیک�های می�شوند. زده
روش این از استفاده با ناپایدار گرمای جریان معادله حل و شعاعی نقطه�ای درونیابی روش شکل تابع
گرمای جریان معادله و می�کنیم بیان را متحرک مربعات کمترین تقریب روش دوم، بخش در و می�پردازیم

می�کنیم. حل روش این با را ناپایدار
شعاعی پایه�ای توابع از که شد بیان ٢٠٠٠ سال در لیو٢ و وانگ١ توسط شعاعی نقطه�ای درونیابی روش
گره�ای توزیع برای شعاعی نقطه�ای درونیابی روش است. شده استفاده ایده این آوردن بدست برای
نقطه�ای درونیابی روش از بیشتر شعاعی نقطه�ای درونیابی روش بنابراین، است. قوی و پایدار دلخواه،
غیرخطی مسایل سه�بعدی، و دوبعدی مکانیکجامداتمسایل روشدر این می�شود. استفاده چندجمله�ای

می�رود. بکار عمران مهندسی در مواد غیرخطی مسایل و غشایی و هسته�ای ساختار شناسی، زمین
کمترین تقریب از که دادند ارایه را گالرکین المان بدون روش همکارانش و بلیچکو٣ ،١٩٩۴ سال در
در می�شد. استفاده جبری معادلات از مجموعه�ای اثبات برای گالرکین ضعیف شکل در متحرک مربعات
کمترین تقریب می�شود. بیان شده توزیع گره�های از مجموعه�ای با مساله دامنه گالرکین، المان بدون روش

١Wang
٢Liu
٣Belytschko



٣٠ مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٣

استفاده منطقه�ای دامنه در دلخواه گره�های از گروهی پایه بر فقط شکل توابع ایجاد برای متحرک مربعات
نسبت و است بالایی دقت دارای گالرکین المان بدون روش که کردند بیان همکارانش و بلیچکو می�شود.
اجرای روی گره�ها بی�نظمی به�علاوه می�باشد. متناهی عناصر روش از بیشتر بسیار روش این همگرایی
بکار غیرخطی و خطی سه�بعدی و دو�بعدی مسایل روی روش این ندارد. تاثیری گالرکین المان بدون روش
با می�شود. استفاده تابع تقریب در پایداری به دستیابی برای متحرک مربعات کمترین تقریب از می�رود.
شکل توابع ساختار می�شود. ایجاد معادلات دستگاه خوش�رفتاری و پایداری گالرکین، فرآیند از استفاده
خاص حالت�های در که است کرونکر دلتای ویژگی فاقد متحرک، مربعات کمترین تقریب از استفاده با
محاسبات متناهی عناصر روش به نسبت گالرکین المان بدون روش دارند. ضروری مرزی شرایط به نیاز
تقریب شکل توابع ایجاد برای نقطه هر روی باید جبری معادلات مجموعه که دلیل این به دارد، بیشتری

شود. حل متحرک مربعات کمترین

نقطه�ای درونیابی روش ١.٣

روی u(x) تابع روش، این است. مفید شکل توابع ساخت و تابع تقریب برای نقطه�ای۴ درونیابی روش
شکل به را x دلخواه نقطه در Ω دامنه

uh(x) =
m∑
i=١

Bi(x)ai.

شده�اند تعریف xT = [x, y] دکارتی مختصات فضای در که هستند پایه�ای توابع Bi(x) می�زند. تقریب
شامل که x نقطه منطقه�ای دامنه محمل ابتدا تقریب برای هستند. ضرایب ai و پایه�ای توابع تعداد m و
با شکل توابع ساخت برای نقطه�ای درونیابی روش�های از نوع دو تاکنون می�شود. ارایه است، گره n

است. یافته گسترش متفاوت پایه�ای توابع بکارگیری

چندجمله�ای، نقطه�ای درونیابی روش .١

شعاعی. نقطه�ای درونیابی روش .٢

.[٧] می�پردازیم شعاعی نقطه�ای درونیابی روش به بخش این در

معادله جواب تقریب برای که گره�هایی دامنه، در x نقطه برای منطقه�ای۵ دامنه محمل .١.١.٣ تعریف
یا دایره مانند متفاوتی شکل�های می�تواند منطقه�ای دامنه محمل می�کند. تعیین را است نیاز مورد x در

باشد. داشته مستطیل

۴Point Interpolation Method
۵Local Support Domain



٣١ نقطه�ای درونیابی روش .١.٣

ماتریس باشند، شده تشکیل تک�جمله�ای�ها از آن درایه�های که متقارنی مربعی ماتریس به .٢.١.٣ تعریف
می�شود. گفته ممان۶ یا گشتاور

شعاعی نقطه�ای درونیابی روش ١.١.٣

پایه�ای تابع و Ri(x) شعاعی پایه تابع از استفاده با گره�ها همه بین از عبور برای u(x) درونیابی ساختار
به�صورت Pj(x) چندجمله�ای

u(x) =
n∑

i=١
Ri(x)ai +

m∑
j=١

Pj(x)bj = RT(x)a+PT(x)b. (١.٣)

جملات تعداد m و x موثر دامنه در گره�ها تعداد n ،Pj(x) ضریب bj ،Ri(x) ضریب ai که است
بکار شعاعی پایه�ای توابع تنها ،m = ٠ که زمانی است. m < n معمولا که می�باشد چندجمله�ای

به�صورت بردارها می�روند.

a = [a١, a٢, · · · , an]T ,

b = [b١, b٢, · · · , bm]T ,

RT(x) = [R١(x), R٢(x), · · · , Rn(x)],

PT(x) = [P١(x), P٢(x), · · · , Pm(x)].

به�صورت و می�باشد ri مسافت برحسب تابعی شعاعی، پایه می�شوند. تعریف

Ri(x) = Ri(ri),

ri =
[
(x− xi)

٢ + (y − yi)
٢
]١/٢

.

نشان ١.٢ شکل در که هستند xT = [x, y]مختصات در پاسکال چندجمله�ای�های Pi(x) می�شود. بیان
دوبعدی) حالت (در است. شده داده

..

١

.

y

.

x

.

x٢

.

xy

.

y٢

.

y٣

.

xy٢

.

x٢y

.

x٣

دوبعدی دامنه برای چندجمله�ای�ها پاسکال مثلث :١.٣ شکل

۶Moment Matrix



٣٢ مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٣

است: آمده زیر در می�باشد، تکین جملات دارای که چندجمله�ای پایه

PT(x) = [١, x, y, x٢, xy, y٢, · · · ].

را می�رود بکار بیشتر که را آن�ها از نوع چهار ١.٣ جدول دارد. وجود شعاعی پایه�ای توابع زیادی تعداد
براساس باید آن�ها مقدار که دارند وجود ثابتی پارامترهای شعاعی پایه�ای توابع بیشتر در می�دهد. نشان

گردد. بهینه روش تا شود تعیین نظر مورد مساله ماهیت

بی�بعد شکل پارامترهای با شعاعی پایه�ای توابع انواع :١.٣ جدول

شکل پارامتر عبارت اسم
αc ≥ ٠, q Ri(x, y) = (r٢i + (αcdc)

٢)q (MQ)چندمربعی
αc Ri(x, y) = exp[−αc(

ri
dc
)٢] (EXP)گاوسی

η Ri(x, y) = rηi (TPS)نازک صفحه�ای اسپلاین
η Ri(x, y) = rηi log ri لگاریتمی

شامل که می�شود تعیین x نقطه برای دامنه محمل یک (١.٣) رابطه در bi و ai ضرایب تعیین برای
است. گره یک به مربوط هرکدام که می�شود خطی معادله به منجر درنهایت است. گره n

به�صورت (١.٣) معادله ماتریسی شکل

Us = R٠a+Pmb. (٢.٣)

که می�شود بیان

Us = { u١ u٢ · · · un }T ,

به�صورت شعاعی پایه�ای توابع از گشتاور ماتریس R٠ است. تابع مقادیر از برداری

R٠ =


R١(x١, y١) R٢(x١, y١) · · · Rn(x١, y١)

R١(x٢, y٢) R٢(x٢, y٢) · · · Rn(x٢, y٢)
... ... . . . ...

R١(xn, yn) R٢(xn, yn) · · · Rn(xn, yn)


n×n

.

به�صورت چندجمله�ای�ها گشتاور ماتریس Pm و

PT
m =



١ ١ · · · ١
x١ x٢ · · · xn

y١ y٢ · · · yn
... ... . . . ...

pm(x١) pm(x٢) · · · pm(xn)


m×n

.



٣٣ نقطه�ای درونیابی روش .١.٣

هستند.
به�صورت محدودیت شرط m دارد. وجود (٢.٣) معادله در متغیر (n+m) بنابراین

n∑
i=١

pj(xi)ai = PT
ma = ٠, j = ١,٢, · · · ,m. (٣.٣)

می�آید. بدست دیگر معادله m بنابراین می�گیریم. درنظر را
bj و ai ضرایب روی معادلات از مجموعه�ای موثر، ناحیه در نقطه n همه از عبور با درونیابی انجام

به�صورت

uk = u(xk, yk) =
n∑

i=١
aiRi(xk, yk) +

m∑
j=١

bjPj(xk, yk), k = ١,٢, · · · , n. (۴.٣)

دقتچندجمله�ای چندجمله�ای، جمله و می�کند تبدیل یکبعد به را بعد چند شعاعی، جمله می�شود. تشکیل
می�بخشد. بهبود را درونیاب

ماتریسی شکل به (۴.٣) و (٣.٣) ]معادلات
R٠ Pm

PT
m ٠

]
︸ ︷︷ ︸

G

{
a

b

}
=

{
ue

٠

}
, (۵.٣)

یا

G

{
a

b

}
=

{
ue

٠

}
. (۶.٣)

که می�شوند }بیان
a

b

}
= { a١ a٢ · · · an b١ b٢ · · · bm }T ,

به�صورت گره هر در تابعی مقادیر بردار و

ue = [u١, u٢, · · · , un]
T .

پس شد خواهد مثبت معین و متقارن نیز G ماتریس است، مثبت معین و متقارن R٠ چون است.
داریم: ،(۶.٣) معادله حل با است. معکوس }دارای

a

b

}
= G−١

{
ue

٠

}
.

به�صورت درونیابی و

u(x) = [RT(x) PT(x)]G−١

{
ue

٠

}
= φ(x)ue.

شکل به φ(x) شکل توابع ماتریس که می�شود بیان

φ(x) = [ϕ١(x), ϕ٢(x), · · · , ϕi(x), · · · , ϕn(x)],



٣۴ مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٣

که می�شود تعریف

ϕk(x) =
n∑

i=١
Ri(x)Gi,k +

m∑
j=١

Pj(x)Gn+j,k, (٧.٣)

شکل توابع مشتقات است. G−١ ماتریس از (i, k) المان Gi,k

∂ϕk

∂x
=

n∑
i=١

∂Ri

∂x
Gi,k +

m∑
j=١

∂Pj

∂x
Gn+j,k,

∂ϕk

∂y
=

n∑
i=١

∂Ri

∂y
Gi,k +

m∑
j=١

∂Pj

∂y
Gn+j,k.

(٨.٣)

هستند.
یگانگی کرونکر، دلتای خاصیت دارای شعاعی نقطه�ای درونیابی روش با شده تعیین شکل توابع نکته:

هستند[٢٢]. پیوستگی و (
∑n

i=١ ϕi = ١) مجموع
در که شعاعی پایه�ای توابع انواع برای را شعاعی نقطه�ای درونیابی روش شکل تابع زیر شکل�های در

می�دهیم. نشان گره، ٢۵ برای (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در [−١,١] بازه است، آمده ١.٣ جدول



٣۵ نقطه�ای درونیابی روش .١.٣

.RBF = ١ برای (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در شعاعی نقطه�ای درونیابی روش شکل تابع :٢.٣ شکل



٣۶ مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٣

.RBF = ٢ برای (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در شعاعی نقطه�ای درونیابی روش شکل تابع :٣.٣ شکل



٣٧ نقطه�ای درونیابی روش .١.٣

.η = ٣ و RBF = ٣ برای (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در شعاعی نقطه�ای درونیابی روش شکل تابع :۴.٣ شکل



٣٨ مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٣

η = و RBF = ٣ برای (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در شعاعی نقطه�ای درونیابی روش شکل تابع :۵.٣ شکل
.۶٫ ٠٠١



٣٩ منطقه�ای شعاعی درونیابی روش با ناپایدار گرمای جریان مساله فرمول�بندی .٢.٣

درونیابی روش با ناپایدار گرمای جریان مساله فرمول�بندی ٢.٣
منطقه�ای شعاعی

معادله منطقه�ای ضعیف شکل بگیرید. درنظر (۴.١) و (٣.١) ،(٢.١) مرزی شرایط با را (١.١) معادله
به�صورت Γs مرز با Ωs منطقه�ای زیردامنه روی (١.١)∫

Ωs

w
[
ρc

∂T

∂t
− ∂

∂x

(
kx

∂T

∂x

)
− ∂

∂y

(
ky

∂T

∂y

)
−Q

]
dΩ = ٠, (٩.٣)

است. تست تابع w که می�شود نوشته
می�شود: زیر صورت به (٩.٣) معادله جزبه�جز، انتگرال�گیری و دیورژانس قضیه از استفاده ∫با

Ωs

wρc
∂T

∂t
dΩ−

∫
Ωs

w
[ ∂

∂x

(
kx

∂T

∂x

)
− ∂

∂y

(
ky

∂T

∂y

)]
dΩ−

∫
Ωs

wQdΩ = ٠, (١٠.٣)

مرز است: قسمت چهار شامل Γs مرز دارد. وجود اشتراک Γ عمومی مرز و Γs منطقه�ای مرز بین که
.Γs٣ رابین مرز ،Γs٢ نویمن مرز ،Γs١ دیریکله مرز ،ΓsI داخلی

انتگرال�های و ΓsI = Γs باشد، نداشته وجود Γ عمومی مرز و Γs منطقه�ای مرز بین اشتراکی هیچ اگر
می�شود. صفر Γs٣ و Γs٢ ،Γs١ روی

داریم: (١٠.٣) در (۴.١) و (٣.١) معادله جایگذاری ∫با
Ωs

w(ρc
∂T

∂t
−Q)dΩ +

∫
Ωs

(
kx

∂T

∂x
.
∂w

∂x
+ ky

∂T

∂y
.
∂w

∂y

)
dΩ

−
∫
Γs

w
(
kx

∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny

)
dΓ = ٠,

(١١.٣)

که

Γs = ΓsI + Γs١ + Γs٢ + Γs٣.

یعنی: می�شود انتخاب تست تابع عنوان به هوی�ساید پله�ای تابع

w =

{
١ x ∈ Ωs

٠ x /∈ Ωs

می�شود: تبدیل زیر مرزی انتگرال�گیری ساده معادله به (١١.٣) معادله منطقه��ای ضعیف شکل ∫بنابراین
Ωs

(ρc
∂T

∂t
−Q)dΩ−

∫
ΓsI

(
kx

∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny

)
dΓ

−
∫
Γs١

(
kx

∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny

)
dΓ

−
∫
Γs٢

(
kx

∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny

)
︸ ︷︷ ︸

q̄

dΓ

−
∫
Γs٣

(
kx

∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny

)
︸ ︷︷ ︸

h(Ta−T )

dΓ = ٠,

(١٢.٣)



۴٠ مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٣

داریم: ∫بنابراین
Ωs

ρc
∂T

∂t
dΩ−

∫
ΓsI

(
kx

∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny

)
dΓ

−
∫
Γs١

(
kx

∂T

∂x
nx + ky

∂T

∂y
ny

)
dΓ +

∫
Γs٣

hTdΓ

=

∫
Ωs

QdΩ +

∫
Γs٢

q̄dΓ +

∫
Γs٣

hTadΓ = ٠,

(١٣.٣)

مستطیلی دامنه محمل دوبعدی مسایل در معمولا کرد. انتخاب دلخواه می�توان را دامنه محمل شکل که
می�شود. استفاده دایره�ای یا

گسسته�سازی

t زمان به بلکه نیست، وابسته فضا مختصات به فقط دما میدان تابع ناپایدار، گرمای جریان مساله برای
می�شود: بیان زیر به�صورت دما میدان تابع پس هستند زمان از مستقل شکل توابع چون دارد. بستگی نیز

T (x, t) =
n∑

I=١
ϕI(x)TI(t) = Φ(x)T, (١۴.٣)

که
Φ(x) = (ϕ١(x), ϕ٢(x), · · · , ϕn(x)),

و
T = (T١(t), T٢(t), · · · , Tn(t))

t,

همچنین
∂T

∂t
=

∂

∂t

n∑
I=١

ϕITI(t) =
n∑

I=١
ϕI(x)

∂TI(t)

∂t
= Φ(x)Ṫ, (١۵.٣)

و
Ṫ =

(∂T١(t)
∂t

,
∂T٢(t)

∂t
, · · · , ∂Tn(t)

∂t

)t
,

به�صورت گره�ها همه برای گسسته معادله ،(١٣.٣) معادله در (١۵.٣) و (١۴.٣) معادلات جایگذاری با
می�شود: حاصل زیر

CṪ(t) +KT(t) = F(t), (١۶.٣)

که
CIJ =

∫
Ωs

ρcϕJ(x)dΩ,

KIJ = −
∫
ΓsI

(
kx

∂ϕJ(x)

∂x
nx + ky

∂ϕJ(x)

∂y
ny

)
dΓ

−
∫
Γs١

(
kx

∂ϕJ(x)

∂x
nx + ky

∂ϕJ(x)

∂y
ny

)
dΓ +

∫
Γs٣

hϕJ(x)dΓ,

FI =

∫
Ωs

QdΩ +

∫
Γs٢

q̄dΓ +

∫
Γs٣

hTadΓ.

(١٧.٣)



۴١ منطقه�ای شعاعی درونیابی روش با ناپایدار گرمای جریان مساله فرمول�بندی .٢.٣

متداول متناهی تفاضلات روش می�شود. استفاده گاوسی انتگرال�گیری روش از انتگرال�ها این حل برای
است. شده انتخاب زمان گسسته�سازی برای

متناهی تفاضلات روش ١.٢.٣

روشی روش، این می�رود. بکار سهموی جزیی دیفرانسیل معادلات حل برای متناهی تفاضلات روش
است. منظم هندسه در سیال حرکت و گرما انتقال مسایل از دسته�ای حل در کارآمد بسیار و قوی

با مختصات محورهای موازی خطوطی رسم با ناحیه این در بگیرید. درنظر را دوبعدی ناحیه یک
مقدار می�دهیم. تشکیل مستطیلی شبکه یک ،y و x محورهای جهت در ترتیب به ∆y و ∆x فاصله�های
یا شبکه�ای نقاط را آن�ها که می�آیند بدست موازی خطوط برخورد نقاط در وابسته، متغیرهای عددی
منظور به نظر، مورد ناحیه روی جزیی دیفرانسیل معادله گسسته�سازی با مقادیر این می�نامند. گره�ای
دیفرانسیل معادله در مشتق هر جایگزینی گسسته�سازی، می�آیند. بدست هم�ارز جبری معادلات تعیین
نقطه در وابسته متغیر مقادیر حسب بر که است شبکه�ای نقطه در متناهی تفاضلات تقریب با جزیی
جزیی معادلات دستگاه یک آن انجام با می�شود. حاصل مرزی نقاط و مجاور شبکه�ای نقاط شبکه�ای،

می�آید. بدست
است: زیر اصلی مرحله سه شامل فیزیکی مسایل برای متناهی تفاضلات روش بکارگیری

متعامد. محاسباتی شبکه به مربوطه ناحیه تقسیم .١

هم�ارز جبری معادلات بتوان به�طوری�که زمان، و مکان در مرزی شرایط و معادلات گسسته�سازی .٢
آورد. بدست را گره هر

تکرار. یا ماتریس وارون روش�های از یکی با حاصل معادلات حل .٣

سروکار ضمنی روش�های با این�جا در که است ضمنی٨ و صریح٧ روش دو شامل متناهی تفاضلات روش
داریم.

ضمنی روش�های

هستند. سهموی دیفرانسیل معادلات حل برای متناهی تفاضلات اساسی روش�های از ضمنی روش�های

نامند. ضمنی روش را باشد معادلات دستگاه یک حل مستلزم مجهول چندین محاسبه آن در که روشی
محاسبه برای لازم زمان محاسبات، دقت میزان به خاص روش یک انتخاب مفروض، مساله یک برای

دارد. بستگی اطلاعات ذخیره برای نیاز مورد حافظه و

٧Explicit
٨Implicit



۴٢ مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٣

زمانی تفاضل طرح

که می�کنیم استفاده زمان گسسته�سازی برای متداول٩ دونقطه�ای تفاضل تکنیک از ما بخش این در
می�شود: تعریف زیر به�صورت

θ
(∂T
∂t

)
t+∆t

+ (١− θ)
(∂T
∂t

)
t
=

Tt+∆t −Tt

∆t
(١٨.٣)

از مستقل جمله شامل دیفرانسیل عملگر می�بینید، (١۶.٣) معادله نیمه�گسسته شکل از که همان�طور
عبارت (١۶.٣) معادله روی بر دونقطه�ای تفاضل طرح از استفاده با است. )زمان C

∆t
+ θK̄t+∆t

)
Tt+∆t =

( C

∆t
− (١− θ)K̄t

)
Tt + θF̄t+∆t + (١− θ)F̄t, (١٩.٣)

اویلر پسرو تفاضل طرح باشد، θ = ٠ اگر می�کند. صدق ٠ ≤ θ ≤ ١ شرط در θ که می�شود حاصل
یعنی: )است،

C
Tt+∆t −Tt

∆t

)
+ K̄tTt = F̄t,

به�صورت که است اویلر پیشرو تفاضل طرح باشد، θ = ١ )اگر
C
Tt+∆t −Tt

∆t

)
+ K̄t+∆tTt+∆t = F̄t+∆t,

شکل به که است نیکلسون١٠ کرانک طرح باشد، θ = ١/٢ اگر می�آید. )بدست
C
Tt+∆t −Tt

∆t

)
+
١
٢(K̄t+∆tTt+∆t + K̄tTt) =

١
٢(F̄t+∆t + F̄t),

به�صورت و نامیده گالرکین طرح باشد، θ = ٢/٣ اگر می�شود. )بیان
C
Tt+∆t −Tt

∆t

)
+ (

٢
٣K̄t+∆tTt+∆t +

١
٣K̄tTt) = (

٢
٣F̄t+∆t +

١
٣F̄t).

می�شود. تعریف
شکل به� نیکلسون کرانک روش از (١۶.٣) معادله حل )برای

C+
١
٢K∆t

)
Tt+∆t =

١
٢ (F∆t) +

(
C− ١

٢K∆t

)
Tt. (٢٠.٣)

می�کنیم[١٠]. استفاده
فرمول با را ∂T

∂t
مشتق t زمان هر در باید باشند معلوم F بردار و K ،C ماتریس�های این�که فرض با

پیشروی
∂T

∂t
(t) =

(Tt+∆t −Tt)

∆t
,

فرض ابتدا آن حل برای می�رسیم. (٢٠.٣) فرمول به (١٨.٣) معادله در جایگذاری با بزنیم. تقریب
حل با و می�دهیم تشکیل T (x, y,٠) = T٠(x, y) اولیه شرط کمک به را راست سمت و t = ٠ می�کنیم
سمت به آن انتقال (با بردار این کمک به می�آوریم. بدست را ∆t زمان در T بردار معادلات، دستگاه
بدست t = t + ∆t در را جواب t = ∆t فرض با دیگر، دستگاه یک حل با ((٢٠.٣) معادله راست

٩Traditional Two-Point Difference Technique
١٠Crank-Nicolson



۴٣ متحرک مربعات کمترین تقریب .٣.٣

سمت فقط و است ثابت K
٢ + C

∆t
یعنی ضرایب ماتریس تکرار، بار هر در که کنید دقت البته می�آوریم.

می�کنیم. استفاده LU تجزیه از محاسبات هزینه کاهش برای پس می�کند تغییر آن راست

متحرک مربعات کمترین تقریب ٣.٣

معادلات در جواب محاسبه برای مناسب تقریب روش�های از یکی متحرک، مربعات کمترین تقریب روش
این در است. برخوردار مناسبی دقت و هموار مرتبه از روش این می�باشد. جزیی مشتقات با دیفرانسیل
تقریب می�شوند. حل کوچک معادلات دستگاه چندین بزرگ، معادلات دستگاه یک حل به�جای روش
چندبعدی رویه�های تقریب برای لانکاستر١١ توسط تقریب نظریه در بار اولین متحرک مربعات کمترین
گالرکین روش مانند مش بدون روش�های از بسیاری در گسترده به�طور روش این بعدها شد[٣۴]. معرفی
بکار شکل توابع ساخت برای ... و متناهی نقاط روش مش، بدون منطقه�ای گالرکین پترو مش، بدون

شد[١٩]. گرفته
به x نقطه در u(x) متحرک مربعات کمترین تقریب کنید. بررسی را Ω دامنه در u(x) اسکالر تابع

صورت

uh(x) =
m∑
j=١

pj(x)aj(x) = pT(x)a(x), (٢١.٣)

پایه تابع تعداد m و دوبعدی مساله در xT = [x, y] مختصات در پایه تابع p(x) که می�شود. تعریف
a(x) ضرایب بردار ،(٢١.٣) معادله در می�شود. ساخته پاسکال مثلث از اغلب p(x) پایه تابع است.

به�شکل

aT(x) = { a١(x) a٢(x) · · · am(x) },

با a ضرایب است. x از تابعی (٢١.٣) معادله در a(x) ضرایب بردار که کنید توجه می�شود. بیان
به�صورت L٢ نرم در وزن تابع مینیمم�سازی

J =
n∑

i=١
Ŵ (x− xi)[p

T(xi)a(x)− ui]
٢. (٢٢.٣)

در u از گره�ای پارامتر ui و Ŵ (x− xi) ̸= ٠ وزن تابع برای x دامنه محمل در گره�ها تعداد n که است
گره�ای پارامترهای و وزنی مقادیر از استفاده با که است وزنی مانده تابع (٢٢.٣) معادله است. x = xi

متحرک مربعات کمترین تقریب در که ،n گره�ها، تعداد چون است. شده ساخته مجهول میدان تابع از
گره�ای مقادیر تمام طول در uh تقریب تابع است، ،m مجهول، ضرایب تعداد از بیشتر است شده استفاده

نمی�کند. عبور
به�صورت a(x) حسب بر J ایستایی

∂J/∂a = ٠.

١١Lancaster
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خطی رابطه به منجر که است
A(x)a(x) = B(x)Us. (٢٣.٣)

جمع�آوری حامی دامنه در گره�ها کل برای را میدان تابع گره�ای پارامترهای که است برداری Us می�شود.
می�کند.

Us = { u١ u٢ · · · un }T ,

به�صورت که می�شود نامیده وزنی گشتاور ماتریس A(x) و

A(x) =
n∑

i=١
Ŵi(x)p(xi)p

T(xi),

که می�شود تعریف
Ŵi(x) = Ŵ (x− xi).

به�صورت که است ٣× ٣ متقارن ماتریس A ،(m = ٣) خطی پایه از استفاده و دوبعدی مساله برای

A٣×٣(x) =
n∑

i=١
Ŵi(x)p(xi)p

T(xi)

= Ŵ (x− x١)


١ x١ y١

x١ x٢١ x١y١

y١ x١y١ y٢١

+ Ŵ (x− x٢)


١ x٢ y٢

x٢ x٢٢ x٢y٢

y٢ x٢y٢ y٢٢

+

· · ·+ Ŵ (x− xn)


١ xn yn

xn x٢n xnyn

yn xnyn y٢n



=


∑n

i=١ Ŵi

∑n
i=١ xiŴi

∑n
i=١ yiŴi∑n

i=١ xiŴi

∑n
i=١ x

٢
i Ŵi

∑n
i=١ xiyiŴi∑n

i=١ yiŴi

∑n
i=١ xiyiŴi

∑n
i=١ y

٢
i Ŵi


(٣×٣)

.

شکل به (٢٣.٣) معادله در B ماتریس می�شود. بیان
B(x) =

[
Ŵ١(x)p(x١) Ŵ٢(x)p(x٢) · · · Ŵn(x)p(xn)

]
,

به�صورت که است ٣× n ماتریسی B که می�شود تعریف

B٣×n(x) =

Ŵ (x− x١)


١
x١

y١

 Ŵ (x− x٢)


١
x٢

y٢

 · · · Ŵ (x− xn)


١
xn

yn




=


Ŵ١ Ŵ٢ · · · Ŵn

x١Ŵ١ x٢Ŵ٢ · · · xnŴn

y١Ŵ١ y٢Ŵ٢ · · · ynŴn


(٣×n)

.
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داریم: a(x) برای (٢٣.٣) معادله حل با می�شود. بیان

a(x) = A−١(x)B(x)Us. (٢۴.٣)

رابطه ،(٢١.٣) در بالا معادله جایگذاری با

uh(x) =
n∑

i=١
ϕi(x)ui = ΦT (x)Us.

نقطه حامی دامنه در گره n اساس بر متحرک مربعات کمترین شکل تابع بردار Φ(x) که می�شود حاصل
به�صورت می�توان و است x

ΦT (x) = { ϕ١(x) ϕ٢(x) · · · ϕn(x) }(١×n) = pT(x)︸ ︷︷ ︸
٣×١

A−١(x)︸ ︷︷ ︸
٣×٣

B(x)︸ ︷︷ ︸
٣×n

, (٢۵.٣)

به�صورت iام گره برای ϕi(x) شکل تابع نوشت.

ϕi(x) =
m∑
j=١

pj(x)(A
−١(x)B(x))ji = pT(x)(A−١B)i. (٢۶.٣)

کمترین تقریب که است x برحسب تابعی a ضریب متحرک، مربعات کمترین تقریب در می�شود. تعریف
کلی دامنه در متحرک مربعات کمترین شکل تابع بنابراین می�سازد. پیوسته به�طور را وزنی مربعات
تقریب هستند. پیوسته خطی قطعه�وار شکل توابع وزنی، مربعات کمترین تقریب در بود. خواهد پیوسته
راحتی برای دید. می�توان متحرک مربعات کمترین تقریب از خاص شکلی در را وزنی مربعات کمترین

به�صورت (٢۵.٣) معادله شکل، توابع جزیی مشتقات آوردن بدست در

ΦT (x) = γT (x)B(x),

که می�شود بازنویسی

γT = pTA−١,

می�شود: حاصل بالا معادله از γ(x) است، متقارن A چون

Aγ = p,

معادلات حل با می�توان را γ جزیی مشتقات

Aγ ,i = p,i −A,iγ

Aγ ,j = p,j − (A,jγ ,j +A,jγ ,i +A,ijγ)

Aγ ,jk = p,jk − (A,iγ ,jk +A,jγ ,ik +A,kγ ,j +A,jγ ,k

+A,ikγ ,j +A,jkγ ,i +A,jkγ).
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مشتقات است. جزیی مشتقات نشانگر کاما و هستند y و x مختصات بیانگر k و j ،i که آورد بدست
آورد: بدست زیر عبارات از استفاده با می�توان Φ شکل تابع جزیی

ΦT
,i = γT

,iB+ γTB,i

ΦT
,j = γT

,jB+ γT
,iB,j + γT

,jB,i + γTB,j

ΦT
,jk = γT

,jkB+ γT
,jB,k + γT

,ikB,j + γT
,jkB,i

+ γT
,iB,jk + γT

,jB,ik + γT
,kB,j + γTB,jk

میدانی نقاط شود. تشکیل مبهم نقطه هر برای می�تواند حامی دامنه متحرک مربعات کمترین تقریب در
می�رود. بکار نقطه این در مجهول تابع برای متحرک مربعات کمترین تقریب از استفاده با محمل، دامنه
وارون�پذیر (٢۴.٣) معادله ماتریسAدر تا باشد کافی باید دامنه، محمل در شده انتخاب ،n گره�ها، تعداد

باشد.
خوش�وضع و A−١ آوردن بدست برای دارد. m پایه�ای توابع تعداد و گره�ای توزیع به بستگی n انتخاب
با باید این و ندارد وجود n مقدار بهترین برای تئوری هیچ متاسفانه باشد. n ≫ m باید ،A بودن

شود. حاصل عددی آزمایش

وزن تابع انتخاب ١.٣.٣

پیوستگی Φاز تابع متحرک مربعات کمترین تقریب شکل تابع پیوستگی که می�دهد نشان (٢۶.٣) معادله
نیز وزن تابع هموار�سازی به همچنین و می�کند پیروی B و A ماتریس�های بودن هموار و p پایه تابع

می�کند. ایفا متحرک مربعات کمترین تقریب اجرای در مهمی نقش وزن تابع بنابراین است. وابسته
باشد[٢٣]: دارا را زیر خواص باید وزن تابع است. ضروری شکل توابع ساخت در w وزن تابع محاسبه

باشد. منفی غیر .١

باشد. فشرده محمل دارای .٢

باشد. مشتق�پذیر و پیوسته .٣

نمایی، توابع مثال برای شده�اند. پیشنهاد متحرک مربعات کمترین تقریب برای متفاوتی وزن توابع
برای دقیقی ریاضی اثبات هیچ تاکنون که آن�جایی از هستند. کسری و گاوسی اسپلاین، مخروطی،
است. وسیعی انتخاب گستره دارای وزن تابع انتخاب نمی�باشد، دسترس در مناسب وزن تابع نوع تعیین
ولی است شده انجام زیادی مقالات در مختلف، وزن توابع در خطا همگرایی سرعت مقایسه مطالعه

است. نیاز مورد موضوع این در بیشتری تحقیقات
می�شوند: انتخاب زیر ویژگی�های دارابودن برحسب همیشه Ŵ (x− xi) اخیر، مطالعات در

دامنه. محمل درون Ŵ (x− xi) > ٠ •
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دامنه. محمل خارج Ŵ (x− xi) = ٠ •

می�یابد. کاهش x نقطه از یکنواخت به�طور Ŵ (x− xi) •

است. هموار Ωs مرز روی Ŵ (x− xi) •

رایج�ترین می�شود. استفاده اسپلاین توابع و نمایی توابع از اغلب که می�باشد دلخواه وزن تابع انتخاب
است: آمده زیر در وزن توابع

سه. درجه اسپلاین تابع .١

Ŵi(x) =


٢/٣− ۴r̄٢i + ۴r̄٣i , r̄i ≤ ٠٫ ۵

۴/٣− ۴r̄i + ۴r̄٢i − ۴/٣r̄٣i , ٠٫ ۵ < r̄i ≤ ١
٠. r̄i > ١

(٢٧.٣)

می�باشد. دوم مرتبه پیوستگی دارای که

چهارم. درجه اسپلاین تابع .٢

Ŵi(x) =

{
١− ۶r̄٢i + ٨r̄٣i − ٣r̄۴i , r̄i ≤ ١

٠. r̄i > ١
(٢٨.٣)

می�باشد. سوم مرتبه پیوستگی دارای که

نمایی. تابع .٣

Ŵi(x) =

{
e−(r̄i/α)

٢
, r̄i ≤ ١

٠. r̄i > ١
(٢٩.٣)

و است. شکل پارامتر ثابت α که

r̄i =
di
rw

=
|x− xi|

rw
, (٣٠.٣)

وزن تابع برای دامنه محمل اندازه rw و می�باشد x نقطه تا xi گره بین فاصله di = |x− xi| که
است.

پیوستگی مجموع، یگانگی ویژگی دارای متحرک مربعات کمترین روش با شده تعین شکل توابع نکته:
کرونکرهستند[٢٢]. دلتای خاصیت فاقد و
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.m = ١ و α, β = ٠٫ ٣ برای (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در متحرک مربعات کمترین روش شکل تابع :۶.٣ شکل

المان بدون روش با ناپایدار گرمای جریان مساله فرمول�بندی ۴.٣
گالرکین

شده توزیع گره�های از مجموعه�ای به تنها مش، بدون روش�های دیگر مشابه گالرکین المان بدون روش
وزن تابع طبق گره�ها بین ارتباط است. گره�ها بین اتصالات ایجاد از بی�نیاز و دارد نیاز مساله دامنه در
برای وزن، تابع که است این فشرده محمل از منظور می�شود. تعریف دارد، نام فشرده محمل که گره�ای
توابع ساختن برای می�گیرد. مقدار می�شود، نامیده گره تاثیر ناحیه که خود اطراف ناحیه در تنها گره هر
تقریب می�شود. استفاده متحرک مربعات کمترین تقریب از معمولا گالرکین، المان بدون روش در شکل

می�باشد: مولفه سه بر مبتنی متحرک مربعات کمترین

گره، هر با متناظر فشرده محمل با وزن تابع .١

چندجمله�ای، پایه�ای توابع .٢

دارد. بستگی گره موقعیت به که ضرایب مجموعه .٣



۴٩ گالرکین المان بدون روش با ناپایدار گرمای جریان مساله فرمول�بندی .۴.٣

مقایسه و روش همگرایی سرعت به حاصل نتایج اعلام و عددی آزمایش چندین دادن انجام با بلیچکو
روی بر مساله دامنه در گره�ها بودن نامنظم که داد نشان او کرد. اشاره متناهی عناصر روش با آن
خطی مسایل از وسیعی طیف حل برای روش�ها این ترتیب این به داشت. نخواهد تاثیر روش اعمال
مسایل نیز و پوسته و صفحه ساختارهای مسایل سه�بعدی، و دوبعدی حالت در الاستیک غیرخطی و
مثلا آن بهبود و دیگر روش�های با آن ترکیب و روش این کاربرد�های تمامی رفت. به�کار الکترومغناطیس
روشی عنوان به گالرکین المان بدون روش کم�کم که است مطلب این بر گواه عددی، انتگرال�گیری زمینه در
گسترده�ای کاربرد ... و شکاف گسترش مسایل در نیز و مکانیکی محاسبات حوزه در مناسب و کارا
را روش این مراحل خلاصه به�طور است بهتر داشته�باشیم، روش از کلی دید این�که برای داشت. خواهد

روش: این در کنیم. بیان

می�شود. داده نمایش پراکنده گره�های از تعدادی با مساله دامنه .١

می�شود. گرفته بکار شکل توابع ساخت برای متحرک مربعات کمترین تقریب .٢

معادله متحرک، مربعات کمترین تقریب توسط و شده پیاده�سازی معادله روی گالرکین ضعیف فرم .٣
می�شود. گسسته�سازی

می�آید. بدست مساله ماتریسی فرم .۴

محاسبه به نیاز مساله حل برای می�شود. سلول�بندی مساله دامنه انتگرال�ها، محاسبه برای � .۵
است. انتگرالی عبارت�های

آن گالرکین ضعیف شکل و حاکم معادله ١.۴.٣

بگیرید. نظر در (۴.١) و (٣.١) ،(٢.١) مرزی شرایط با Γ مرز و Ω دامنه روی را (١.١) حاکم معادله
به�صورت منطقه�ای شعاعی درونیابی روش به فرمول�بندی همانند معادله این ضعیف شکل

∫
Ω

∇w
(
k١

∂T

∂x
+k٢

∂T

∂y

)
dΩ+

∫
Ω

w
(
cρ

∂T

∂t
−Q
)
dΩ−

∫
Γ٢

w.q̄dΓ−
∫
Γ٣

wh(Tf−T )dΓ = ٠.

(٣١.٣)
به�صورت می�توان را Π(T ) تابعک است.

Π(T ) =
١
٢

∫
Ω

[
k١

(∂T
∂x

)٢
+
(
k٢

∂T

∂y

)٢]
dΩ +

∫
Ω

T
(
cρ

∂T

∂t
−Q

)
dΩ

−
∫
Γ٢

T.q̄dΓ−
∫
Γ٣

h
(
TTf −

T ٢

٢
)
dΓ.

(٣٢.٣)
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آنگاه: باشد، δΠ = ٠ کنید فرض کرد. ∫تعریف
Ω

δT.cρ.
∂T

∂t
dΩ +

∫
Ω

δ(LT )T k̃(LT )dΩ−
∫
Ω

δT.QdΩ

−
∫
Γ٢

δT.q̄dΓ−
∫
Γ٣

δT.h
(
Tf − T

)
dΓ = ٠,

(٣٣.٣)

به�صورت دیفرانسیلی عملگر L و وردشی عملگر δ که

L(.) =

[
∂
∂x
∂
∂y

]
(.),

و

k̃ =

[
k١ ٠
٠ k٢

]
.

هستند.

ضعیف شکل گسسته�سازی ٢.۴.٣

فشرده محمل دامنه اجتماع و می�گیریم بکار Ω دامنه در را nt گره مساله، ضعیف شکل گسسته�سازی برای
در T (x, t) دمای متحرک، مربعات کمترین تقریب تابع از بپوشاند. را Ω باید I = ١,٢, · · · , nt ،ΩI

می�شود: بیان زیر به�صورت t زمان در Ω دامنه در x = (x, y) دلخواه نقطه

T (x, t) =
n∑

I=١
ϕI(x)TI(t) = Φ(x)T, (٣۴.٣)

به�علاوه است. x نقطه شامل فشرده محمل دامنه در گره�ها تعداد n که

Φ(x) = (ϕ١(x), ϕ٢(x), · · · , ϕn(x)),

و

T = (T١(t), T٢(t), · · · , Tn(t))
t,

که
∂T

∂t
=

∂

∂t

n∑
I=١

ϕITI(t) =
n∑

I=١
ϕI(x)

∂TI(t)

∂t
= Φ(x)Ṫ, (٣۵.٣)

به�طوری�که

Ṫ =
(∂T١(t)

∂t
,
∂T٢(t)

∂t
, · · · , ∂Tn(t)

∂t

)t
,

داریم:

LT = L
n∑

I=١
ϕI(x)TI(t) =

n∑
I=١

[
∂
∂x
∂
∂y

]
ϕI(x)TI(t) = B(x)T, (٣۶.٣)

که

B(x) = (B١(x),B٢(x), · · · ,Bn(x)),
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و

BI(x) =

[
ϕI,x(x)

ϕI,y(x)

]
.

داریم: (٣٣.٣) معادله در (٣۶.٣) و (٣۵.٣) ،(٣۴.٣) معادلات جایگذاری ∫با
Ω

δ[Φ(x)T]cρ[Φ(x)Ṫ]dΩ

+

∫
Ω

δ[B(x)T]tk̃[B(x)T]dΩ

−
∫
Ω

δ[Φ(x)T].QdΩ−
∫
Γ٢

δ[Φ(x)T].q̄dΓ

−
∫
Γ٣

δ[Φ(x)T].hTfΓ

+

∫
Γ٣

δ[Φ(x)T]h[Φ(x)T]dΓ = ٠

(٣٧.٣)

به�صورت می�توان (٣٧.٣) اول ∫جمله
Ω

δ[Φ(x)T]cρ[Φ(x)Ṫ]dΩ

= δTT
[ ∫

Ω

ΦT (x).cρ.Φ(x)dΩ
]
.Ṫ

= δTT .C.Ṫ,

(٣٨.٣)

که نوشت
C =

∫
Ω

ΦT(x).cρ.Φ(x)dΩ. (٣٩.٣)

که: است nt × nt ماتریسی C = [CIJ ] و
CIJ =

∫
Ω

ΦI(x).cρ.ΦJ(x)dΩ.

به�صورت (٣٧.٣) معادله دوم ∫جمله
Ω

δ[B(x)T]tk̃[B(x)T]dΩ

= δTT
[ ∫

Ω

BT (x).k̃.B(x)dΩ
]
.T

= δTT .K.T,

(۴٠.٣)

که می�شود نوشته
K =

∫
Ω

BT (x).k̃.B(x)dΩ. (۴١.٣)

به�طوری�که: است nt × nt ماتریس K = [KIJ ] و
KIJ =

∫
Ω

[
ki
∂ΦI

∂x

∂ΦJ

∂x
+ k٢

∂ΦI

∂y

∂ΦJ

∂y

]
dΩ. (۴٢.٣)

به�صورت می�توان (٣٧.٣) معادله سوم ∫جمله
Ω

δ[Φ(x)T].QdΩ = δTT

∫
Ω

ΦT .QdΩ = δTT .F(١), (۴٣.٣)
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که نوشت
F(١) =

(
f
(١)
١ (t), f

(١)
٢ (t), · · · , f (١)

n (t)
)T

, (۴۴.٣)

f
(١)
I (t) =

∫
Ω

ΦI(x).QdΩ. (۴۵.٣)

شکل به (٣٧.٣) معادله چهارم ∫جمله
Γ٢

δ[Φ(x)T].q̄dΓ = δTT

∫
Γ٢

ΦT .q̄dΓ = δTT .F(٢), (۴۶.٣)

که می�شود نوشته
F(٢) =

(
f
(٢)
١ (t), f

(٢)
٢ (t), · · · , f (٢)

n (t)
)T

,

f
(٢)
I (t) =

∫
Γ٢

ΦI(x).q̄dΓ.

به�صورت می�توان (٣٧.٣) معادله پنجم ∫جمله
Γ٣

δ[Φ(x)T].hTfdΓ

= δTT

∫
Γ٣

ΦT .hTfdΓ

= δTT .F(٣),

(۴٧.٣)

که نوشت
F(٣) =

(
f
(٣)
١ (t), f

(٣)
٢ (t), · · · , f (٣)

n (t)
)T

,

f
(٣)
I (t) =

∫
Γ٣

ΦI(x).hTfdΓ.

به�صورت (٣٧.٣) معادله ششم ∫جمله
Γ٣

δ[Φ(x)T]h[Φ(x)T]dΓ

= δTT
[ ∫

Γ٣

ΦT (x)hΦ(x)dΓ
]
T

= δTT .H.T.

(۴٨.٣)

به�طوری�که ،nt × nt ماتریس H = [HIJ ] که است
HIJ =

∫
Γ٣

ΦI(x).h.ΦJ(x)dΓ.

(٣٧.٣) معادله در (۴٨.٣) و (۴٧.٣) ،(۴۶.٣) ،(۴٣.٣) ،(۴٠.٣) ،(٣٨.٣) معادلات جایگذاری با
داریم:

δTT .
(
CṪ+KT+HT− F(١) − F(١) − F(٢) − F(٣)

)
= ٠ (۴٩.٣)
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داریم: است، دلخواه δTT چون
CṪ+ (K+H)T = F, (۵٠.٣)

که
F = F(١) + F(٢) + F(٣).

متغیر تنها زمان که می�شود گسسته�سازی (۵٠.٣) معمولی دیفرانسیل معادله به (٣٣.٣) معادله اکنون
از این�جا در که می�شود انتخاب زمان گسسته�سازی برای رایج دونقطه�ای تفاضلات طرح روش است. آن

است: شده استفاده نیکلسون کرانک )روش
C+

∆t(K+H)

٢

)
Tn+١ =

(
C− ∆t(K+H)

٢

)
Tn +

∆t(Fn+١ + Fn)

٢ . (۵١.٣)

که
Tn+١ = T ((n+ ١)∆t) , Tn = T(n∆t),

Fn+١ = F ((n+ ١)∆t) , Fn = F(n∆t).



۵۴



۴ فصل

روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل
بهبودیافته مش بدون

توابع زیرا شود اعمال گره�ها در مستقیم به�طور می�تواند دیریکله مرزی شرایط متناهی، عناصر روش در
شرط�های در می�آیند بدست طریق این از که نتایجی و هستند درونیاب متناهی عناصر روش در شکل
توابع از متناهی عناصر روش برخلاف مش بدون روش�های می�کنند. صدق دیریکله مرزهای سازگاری
خاصیت در بنابراین می�شوند، ساخته متحرک مربعات کمترین تقریب وسیله به که می�کنند استفاده شکلی
که می�شوند اعمال گره�ای مقادیر در مستقیم به�طور دیریکله مرزی شرایط نمی�کنند. صدق کرونکر دلتای
مرزی شرایط اعمال و نیست معتبر متحرک مربعات کمترین تقریب برپایه مش بدون روش برای دیگر
را کرده�اند پیدا گسترش مشکل این حل برای که روش�هایی دارد. نیاز اضافه�تری راهکارهای به دیریکله

کرد[۴۵]: دسته�بندی زیر رده سه در می�توان

دیریکله. مرزی شرایط مستقیم تحمیل منظور به شکل توابع اصلاح .١

روش دیریکله مرزهای نزدیکی در به�طوری�که مش بدون روش با متناهی عناصر روش ترکیب .٢
شود. گرفته بکار متناهی عناصر

دیریکله. مرزهای طول در موثر عبارت شدن شامل منظور به ضعیف فرم اصلاح .٣

تابع عنوان به هوی��ساید پله�ای تابع از که می�پردازیم بهبودیافته مش بدون روش دو بیان به فصل این در
می�شود. استفاده تست



۵۶ بهبودیافته مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .۴

اسپلاین نقطه�ای درونیابی با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل ١.۴
هموار نازک صفحه�ای

می�شود بیان پنالتی تابع روش از استفاده با بخش این در نازک١ صفحه�ای اسپلاین درونیابی هموارسازی
دیفرانسیل معادلات برای منطقه�ای، ضعیف شکل می�رود. بکار ناپایدار گرمای جریان مسایل آنالیز در که
منطقه�ای وزنی باقی�مانده روش وسیله به که می�شود استفاده ناپایدار گرمای جریان جزیی مشتقات با
داشتن با ضروری، مرزی شرایط است. هوی�ساید پله�ای تابع تست، تابع روش این� در می�یابد. گسترش

شوند. سازی پیاده شکل توابع عنوان به متناهی عناصر روش مثل می�توانند کرونکر، دلتای شرط

هموار نازک صفحه�ای اسپلاین از استفاده با نقطه�ای درونیابی ١.١.۴

نازک صفحه�ای اسپلاین

یا دو در است ممکن درنتیجه می�باشد اسپلاین�ها هموارسازی و درونیابی روش نازک، صفحه�ای اسپلاین
مینیمم�سازی با دوچان٢ توسط مهندسی طرح�های در نازک صفحه�ای اسپلاین شود. استفاده بیشتری ابعاد
هستند. بعد یک در مکعبی طبیعی اسپلاین از تعمیمی اسپلاین�ها، این است[١٠]. شده معرفی انتگرال
هستند. صفر انتهایی نقاط در دوم مشتقات است. پیوسته دوم مرتبه مشتقات دارای اسپلاین ساختار
درونیابی حالت فیزیکی برانگیختن نازک، صفحه�ای اسپلاین می�رود. بکار دوبعد در خوبی به مفهوم این
است تابعی انتخاب براساس آن ساختار است. (xi, yi, f(xi, yi)) دلخواه داده�ای فضای برای دوبعدی
اسپلاین�های ایده بعد، n در می�نماید. بیان را رویه سطح انرژی و می�کند مینیمم�سازی را انتگرال که
yi = f(xi) که (xi, yi) داده�ای نقاط روی دقیق به�طور که است f(x) تابع انتخاب نازک صفحه�ای

است: زیر به�صورت رویه انرژی و می�شود درونیابی

E[f ] =

∫
Rn

|D٢f |٢dx,

است. ماتریس عناصر مربعات مجموع |D٢f |٢ و f دوم مرتبه جزیی مشتقات با ماتریسی D٢x

درونیابی را yi = f(xi) یعنی (xi, yi) داده�ای نقاط دقت با که را f(x) تابع باید ابتدا دوبعدی حالت در
کند: مینیمم�سازی را J(f) تابعک پنالتی تابع و شود انتخاب می�کند،

J(f) =

∫∫
R٢

(
f٢xx + ٢f٢xy + f٢yy

)
dxdy.

به�صورت که هستیم روبه�رو بهینه�سازی مساله یک با حقیقت در

min J(f)

s.t hj(f) = yj − f(xj) = ٠, j = ١,٢, · · · , q.

١Smoothing Thin Plate Spline
٢Duchon
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همچنین هستند. x مولفه�های xi که است dx = dx١ · · · dxn کوچک، بی�نهایت المان می�شود. بیان
لازم که می�شود انتخاب طوری f تابع است. ممکن منظم�سازی برای هموار، پارامتر با مساله فرمول�بندی

می�گیرد: انجام مینیمم�سازی اما شوند درونیابی داده�ای نقاط همه دقیق به�طور نیست

E[f ] =
m∑
i=١

|f(xi)− yi|٢ + λ

∫
Rn

|D٢f |٢dx. (١.۴)

متقابل معتبرسازی روش از که است مناسب λ انتخاب هدف که است هموارسازی پارامتر λ > ٠ که
دارد. وجود داده�ای نقطه m که می�دهد نشان مجموع می�کنیم. بیان ادامه در که می�آید بدست تعمیم�یافته٣
چندجمله�ای همچنین است. داده�ای نقاط از xi برحسب s آرگومان با گرین تابع از خطی ترکیب f مینیمم

به�صورت خطی

f(x) =
m∑
i=١

aiG(x,xi) +

b٠ +
n∑

j=١
bjxj

 .

بردار را a ،yi مقادیر مولفه برحسب m × ١ بردار را y است. x متغیر jام مولفه xj که دارد وجود
yi = f(xi) قید می�کنیم. تعریف bj مولفه برحسب (n+١)×١ برداری b و ai مولفه برحسب m×١

می�شود: زیر معادلات دستگاه به منجر

y = R٠a+Pmb,

سطر که است m × (n + ١) ماتریسی Pm و است Rij = G(xi, yj) با m × m ماتریسی R٠ که
دارای معادله .PT

ma = ٠ به�طوری�که می�آید، [٢۵] در تابعی آنالیز از تعامد شرط می�باشد. (١, xi) آن
است: زیر جواب

a = R−١
٠ (y −Pmb),

b = (PT
mR

−١
٠ Pm)

−١PT
mR

−١
٠ y.

است. شده محاسبه اول b که
حالتی این می�شود صفر دوم درجه شکل است، صفر a وقتی می�باشد. aTR٠a خمش، انرژی مینیمم
ندارد. وجود آن سطح در خمشی هیچ که است ابرصفحه�ای آن منحنی که باشد خطی تابعی f که است

هموار نازک صفحه� اسپلاین ٢.١.۴

ساختار در یکتایی درنتیجه است حساس نقاط از مشتق�گیری برای هموار صفحه�ای اسپلاین�های درونیابی
برای پنالتی تابع روش بنابراین می�افتد، اتفاق آسانی به مش بدون روش�های مشتقات و شکل توابع
بهینه مساله براساس محدودیت شرط که می�رود بکار محدودیت بدون مساله�ای به مساله محدودیت تغییر

می�شود. کم سازی

٣Generalized Cross-Validation
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مشتقات و شکل توابع کردن هموار مشخصه�های اما کند کم را مشتق�گیری تاثیر نمی�تواند فرآیند این تنها
می�بخشد[۵]. بهبود را آن

می�توانیم را آن مشتقات و می�آوریم بدست داده هموارسازی بهینه مقدار تخمین برای کارآمد و موثر روشی
بررسی t ∈ [٠,١] برای را y(t) = g(t)+ ε(t) مدل بزنیم. تخمین دیفرانسیل داده�های بهینه اسپلاین با

و است تصادفی فرآیند خطای ε(t) و هموار منحنی g(t) که می�کنیم
Eε(s)ε(t) = σ٢, Eε(t) = ٠, s = t,= ٠.

که
g ∈ W

(m)
٢ = {f : f, f ′, · · · , f (m−١) ; f (m) ∈ L[٠,١]٢},

باشد. مجهول است ممکن σ٢ واریانس خطای
g تخمین می�شود. بیان است، ٠ ≤ t١ < t٢ < · · · < tn ≤ ١ که t = t١, t٢, · · · , tn برای y(t)

است: زیر مساله جواب gn,λ که است gn,λ به�صورت

بیابید f ∈ W (m)
٠ مینیمم�سازی برای ١

n

n∑
j=١

(f(tj)− yj)
٢ + λ

∫ ١

٠

(
f (m)(u)

)٢
du,

کنترل را جواب بین سنجش λ پارامتر است. ٢m − ١ درجه از هموار چندجمله�ای اسپلاین gn,λ تابع
می�شود اندازه�گیری ١

n

∑n
j=١(f(tj)− yj)

٢ وسیله به داده و می�شود بیان
∫ ١
٠ [f

(m)(u)]٢du با و می�کند
می�شود: تعریف زیر صورت به R(λ, g) = R(λ) میانگین مربع خطای بنابراین و

V (λ) =
١
n
∥(I − A(λ))y∥٢/

[١
n
trace(I − A(λ))

]٢
.

می�کند: صدق زیر رابطه در که است n× n ماتریسی A(λ) و y = (y١, y٢, · · · , yn)t که
(gn,λ(t١), · · · , gn,λ(tn))t = A(λ)y,

می�شود: تعریف زیر به�صورت R̂(λ) با ER(λ) از بی�اثر تخمین [۵] .١.١.۴ قضیه

R̂(λ) =
١
n
∥(I − A(λ))y∥٢ − σ٢

n
trace(I − A(λ))٢ +

σ٢

n
traceA٢(λ),

.ER̂(λ) = ER(λ) که
پیشنهاد مالاس۴ توسط نوع این تخمین کرد. انتخاب مناسب λ می�توان ،R̂(λ) مینیمم�سازی با بنابراین
که است داده�ای از ER(λ) مینیمم�سازی برای مناسب تخمین آوردن بدست� اصلی نتیجه شد[٢۴]. داده
می�کند. برآورد را λ که می�نامند تعمیم�یافته متقابل معتبرسازی تخمین تخمین، این ندارد. نیازی σ٢ به

می�شود: تعریف زیر به��صورت V (λ) مینیمم�سازی

V (λ) =
١
n
∥(I − A(λ))y∥٢/

[١
n
trace(I − A(λ))

]٢
.

که {ti}ni=١ = {tin}ni=١ مش دنباله روی و g روی کلی شرایط تحت که داد خواهیم نشان حال
دارد. وجود ER(λ) مینیمم�سازی ،λ همسایگی برای EV (λ)− σ٢ ≃ ER(λ) است، n = ١,٢, · · ·

۴Mallaws
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λ̃ = λ̃(n) دنباله ،{tin}ni=١ مش�های دنباله روی مناسب شرایط و g ∈ W
(m)
٢ برای [۵] .٢.١.۴ قضیه

دارد: وجود زیر ویژگی با EV (λ) مینیمم�سازی از

lim
n→∞

ER(λ̃)

minER(λ)
= ١.

وقتی میانگین مربعات خطای مینیمم�سازی به منجر λ̃ مربعات میانگین خطای که می�گوید قضیه این
می�شود. n → ∞

معتبرسازی شهودی نظریه می�کنیم. بررسی را تعمیم�یافته متقابل معتبر�سازی تخمین منشا اکنون
می�آید. زیر صورت به و است ساده تقریبا متقابل،

yk نقطه تولید برای g[k]n,λ قابلیت باشد، k جز به داده نقاط از استفاده با هموار اسپلاین g[k]n,λ کنید فرض
زیر عبارت که باشد f ∈ W

(m)
٢ تابع g[k]n,λ کنید فرض می�شود. پیش�بینی λ برای خوب اندازه عنوان به

می�کند: مینیمم�سازی را
١
n

n∑
j=١,j ̸=k

(f(tj)− yj)
٢ + λ

∫ ١

٠

(
f (m)(u)

)٢
du,

کنید فرض و

V٠(λ) =
١
n

n∑
k=١

(
g
[k]
n,λ(tk)− yk

)٢
.

کند. مینیمم را V٠(λ) که می�شود تعریف محوری ،λ متقابل معتبرسازی تخمین
R(λ) مینیمم�سازی برای خوب تخمینی ،V٠(λ) مینیمم�سازی که می�دهد نشان [۴١] مونت�کارلو۵ آزمون
خاص حالت همچنین است. V٠(λ) مینیمم کردن بهینه� به وابسته تئوری نتایج می�کند. ایجاد σ و g روی
متقارن حالت را آن که می�آید بدست j = ١,٢, · · · , n برای tj = j/n در gn,λ و g قیود با هم�ارز

می�نامیم.
tk در پیش�بینی خطای که می�کنند رفتار متقارن به�طور داده�ای نقاط تمام متقارن، حالت در که کنید توجه

می�کنیم: فرض کلی حالت در است. وزن�دار tj هر مشابه

V (λ) =
n∑

k=١

(
g
[k]
n,λ(tk)− yk

)٢
wk(λ), (٢.۴)

اگر هستند. g غیرتناوبی و نامنظم داده�ای فضای جبران برای wk(λ) وزن�های که

wk(λ) =
[
(١− akk(λ))

/١
n
trace(I − A(λ))

]٢
,

باشند. A(λ) از قطری المان {akk(λ)} ،k = ١,٢, · · · , n برای که
نوشت: زیر به�صورت را (١.۴) معادله با متناظر پنالتی تابع می�توان بنابراین

F (f, λ) =
١
q

q∑
j=١

h٢j (f) + λJ(f),

minF (f, λ),

۵Monte Carlo
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اگر می�کند. درونیابی را داده�ها دقت به f تابع باشد، λ = ٠ اگر است. ثابت هموارسازی پارامتر λ که
می��آورد. بدست را ماورایی صفحه f تابع باشد، بزرگ بسیار λ

به�صورت شد، بیان (١.۴) معادله در که هموار تابعک

E[f ] =

∫
R٢

(
m∑
i=١

|f(x)− yi|٢δ(x− xi) + λ|D٢f |٢
)
dx,

به�صورت اویلر�ـ�لاگرانژ دیفرانسیل معادله می�باشد. دیراک دلتای تابع δ(x) که می�شود بازنویسی

٠ =
m∑
i=١

(f(x)− yi)δ(x− xi) + λ∆٢f,

شکل به دیفرانسیل معادله جواب گرین، تابع از استفاده با است. بای�هارمونیک عملگر ∆٢ که است

f(x) =
m∑
i=١

yi − f(xi)

λ
R(x,xi)+

b٠ +
n∑

j=١
bjxj

 =
m∑
i=١

wiG(x,xi)+

b٠ +
n∑

j=١
bjxj

 .

(٣.۴)
و است x بردار jام مولفه xj که می�شود

ak = (yk − f(xk)) /λ,

که
yk = f(xk) + λak.

به�صورت xk نقطه در (٣.۴) معادله

yk = f(xk) + λak =
m∑
i=١

aiR(xk, xi) +

b٠ +
n∑

j=١
bjx

(k)
j

+ λak,

داریم: ماتریسی و برداری فرم به آن نوشتن با است. xk jام مولفه a(k)j که است
y = (R٠ +NλI)a+Pmb = u, (۴.۴)

به�صورت تعامد شرط معادله است، m×m مشخصه ماتریس I که
PT

ma = ٠, (۵.۴)

را مشتقات می�آوریم[١٠]. بدست داده هموارسازی بهینه مقدار تخمین برای کارآمد و موثر روشی است.
و است شکل تابع پارامتر η و Ri(x, y) = rηi که زد، تخمین بهینه اسپلاین دیفرانسیل داده از می�توان

به�صورت دوبعدی مساله برای xi گره و x درونیاب نقطه بین مسافت r
r =

√
(x− xi)٢ + (y − yi)٢,

است: شده بیان زیر در PT
m و R٠ ماتریس�های می�شود. تعریف

R٠ =


R١(r١) R٢(r١) · · · Rq(r١)

R١(r٢) R٢(r٢) · · · Rq(r٢)
... ... . . . ...

R١(rq) R٢(rq) · · · Rq(rq)


q×q

,
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PT
m =


١ ١ ١ ١
x١ x٢ · · · xq

... ... . . . ...
pm(x١) pm(x٢) · · · pm(xq)


m×q

.

به�صورت چندجمله�ای ضرایب بردار و نازک صفحه�ای اسپلاین ضرایب بردار
aT = { a١ a٢ · · · an }.

bT = { b١ b٢ · · · bn }.

هستند.

شکل تابع ساختار ٣.١.۴

x١, x٢, · · · , xN مجزای نقاط از مجموعه�ای با که Ω دامنه در شده تعریف u(x) تابع بررسی با
به�صورت u(x) شده گسسته�سازی تابع مقادیر شده�اند، گسسته�سازی

uh(x) =
n∑

i=١
Ri(x)ai +

m∑
j=١

Pj(x)bj = RT(x)a+PT(x)b. (۶.۴)

در دامنه منطقه�ای محمل در گره تعداد n است. نازک صفحه�ای اسپلاین تابع Ri(x) که می�شود تعریف
و ai و چندجمله�ای پایه�ای توابع تعداد m ،xT = [x, y] مختصات در پاسکال پایه�ای توابع Pj(x) ،x

هستند[١٠]. درونیابی ثابت�های bi
ماتریسی شکل به معادلات از مجموعه�ای ،(۵.۴) و (۴.۴) معادلات ترکیب ]با

R٠ +NλI Pm

PT
m ٠

]{
a

b

}
=

{
u

٠

}
. (٧.۴)

می�شوند: معین زیر به�صورت b و a ،(٧.۴) معادلات دستگاه حل با می�شود. حاصل

b = Sbu, a = Sau,

Sb = [PT
m(R٠ +NλI)−١Pm]

−١PT
m(R٠ +NλI)−١,

Sa = (R٠ +NλI)−١(I−PmSb),

به�صورت می�توان را (۶.۴) معادله

uh(x) = [RT (x)Sa +PT (x)Sb]u

= Φ(x)u =
n∑

k=١
φk(x)uk,

که کرد بازنویسی

φk(x) =
n∑

i=١
Ri(x)Saik +

m∑
j=١

Pj(x)Sbjk.
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شکل به آسانی به می�توان را شکل توابع جزیی مشتقات

ϕk,x =
∂ϕk(x)

∂x
=

n∑
i=١

∂Ri

∂x
Saik +

m∑
j=١

∂pj
∂x

Sbjk,

ϕk,y =
∂ϕk(x)

∂y
=

n∑
i=١

∂Ri

∂y
Saik +

m∑
j=١

∂pj
∂y

Sbjk,

(٨.۴)

نوشت.

شکل توابع برحسب همبستگی پارامتر ۴.١.۴

منظم گسسته گره (۵× ۵) گره ٢۵ با بعد دو در Ω = [−١,١]× [−١,١] مستطیلی دامنه یک بررسی
λ = ٣٫ ۵×١٠−۴ و η = ٣ انتخاب با هستند. شکل توابع برحسب همبستگی پارامترهای λ و η است.
مرتبه مشتقات و شکل توابع می�شود. ارزیابی (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در اول مرتبه مشتقات و شکل تابع
زده تخمین است، η = ۶٫ ٠٠١ وقتی (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در نازک صفحه اسپلاین از شده نتیجه�گیری اول

می�شود.
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.(٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در η = ٣ با نازک صفحه اسپلاین هموارسازی روش شکل تابع مقادیر :١.۴ جدول

dy٢ϕ dx٢ϕ dyϕ dxϕ ϕ y x n

٠٫ ١٠٩١ ٠٫ ١٠٩١ ٠٫ ٠۴٨٠ ٠٫ ٠۴٨٠ −٠٫ ٠٢۴٠ −١ −١ ١
−٠٫ ٠٧٣٨ −٠٫ ١۴٠٩ ٠٫ ٠٠٣٨ −٠٫ ٢٣٧١ ٠٫ ٠١٨۴ −٠٫ ۵ −١ ٢
−٠٫ ٠٣٩٨ −٠٫ ٢٢٧٢ −٠٫ ٠۴١١ ٠٫ ١۶۵١ ٠٫ ٠۴١٢ ٠ −١ ٣
٠٫ ٢٣٠۵ ٠٫ ٢٩۴٣ ٠٫ ٠۶٩۴ ٠٫ ٠١٣٠ −٠٫ ٠۴٢۶ ٠٫ ۵ −١ ۴
−٠٫ ٢٣٧٨ −٠٫ ١٣٠٢ −٠٫ ٠١٠۵ −٠٫ ٠٠٣٧ ٠٫ ٠۴١٨ ١ −١ ۵
−٠٫ ١۴٠٩ −٠٫ ٠٧٣٨ −٠٫ ٢٣٧١ ٠٫ ٠٠٣٨ ٠٫ ٠١٨۴ −١ −٠٫ ۵ ۶
−٠٫ ١١۶٢ −٠٫ ١١۶٢ ٠٫ ١۵٠٨ ٠٫ ١۵٠٨ ٠٫ ٠٠۴٧ −٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٧
٠٫ ٢٣۴۴ ٠٫ ٣٧۶٣ −٠٫ ٠٨۴١ ٠٫ ١٧٢٨ −٠٫ ٠٧٣١ ٠ −٠٫ ۵ ٨
−٠٫ ۵٣٠۴ −٠٫ ٠٣۶٩ ٠٫ ٠۶٧٠ −٠٫ ١٠۴٣ ٠٫ ٠۶۵٨ ٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٩
٠٫ ۵٩۵٧ ٠٫ ٢٢٣٩ −٠٫ ١٧۵۴ ٠٫ ٠٠۵٢ −٠٫ ١۵٣۵ ١ −٠٫ ۵ ١٠
−٠٫ ٢٢٧٢ −٠٫ ٠٣٩٨ ٠٫ ١۶۵١ −٠٫ ٠۴١١ ٠٫ ٠۴١٢ −١ ٠ ١١
٠٫ ٣٧۶٣ ٠٫ ٢٣۴۴ ٠٫ ١٧٢٨ −٠٫ ٠٨۴١ −٠٫ ٠٧٣١ −٠٫ ۵ ٠ ١٢
٠٫ ٧۵٣٨ ٠٫ ٧۵٣٨ −٠٫ ٣١٢٧ −٠٫ ٣١٢٧ −٠٫ ١٠۶٢ ٠ ٠ ١٣
−٠٫ ٨٠٩٧ −٠٫ ١٩۵٩ ٠٫ ٠٩۴٢ −٠٫ ۵٢۴٢ ٠٫ ٢۴۶٩ ٠٫ ۵ ٠ ١۴
٠٫ ٠٢٨٧ −٠٫ ١٢٢۴ ٠٫ ٢٩٩٠ −٠٫ ١٣٣٠ ٠٫ ٠٩٢٩ ١ ٠ ١۵
٠٫ ٢٩۴٣ ٠٫ ٢٣٠۵ ٠٫ ٠١٣٠ ٠٫ ٠۶٧٠ −٠٫ ٠۴٢۶ −١ ٠٫ ۵ ١۶
−٠٫ ٠٣۶٩ −٠٫ ۵٣٠۴ −٠٫ ١٠۴٣ ٠٫ ٠۶٧٠ ٠٫ ٠۶۵٨ −٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ١٧
−٠٫ ١٩۵٩ −٠٫ ٨٠٩٧ −٠٫ ۵٢۴٢ ٠٫ ٠٩۴٢ ٠٫ ٢۴۶٩ ٠ ٠٫ ۵ ١٨
−٠٫ ٩٨۵١ −٠٫ ٩٨۵١ ٠٫ ٠٣٨٨ ٠٫ ٠٣٨٨ ٠٫ ۴٨٧٣ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ١٩
٠٫ ۶٣٠۴ ٠٫ ١٢٧٧ ٠٫ ٢٩۴٩ ٠٫ ٢٩١٠ ٠٫ ١٠۵٩ ١ ٠٫ ۵ ٢٠
−٠٫ ١٣٠٢ −٠٫ ٢٣٧٨ −٠٫ ٠٠٣٧ −٠٫ ٠١٠۵ ٠٫ ٠۴١٨ −١ ١ ٢١
٠٫ ٢٢٣٩ ٠٫ ۵٩۵٧ ٠٫ ٠٠۵٢ −٠٫ ١٧۵۴ −٠٫ ١۵٣۵ −٠٫ ۵ ١ ٢٢
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٠٫ ٠۵۶٧ ٠٫ ٠۵۶٧ −٠٫ ٠٨٩١ −٠٫ ٠٨٩١ −٠٫ ٠۵٢٧ ١ ١ ٢۵



۶۴ بهبودیافته مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .۴

.(٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در η = ٣ با نازک صفحه اسپلاین هموارسازی روش شکل تابع :١.۴ شکل



۶۵ هموار نازک صفحه�ای اسپلاین نقطه�ای درونیابی با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .١.۴

.(٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در η = ۶٫ ٠٠١ با نازک صفحه اسپلاین هموارسازی روش شکل تابع :٢.۴ شکل



۶۶ بهبودیافته مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .۴

منطقه�ای شعاعی نقطه�ای درونیابی روش فرمول�بندی ۵.١.۴

است. شعاعی نقطه�ای درونیابی روش برای ٣ فصل در شده گفته روش مشابه دقیقا روش این فرمول�بندی
به�صورت گره�ها همه برای گسسته معادله

CṪ(t) +KT(t) = F(t), (٩.۴)

که می�شود حاصل
CIJ =

∫
Ωs

ρcϕJ(x)dΩ,

KIJ = −
∫
ΓsI

(
kx

∂ϕJ(x)

∂x
nx + ky

∂ϕJ(x)

∂y
ny

)
dΓ

−
∫
Γs١

(
kx

∂ϕJ(x)

∂x
nx + ky

∂ϕJ(x)

∂y
ny

)
dΓ +

∫
Γs٣

hϕJ(x)dΓ,

FI =

∫
Ωs

QdΩ +

∫
Γs٢

q̄dΓ +

∫
Γs٣

hTadΓ.

(١٠.۴)

روش از استفاده با که است زمان آن، متغیر تنها که است معمولی دیفرانسیل معادله ،(٩.۴) معادله
انتگرال�گیری روش از نیز انتگرال�ها حل برای می�گیرد. انجام زمان گسسته�سازی (٢٠.٣) کرانک�ـ�نیکلسون

می�شود. استفاده گاوسی عددی

کرینجینگ درونیابی با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل ٢.۴
متحرک

گالرکین المان بدون روش شد[٢]. بیان همکارانش و بلیچکو توسط گالرکین المان بدون درونیابی روش
شده معروف مرزی مقدار مسایل در بالا همگرایی سرعت و انعطاف�پذیری دلیل به اخیر سال�های در
باشند، نامنظم گره�ها اگر و ندارد المان�ها اتصال به نیازی که است این روش این کلیدی مزیت است.
است. امکان�پذیر متحرک مربعات کمترین تقریب با گالرکین المان بدون روش نمی�یابد. کاهش دقت
رفتار این می�شود. استفاده چندمتغیره درونیابی برای وسیله�ای عنوان به متحرک مربعات کمترین تقریب
ویژگی دارای متحرک مربعات کمترین تقریب است[١٩]. شده انجام سالکاسکاس٧ و لانکاستر۶ توسط
المان بدون درونیابی روش جدید فرمول�بندی ارایه .ϕI(xJ) ̸= δIJ یعنی نمی�باشد، کرونکر دلتای
کرینجینگ درونیابی بنابراین می�برد. بین از متحرک کرینجینگ درونیابی با را ضعف نقطه این گالرکین،
ویژگی دو می�شود. استفاده متحرک مربعات کمترین تقریب با شده ساخته شکل تابع جای به متحرک

متحرک کرینجینگ درونیابی اصلی

،ϕI(sJ) = δIJ کرونکر دلتای ویژگی .١

۶Lancaster
٧Salkauskas



۶٧ متحرک کرینجینگ درونیابی با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٢.۴

،
∑n

I ϕI(x) = ١,
∑n

I ϕI(x)xIi = xi پایداری ویژگی .٢

.[٣۵ ،٣٢] می�شود دیده بیشمار بهینه�سازی و مهندسی طرح�های در متحرک کرینجینگ کاربرد�های است.
استفاده متحرک مربعات کمترین تقریب روش جای به کرینجینگمتحرک درونیابی روش از بخش، این در
روش که حالی در است، کرونکر دلتای تابع ویژگی دارای متحرک کرینجینگ درونیابی روش می�شود.
شکل تابع عنوان به هوی�ساید پله�ای تابع رو این از ندارد. را ویژگی این متحرک مربعات کمترین تقریب

می�شود. استفاده منطقه�ای زیردامنه روی

کرینجینگ درونیابی ١.٢.۴

کنید فرض همچنین و باشد uh(x) آن تقریب کنید فرض بگیرید. نظر در را Ω دامنه در u(x) تابع
شده تعریف بعد دو در si = (xi, yi) و بعد یک در si = xi وقتی باشند، s١, · · · , sn صورت به گره�ها
خطی ترکیب کرینجینگ بگیرید. نظر در Ω در گره� n برای u١, · · · , un تابعی مقادیر مجموعه باشد.

:[٣٢] می�شود بیان زیر به�صورت که است جبری فاصله علاوه به برگشت مدل

uh(x) =
m∑
i

aipi(x) + Z(x) = pTa+ Z(x). (١١.۴)

است x حسب بر معلوم تابعی pi(x) باشد. x از غیرخطی تابعی هر می�تواند pi(x) که کنید توجه
صفر غیر کواریانس و σ٢ واریانس صفر، میانگین با تصادفی فرآیند وقوع Z(x) چندجمله�ای). (معمولا
را گره n (١١.۴) معادله کرینجینگ مدل نتیجه در می�کند، ایجاد موضعی انحراف Z(x) می�شود. فرض

است: آمده زیر در Z(x) کواریانس ماتریس می�کند. درونیابی
cov{Z(xi), Z(xj)} = σ٢R[R(xi,xj)]. (١٢.۴)

بین همبستگی تابع R(xi,xj) و همبستگی ماتریس R[R(xi,xj)] واریانس، σ٢ ،(١٢.۴) معادله در
از بسیاری می�باشد. یک قطری عناصر با n × n متقارن ماتریس R هستند. xj و xi گره n دو هر
همبستگی تابع نوع ساده�ترین شوند[٣١]. استفاده R(xi,xj) کورلاسیون تابع عنوان به می�توانند توابع

است: زیر گاوسی تابع شده استفاده
R(xi,xj) = e−θr٢ij , (١٣.۴)

که
rij = ∥xi − xj∥,

است. شده فرض معلوم θ و σ٢ دو هر هستند. مدل تنظیم برای همبستگی پارامتر θ > ٠ و
u = {u(s١), · · · , u(sn)} گره�ها این در تابعی مقادیر و است شده داده {s١, s٢, · · · , sn}گره�ای مجموعه
داریم. سروکار (چندجمله�ای) خطی پیشگوی با است، x ∈ Ω که x نقطه هر در u(x) تخمین با می�باشد.

uh(x) = cT(x)u = {c١(x), · · · , cn(x)}


u١
...
un

 . (١۴.۴)



۶٨ بهبودیافته مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .۴

فرآیند روی را پیشگو میانگین از میانگین٨ مربع خطای می�توانیم تصادف، عنوان به uh(x) فرض با
که می�آید بدست n× ١ برداری با ٩ شده پیشگویی نااریب خط بهترین بنابراین کنیم. محاسبه تصادفی

می�شود[٣١]: مینیمم�سازی زیر شکل به c(x)
MSE[uh(x)] = E[cT(x)u− u(x)]٢, (١۵.۴)

که
E[cT(x)u] = E[u(x)].

در شده پیشگویی نااریب خط بهترین اجرای برای است. X میانگین E[X] =
∫
Ω
Xdx/

∫
Ω
dx که

عبارت از ،X

p(x) =


p١(x)
...

pm(x)

 , (١۶.۴)

داریم: (١١.۴) در است. معلوم تابع m از ١× n بردار که می�کنیم استفاده

P =


p١(s١) · · · pm(s١)
... . . . ...

p١(sn) · · · pm(sn)

 , (١٧.۴)

به�صورت شده ارزیابی {s١, s٢, · · · , sn} گره�های مجموعه در تابعی مقادیر می�باشد. n×m ماتریسی

R[R(si, sj)] =


١ R(s١, s٢) · · · R(s١, sn)

R(s٢, s١) ١ · · · R(s٢, sn)
... ... . . . ...

R(sn, s١) · · · R(sn, sn − ١) ١

 , (١٨.۴)

و می�باشد شده داده نقاط در Z بین همبستگی از n× n ماتریسی که است

r(x) =


R(s١,x)

...
R(sn,x)

 , (١٩.۴)

منجر (١۶.۴) و (١۵.۴) معادله تعاریف این با است. x و شده داده نقاط بین همبستگی ١× n بردار
کرینجینگ مدل به

uh(x) = pT(x)β̂ + rT(x)R−١(u−Pβ̂), (٢٠.۴)

که می�شود
β̂ = (PTR−١P)−١PTR−١u, (٢١.۴)

دارند. تمرکز ما اصلی روش روی (٢١.۴) و (٢٠.۴) معادلات است. ١×m بردار

٨Mean Squared Error
٩Best Linear Unbiased predictor(BLUP)



۶٩ متحرک کرینجینگ درونیابی با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٢.۴

صورت به ،[٢] تعمیم�یافته١٠ وزنی مربعات کمترین روش .١.٢.۴ ملاحظه

uh(x) = pT(x)a(x), (٢٢.۴)

که است

a(x) = (PTW(x)P)−١PTW(x)u. (٢٣.۴)

این�که اول دارد. وجود آن�ها بین اساسی تفاوت دو که دارد (٢١.۴) معادله مشابه شکلی (٢٣.۴) معادله
هستند. صفر غیرقطری عناصر و می�باشد قطری ماتریسی W این�که دوم و است x از تابعی W

روش از بیشتر کرینجینگ محاسباتی ارزش است. a مربعات کمترین تخمین (٢١.۴) معادله در β̂

می�باشد. وزنی مربعات کمترین

مربعات کمترین رگرسیون در u(x) بین باقی�مانده ،(٢٠.۴) معادله در u−Pβ̂ کمیت .٢.٢.۴ ملاحظه
ما می�شود. تفسیر هموار مانده (٢٠.۴) معادله راست سمت دوم جمله است. {si} گره در تعمیم�یافته

می�شود. رگرسیون جایگزین درونیابی که می�دهیم نشان�

اگر می�شود[١٧]. نامیده آمار زمین ادبیات، در کرینجینگ شده پیشگویی نااریب خط بهترین
شده، پیشگویی نااریب خط بهترین که می�شود فرض ثابت فرآیند میانگین درنتیجه باشد p(x) ≡ ١
عمومی کرینجینگ به�عنوان p(x) برای شده پیشگویی نااریب خط بهترین می�شود. نامیده کرینجینگ
بکار عمومی کرینجینگ مش، بدون روش�های پایداری ویژگی از شدن مطمین برای می�شود. شناخته

می�رود.

متحرک کرینجینگ ٢.٢.۴

را Ωx ⊆ Ω زیردامنه�های از بسیاری می�تواند کرینجینگ روش متحرک، مربعات کمترین تقریب مشابه
x نقطه همسایگی بگیرید، نظر در را Ωx زیردامنه می�نامند[١٢]. متحرک١١ کرینجینگ که دهد بسط
i = ١,٢, · · · , nc که {si} گره�های از تعدادی روی Ωx در u توزیع تابع تقریب برای دارد. قرار Ω در

�شکل به متحرک کرینجینگ درونیابی است. Ωx زیردامنه در گره�ها کل تعداد nc که کنید بررسی

uh(x) =
m∑
j

pj(x)aj + Z(x) ∀x ∈ Ωx,

یا

uh(x) = pT (x)β̂ + rT (x)R−١(u−Pβ̂). (٢۴.۴)

آمده (٢١.۴) و (١٩.۴) ،(١٨.۴) ،(١٧.۴) معادلات در ترتیب به β̂ و r(x) ،R ،P که می�شود تعریف
ماتریسی P است. پایه در جملات تعداد بیانگر m و ضرایب بردار a پایه، چندجمله�ای p(x) است.

١٠The Weighted Least-Squares Approach
١١Moving Kringing



٧٠ بهبودیافته مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .۴

در خطی پایه است. ١ × nc برداری r و ١ ×m بردار β̂ می�باشد. nc × nc ماتریسی R و m × nc

به�صورت بعد یک�

pT (x) = {١, x}, m = ٢ (٢۵.۴)

به�شکل دوم درجه پایه و

pT (x) = {١, x, x٢}, m = ٣

به�صورت بعد دو در خطی پایه و

pT (x) = {١, x, y}, m = ٣ (٢۶.۴)

هستند.
می�شوند: تعریف زیر به�صورت B و A

A = (PTR−١P)−١PTR−١, (٢٧.۴)

و

B = R−١(I−PA). (٢٨.۴)

معادلات از استفاده با هستند. nc×nc همانی ماتریس I و nc×nc ماتریس B ،m×nc Aماتریس که
به�صورت را (٢۴.۴) معادله می�توانیم (٢٨.۴) و (٢٧.۴)

uh(x) = pT(x)Au+ rT(x)Bu, (٢٩.۴)

یا

uh(x) =
[
pT(x)A+ rT(x)B

]
u =

n∑
I

ϕI(x)uI = φ(x)u. (٣٠.۴)

شکل به ،ϕI(x) شکل تابع که کنیم بیان

ϕI(x) =
m∑
j

pj(x)AjI +
n∑
k

rk(x)BkI , (٣١.۴)

می�آید: بدست زیر به�صورت xi حسب بر ϕI(x) جزیی مشتقات می�شود. تعریف

ϕk,x =
∂ϕk(x)

∂x
=

m∑
j

∂pj(x)

∂x
Ajk +

n∑
i

∂ri(x)

∂x
Bik =

m∑
j

pj,x(x)Ajk +
n∑
i

ri,x(x)Bik,

ϕk,y =
∂ϕk(x)

∂y
=

m∑
j

∂pj(x)

∂y
Ajk +

n∑
i

∂ri(x)

∂y
Bik =

m∑
j

pj,y(x)Ajk +
n∑
i

ri,y(x)Bik.

(٣٢.۴)

است. جزیی مشتقات بیانگر کاما



٧١ متحرک کرینجینگ درونیابی با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .٢.۴

همبستگی ضریب انتخاب ٣.٢.۴

به�طوری�که است، راحت si = {xi, yi, zi} ∈ Ωx نرمال�کردن متحرک، کرینجینگ درونیابی در
٠ ≤ xi, yi, zi ≤ ١ si ∈ Ωx, (٣٣.۴)

فرض می�باشد. (١١.۴) معادله از Z(x) تصادفی فرآیند کوواریانس ساختار متالوژی، این مرکزیت در
بعدی یک همبستگی تابع از می�توان راحتی به باشند. گاوسی Z(x) توزیع و E{Z(x)} = ٠ می�کنیم

به�صورت �dـ�بعدی ساختار در

R̂(u,v) =
d∏
j

Rj(uj, vj), (٣۴.۴)

که کرد استفاده
Rj(uj, vj) = e−θ(uj−vj)

٢
, u,v ∈ Ωx, ٠ ≤ uj, vj ≤ ١, ١ ≤ j ≤ d, (٣۵.۴)

شد. خواهد منجر ساده�تری محاسباتی جریان به همبستگی�ها حاصل�ضرب بنابراین
یعنی می�باشد[٢]. نمایی تابع روش، این در انتخابی همبستگی تابع

R(u, v) =
R̂(u, v)− e−θd٢

١− e−θd٢
, u, v ⊂ Ωx. (٣۶.۴)

کیفیت بنابراین نمی�کند. ایفا کرینجینگ درونیابی در نقشی هیچ (١٢.۴) معادله در σ٢ که کنید توجه
خوش�وضع ماتریس به منجر θ بزرگ مقادیر دارد. بستگی (٣۵.۴) معادله در θ آزاد پارامتر به کرینجینگ
uI داده به θ بهینه مقادیر می�یابد. رشد مکررا R ماتریس شرطی عدد θ −→ ٠ حد در می�شود. R

مجهول uI چون شود انتخاب مش بدون روش برای بهینه θ که ندارد وجود راهی هیچ دارد[٣١]. بستگی
باشد. وابسته فشرده دامنه در گره�ها تعداد به که می�یابیم را بهینه�ای θ روش این در است.

θ خاص مثالی در است. کرینجینگ کیفیت برای خوبی شاخص ،R ماتریس دترمینان حالات بعضی در
که می�کنیم انتخاب طوری را

١× ١٠−۶ ≤ |R| ≤ ١× ١−١٠, (٣٧.۴)

صورت به xi حسب بر R(x, sI) همبستگی تابع جزیی مشتقات
R,i(sI,x) = R̂,i(sI,x) = −٢θ(xi − sIi)R̂(sI,x), (٣٨.۴)

است.

متحرک کرینجینگ درونیابی ریاضیاتی ویژگی�های ۴.٢.۴

درونیاب

می�کند[١٢]. صدق آن در کرونکر دلتای شرط که است این متحرک کرینجینگ شکل تابع مهم ویژگی
است: آمده زیر در sj در ϕI(x) شکل تابع مقدار

ϕI(sJ) =
m∑
j

pj(sJ)AjI +
n∑
k

rk(sJ)BkI , (٣٩.۴)
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است: (٣٩.۴) معادله ماتریسی فرم زیر معادله
[ϕI(sJ)] = PA+RB, (۴٠.۴)

و (٢٧.۴) معادلات جایگذاری با می�شود. حاصل (١٨.۴) معادله از R و (١٧.۴) معادله از P که
داریم: (۴٠.۴) در (٢٨.۴)

[ϕI(sJ)] = PA+RR−١(I−PA) = I,

یا
ϕI(sJ) = δIJ . (۴١.۴)

می�دهد. نشان را کرینجینگ درونیاب ویژگی (۴١.۴) معادله

پایداری

پایه در را تابعی هر متحرک کرینجینگ درونیابی که است این متحرک کرینجینگ شکل تابع دیگر ویژگی
یعنی: آید، بدست m مساوی یا کمتر درجه با چندجمله�ای از uI اگر کرد[١٢]. خواهد معرفی دقیق

uI = pT (xI)α, (۴٢.۴)

به�صورت (۴٢.۴) معادله در uI کنید فرض هستند. دلخواه ضرایب α که است، دقیق تقریب
u = Pα. (۴٣.۴)

داریم: (٢١.۴) در (۴٣.۴) جایگذاری با باشد.
β̂ = (PTR−١P)−١PTR−١u = (PTR−١P)−١PTR−١Pα = α. (۴۴.۴)

و
uh(x) = pT(x)β̂ + rT(x)R−١(u−Pβ̂) = pT(x)α+ rT(x)R−١(u−Pα), (۴۵.۴)

یا
uh(x) = pT(x)α = u(x). (۴۶.۴)

را دقیقی خطی چندجمله�ای آنگاه، باشند ثابت و خطی جملات همه شامل پایه، اگر خاص حالت در
یعنی: کرد، خواهد معرفی

n∑
I

ϕI(x) = ١ (۴٧.۴)

n∑
I

ϕI(x)xI = x (۴٨.۴)

n∑
I

ϕI(x)yI = y (۴٩.۴)
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.m = ١ و θ = ٠٫ ١ برای (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در متحرک کرینجینگ روش شکل تابع :٢.۴ جدول

dyϕ dxϕ ϕ y x n

−٠٫ ٠٢٣۵ −٠٫ ٠١٩۴ −٠٫ ٠٢٢۶ −١ −١ ١
٠٫ ٠٨٧١ ٠٫ ٠٧۵٧ ٠٫ ٠۴٠٣ −٠٫ ۵ −١ ٢
−٠٫ ١١٣۵ −٠٫ ١٠۴٢ −٠٫ ١۵٩۴ ٠ −١ ٣
٠٫ ٠٨۵٧ −٠٫ ١٠٩٩ ٠٫ ٠٧٧۶ ٠٫ ۵ −١ ۴
−٠٫ ٠٢۴٩ −٠٫ ٠٢١۵ −٠٫ ٠١٠۵ ١ −١ ۵
٠٫ ٠٧۶٠ ٠٫ ٠۶٠۴ ٠٫ ١١٧۵ −١ −٠٫ ۵ ۶
−٠٫ ٢۵۶١ −٠٫ ٢٢٩٨ −٠٫ ۵۵٣۶ −٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٧
٠٫ ۴۴٣۵ ٠٫ ٣٨٣۴ ٠٫ ٠٧١١ ٠ −٠٫ ۵ ٨
−٠٫ ٢٨٩۴ ٠٫ ٧٣۵٣ −٠٫ ١٠۵٠ ٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٩
٠٫ ٠٨۴٠ ٠٫ ٠٧٣٢ ٠٫ ٠٩٣٩ ١ −٠٫ ۵ ١٠
−٠٫ ١٢۵٩ −٠٫ ١١۶١ −٠٫ ٠١۶٣ −١ ٠ ١١
٠٫ ۴١٢٧ ٠٫ ٣٧٢٨ ٠٫ ۵٨١٢ −٠٫ ۵ ٠ ١٢
−٠٫ ۶٠٢٢ −٠٫ ۵٢٢٧ −٠٫ ۶۴۶١ ٠ ٠ ١٣
٠٫ ۴۵٣٠ −٢٫ ۵٢٠٢ −٠٫ ٠٣٠٧ ٠٫ ۵ ٠ ١۴
−٠٫ ١٢۶١ −٠٫ ١٢٢٧ −٠٫ ٠١٠٧ ١ ٠ ١۵
−٠٫ ٠٩۵١ ٠٫ ٠٧٨٢ ٠٫ ٠۴۵۶ −١ ٠٫ ۵ ١۶
٠٫ ٧٠٩٠ −٠٫ ٢۶۴۴ −٠٫ ١٨٣۶ −٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ١٧
−٢٫ ۵١۶٧ ٠٫ ٣۵٠۵ ٠٫ ۵۴١٨ ٠ ٠٫ ۵ ١٨
١٫ ٢٩١۶ ١٫ ٣١۶۵ ٠٫ ۵٣١٣ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ١٩
٠٫ ۶٢۴۴ ٠٫ ٠٨٢۴ ٠٫ ٠۴٣۵ ١ ٠٫ ۵ ٢٠
−٠٫ ٠٢٣٣ −٠٫ ٠٢٠٢ −٠٫ ٠٢١٢ −١ ١ ٢١
٠٫ ٠٨٠٠ ٠٫ ٠۶٧٢ ٠٫ ١٢١۴ −٠٫ ۵ ١ ٢٢
−٠٫ ١٢٣۴ −٠٫ ١٠١٠ −٠٫ ١۶١١ ٠ ١ ٢٣
٠٫ ٠٧١١ ٠٫ ۵٩۶١ ٠٫ ٢١۴۴ ٠٫ ۵ ١ ٢۴
−٠٫ ٠٢٣٧ −٠٫ ٠٢٠٨ −٠٫ ٠٢٧٧ ١ ١ ٢۵



٧۴ بهبودیافته مش بدون روش�های با ناپایدار گرمای جریان مسایل حل .۴

.m = ١ و θ = ٠٫ ١ برای (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در متحرک کرینجینگ روش شکل تابع :٣.۴ شکل

منطقه�ای گالرکین پترو المان بدون روش فرمول�بندی ۵.٢.۴

تابع از متفاوت است ممکن تست تابع که می�کند استفاده پتروگالرکین روش از فرمول�بندی، گروه این
است. صفر برابر زیردامنه به�جز دامنه قسمت�های در و صفر مخالف دامنه زیر در تست تابع باشد. آزمون
گسسته دلخواه پراکنده گره�های از استفاده با دامنه منطقه�ای، پتروگالرکین المان بدون روش در بنابراین
آتلوری می�رسد. نظر به طبیعی مش، بدون روش�های برای گسسته فرمول�بندی از نوع این می�شوند.
یکدیگر با تست تابع در آن�ها همه کرد. تعیین را منطقه�ای پتروگالرکین المان بدون روش کلاس�بندی
پترو المان بدون روش تا منطقه�ای١ گالرکین پترو المان بدون روش از ترتیب به آن�ها و دارند تفاوت
پترو المان بدون روش روی تمرکز بخش این در (٣.۴ (جدول می�شوند. نامگذاری منطقه�ای۶ گالرکین
گرمای جریان معادله حل به حال است. هوی�ساید پله�ای تابع تست، تابع که است منطقه�ای۵ گالرکین

می�پردازیم. روش این به ناپایدار
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منطقه�ای پتروگالرکین المان بدون روش طبقه�بندی :٣.۴ جدول

اسم تست تابع شکل معادل فرمول�بندی کاربردی مثال�های
MLPG١ MWLSتقریب وزنwدر تابع — مش بدون روش�های انواع
MLPG٢ دیراک دلتای −δ(xتابع x̄) منطقه�ای فرمول�بندی نقطه�ای نظم روش
MLPG٣ مانده خطای rتابع = b(ū, v)− L(w) مینیمم�سازی تابع انرژی روش�های
MLPG۴ تابعی جواب�های — مرزی المان روش
MLPG۵ هوی�ساید پله�ای تابع — مش بدون روش�های انواع
MLPG۶ آزمون تابع استاندارد گالرکین روش متناهی عناصر روش

حاکم معادله است. متعارفی انتشار معادله عنوان به پایان�نامه این در ناپایدار گرمای جریان معادله
،(٢.١) معادلات در را آن مرز و (١.١) معادله در Γ مرز و Ω بسته دامنه در همگن ایزوتروپی جسم در
اولیه�ای تاثیر ضعیف شکل کرینجینگ، روش به معادله این ساده�سازی در بگیرید. درنظر (۴.١) و (٣.١)
تکنیک از استفاده با است. شده مستقر Ω کلی دامنه درون در Ωs که دارد ∂Ωs مرز با Ωs زیردامنه روی

به�صورت Ωs زیردامنه روی (١.١) معادله ضعیف شکل منطقه�ای، وزنی ∫باقی�مانده
Ωs

(
ρc

∂T

∂t
− k∇٢T −Q

)
.vdΩ = ٠,

است. تست وزن تابع v که می�شود نوشته
جزبه�جز، انتگرال�گیری و دیورژانس قضیه و (∇٢T )v = T,iiv = (T,iv),i − T,iv,i از استفاده با

منطقه�ای ضعیف فرمول�بندی

k

∫
∂Ωs

T,ini.vdΓ−
∫
Ωs

(
kT,iv,i −Qv + ρc.

∂T

∂t
.v

)
dΩ = ٠,

است. ∂Ωs مرز روی واحد خروجی بردار ni که می�شود حاصل
بدست (٣۵.۴) معادله در ،T,ini =

∂T
∂n

≡ q این�که به توجه با و (٣.١) طبیعی مرزی شرط بردن بکار با
می�آوریم:

k

∫
Ls

qvdΓ + k

∫
Γs١

qvdΓ +

∫
Γs٢

q̄vdΓ +

∫
γs٣

h(Ta − T )vdΓ

−
∫
Ωs

(kT,iv,i −Qv + ρc.
∂T

∂t
.v)dΩ = ٠,

(۵٠.۴)

مستقر منطقه�ای مرز از قسمتی Γs با ∂Ωs = Γs ∪ Ls کلی حالت در است. ∂Ωs از قسمتی Γs١ که
است. جواب دامنه درون منطقه�ای مرز دیگر قسمت�های Ls کنید فرض است. کلی مرز روی شده

Γs١ = Γs ∩ Γ١

است. Γ١ کلی ضروری مرز و ∂Ωs منطقه�ای مرز بین اشتراک

Γs٢ = Γs ∩ Γ٢
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هیچ کلی، دامنه در مستقرشده زیردامنه برای می�شود، تعیین طبیعی مرزی شرایط روی که مرز از قسمتی
.Γs = ∂Ωs یعنی: ندارد وجود Γ و ∂Ωs بین کلی اشتراک

شده انتخاب دامنه زیر هر در v تست تابع به�عنوان هوی�ساید پله�ای تابع (۵٠.۴) معادله ساده�سازی برای
است.

v =

{
١ x ∈ Ωs

٠ x /∈ Ωs

ساده شکل به (۵٠.۴) منطقه�ای ضعیف شکل است، صفر عینا v,i تست تابع جزیی مشتقات چون
منطقه�ای مرزی انتگرال ∫معادله

Ωs

ρc
∂T

∂t
dΩ−k

∫
Γs

qdΓ−k

∫
Γs١

qdΓ+

∫
Γs٣

hTdΓ =

∫
Γs٢

q̄dΓ+

∫
Γs٣

hTadΓ+

∫
Ωs

QdΩ.

(۵١.۴)
می�شود[۶]. تبدیل

ضعیف شکل گسسته�سازی

دامنه ابتدا است. t زمانی و فضایی مختصات از تابعی x نقطه هر در دما ناپایدار، جریان�گرمای برای
دامنه در x دلخواه نقطه در دما ،(٣٠.۴) معادله از می�کنیم. گسسته�سازی t دلخواه زمان در را فضا
مستقل شکل تابع چون شود. بیان x نقطه حامی دامنه در گره�ها از دما حسب بر تابعی به�عنوان می�تواند

داریم: بنابراین است. زمان به نسبت تابعی فقط گره دمای است، زمان از

T (x, t) =
N∑
I=١

ϕI(x)TI(t) = Φ(x)T (x), (۵٢.۴)

∂T (x, t)

∂t
=

∂

∂t

n∑
I=١

ϕI(x), TI(t) =
n∑

I=١
ϕI(x)

∂TI(t)

∂t
= Φ(x)Ṫ (t), (۵٣.۴)

که

Φ(x) = (ϕ١(x), ϕ٢(x), · · · , ϕn(x)), (۵۴.۴)

T(x) =
(
T١(x, t), T٢(x, t), · · · , Tn(x, t)

)T
, (۵۵.۴)

Ṫ(t) =

(
∂T١(x, t)

∂t
,
∂T٢(x, t)

∂t
, · · · , ∂Tn(x, t)

∂t

)T

. (۵۶.۴)

جایگزین گره هر برای (۵١.۴) در را (۵٣.۴) و (۵٢.۴) معادله منطقه�ای، ضعیف شکل گسسته�سازی برای
می�دهد: را زیر گسسته معادله گره�ها، همه مجموعه و می�کنیم

CṪ+KT = F. (۵٧.۴)
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که

CIJ =

∫
Ωs

ρc.ϕJ(x)dΩ, (۵٨.۴)

KIJ = −
∫
Ls

k.ϕJ,i(x)nidΓ−
∫
Γs١

k.ϕJ,i(x)nidΓ +

∫
Γs٣

hϕJ(x)dΓ, (۵٩.۴)

FI =

∫
Γs

Q(x)dΩ +

∫
Γs٢

q̄(x)dΓ +

∫
Γs٣

hTadΓ. (۶٠.۴)

انتگرال فقط و است گرفته�شده نادیده Ωs روی انتگرال�گیری دامنه که می�رسد به�نظر (۵٩.۴) معادله از
مش بدون روش�های در توجه مورد روشی است ممکن روش این بنابراین می�شود. شامل را مرز روی

باشد.
برای متداول دونقطه�ای تفاضل تکنیک از (۵٧.۴) معادله حل برای شد، بیان قبل فصل در که همان�طور
است. شده انتخاب (٢٠.٣) کرانک�ـ�نیکلسون روش پایان�نامه این در می�کنیم. استفاده زمان گسسته�سازی
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۵ فصل

نتیجه�گیری و عددی مثال�های

می�کنیم. حل متلب نرم�افزار از استفاده با را مثال�ها این و می�پردازیم عددی مثال�های حل به فصل این در

خطا تخمین و همگرایی آنالیز ١.۵

سوبولف نورم می�شود. محاسبه k = ٠,١ برای ||.||k سوبولف نورم همگرایی، مطالعه و خطا تخمین برای
به�صورت

∥u∥ =
(∫

Ω

u٢dΩ
)١/٢

.

به�صورت نسبی خطای پس می�شود. تعریف

er =
∥unum − uexact∥

∥uexact∥
.

می�شود. بیان

عددی مثال�های ٢.۵

می�پردازیم. ۴ و ٣ ،٢ فصل�های در شده گفته روش�های با مثال دو حل به این�جا در

مربعی دامنه در ناپایدار گرمای میدان ١.٢.۵

بگیرید: درنظر را زیر مربعی دامنه

Ω = {(x, y),٠ ≤ x ≤ πm, ٠ ≤ y ≤ πm},

با

kx = ky = ١W/(m.◦C), ρc = ١ J/(m٣.◦C),



٨٠ نتیجه�گیری و عددی مثال�های .۵

..

T = ٠

.

T = ٠

.

T = ٠

.

T = ٠

.

x

.

y

.

٠

.

π

.

π

متناهی عناصر روش مش�بندی :١.۵ شکل

..

T = ٠

.

T = ٠

.

T = ٠

.

T = ٠

.

٠

.

π

.

x

.

y

.

π

.

(a)

..

T = ٠

.

T = ٠

.

T = ٠

.

T = ٠

.

٠

.

π

.

x

.

y

.

π

.

(b)

گره ١٢١ نامنظم توزیع (b) گره، ١٢١ منظم توزیع (a) مش، بدون روش :٢.۵ شکل

مساله این برای اولیه دمای و مرزی شرایط .Q = ٠◦C یعنی ندارد وجود درونی گرمای منبع هیچ
است: زیر به�صورت ناپایدار گرمای جریان از

T (٠, y, t) = T (x,٠, t) = T (π, y, t) = T (x, π, t) = ٠,

T (x, y,٠) = ١٠ sin(x) sin(y), (x, y) ∈ Ω,

این برای متناظر تحلیلی جواب است. t زمان هر در (x, y) نقطه�ای مختصات در دما T (x, y, t) که
به�صورت مساله

T (x, y, t) = ١٠ sin(x) sin(y)e−٢t.

توزیع می�بینید ٢.۵ شکل در که همان�طور است. β = ٠٫ ۵ و α = ١٫ ٨۵ ضرایب مثال، این در است.
شده انتخاب شکل تابع ساختار در λ = ٧٫ ٢ × ١٠−۵ و η = ٣ می�باشد. گره ١١ × ١١ شامل گره�ها



٨١ عددی مثال�های .٢.۵

است. ∆t = ٠٫ ٠٢ s کرانک�ـ�نیکلسون روش در زمانی گام است.

نامنظم. (b منظم، (a گره�های: برای t = ۶s زمان در x = π
٢ برای دما توزیع :٣.۵ شکل



٨٢ نتیجه�گیری و عددی مثال�های .۵

نامنظم. (b منظم، (a گره�های: برای (π٢ ,
π
٢ ) نقطه در دما تغییرات :۴.۵ شکل

مش بدون روش�های با زمان محاسبه و نسبی خطای :١.۵ جدول

گره�ها توزیع ثانیه حسب بر زمان محاسبه نسبی خطای مش بدون روش
١١× ١١ ٢٫ ۵٩٧ ٠٫ ١٧ (منظم) STPS
١١× ١١ ٢٫ ۴۴٢ ٠٫ ٧٣ STPS(نامنظم)
١١× ١١ ٢٫ ۵٧٧ ٠٫ ۵۵ η = ۶٫ ٠٠١ TPS
١١× ١١ ٢٫ ۶۴١ ٢٫ ۶٣ η = ٣٫ ٠٠١ TPS



٨٣ عددی مثال�های .٢.۵

.MK روش به x محور طول در y = π
٢ در دما توزیع مقایسه :۵.۵ شکل

.MK روش به B = (π٢ ,
π
٢ ) و A = (π۴ ,

π
۴ ) نقاط در دما تغییرات :۶.۵ شکل



٨۴ نتیجه�گیری و عددی مثال�های .۵

مکعبی دامنه در ناپایدار گرمای میدان ٢.٢.۵

ضخامت و میلی�متر ١٠ ارتفاع و میلی�متر ٢٠ مکعب طول می�شود، مشاهده ٧.۵ شکل در که همان�طور
ندارد، وجود گرمایی منبع هیچ دامنه در و است شده فرض T٠ = ٢٠◦C اولیه دمای است. واحد یک
انتقال ضرایب است. ایزوله مرز پایین و بالا است. Ta = ١٠٠◦C میانگین به�طور مکعب گرمای آنگاه

محاسبات در است. h = ١۶٠٠
(
w/(m٢.◦C)

)
راست و چپ سطح در شده تعیین گرمای

kx = ky = ١۶ (w/(m.◦C)) , (١.۵)

ρc = ١٠۶
(
j/(m٣.◦C)

)
, (٢.۵)

مثال این در انتخابی پارامترهای است. منظم گره ٢٣١ شامل دامنه است. شده فرض
∆t = ٠٫ ٠١ s, α = ٣٫ ۵, β = ٠٫ ۵,

و
η = ٣, λ = ٣٫ ٨× ١٠−۵,

شود. تعیین x > ٠ برای دما توزیع فقط است کافی تقارن دلیل به است.
جدول در C(١٠,٠) و B(۵,۵) ،A(٠,٠) نقاط در t = ١s, ٢s, ٣s زمان�های در آمده بدست نتایج
روش با و داده�ایم نشان ٣.۵ و ٢.۵ جدول�های در واقعی مقادیر و شده محاسبه مقادیر است. آمده ٢.۵

شده�اند. حاصل مربوطه کد با که کرده�ایم مقایسه متناهی عناصر

.. ١٠mm

.

x

.

١٠mm

.

١٠mm

.Ta = ١٠٠◦C .

h = ٠

.

Ta = ١٠٠◦C

.

o

.

h = ٠

.

y

گره. ٢٣١ با گره�ها توزیع :٧.۵ شکل



٨۵ عددی مثال�های .٢.۵

FEM روش با STPS روش از آمده بدست دماهای مقایسه :٢.۵ جدول

نسبی خطای STPS روش به دما FEM روش به دما دقیق جواب نقطه زمان
٠٫ ١١ ٢٢٫ ٣٣١ ٢٢٫ ٣۵۶ ٢٢٫ ٣٠۴ A ١
٠٫ ٢٠ ٢٧٫ ۴٧۵ ٢٧٫ ۴٢١ ٢٧٫ ۴۵۶ B
٠٫ ١٩ ۴۶٫ ٣۶۴ ۴۶٫ ٢٧٨ ۴۶٫ ٣٨۴ C
٠٫ ١٢ ٢٩٫ ۶۵٩ ٢٩٫ ۶٢٣ ٢٩٫ ٣۴۴ A ٢
٠٫ ١۴ ٣۵٫ ٧٧٠ ٣۵٫ ٧٢١ ٣۵٫ ٧٧۶ B
٠٫ ٠٧ ۵٣٫ ۶۶٩ ۵٣٫ ۶٣٣ ۵٣٫ ٩٢٨ C
٠٫ ١۴ ٣٧٫ ٣١٣ ٣٧٫ ٢۵٩ ٣٧٫ ٢٣٢ A ٣
٠٫ ١١ ۴٢٫ ٩٧٧ ۴٢٫ ٩٣٠ ۴٩٫ ٩۴۴ B
٠٫ ٠۴ ۵٩٫ ٠۴۵ ۵٩٫ ٠٢٣ ۵٩٫ ٠٧٢ C

FEM روش با MK روش از آمده بدست دماهای مقایسه :٣.۵ جدول

خطا درصد FEM روش به دما خطا درصد MK روش به دما دقیق جواب نقطه زمان
۴٫ ٣٢ ٢١٫ ٣۴٠ ٠٫ ١١٧ ٢٢٫ ٣٣٠ ٢٢٫ ٣٠۴ A ١
۴٫ ٠۶ ٢۶٫ ٣۴٢ ٠٫ ٠۶۶ ٢٧٫ ۴٧۴ ٢٧٫ ۴۵۶ B
٢٫ ۴٧ ۴۵٫ ٢٣۶ ٠٫ ٠٣٢ ۴۶٫ ٣۶٩ ۴۶٫ ٣٨۴ C
٣٫ ۶٩ ٢٨٫ ٢۶١ ٠٫ ٣۴٨ ٢٩٫ ۴۴۶ ٢٩٫ ٣۴۴ A ٢
٣٫ ١٧ ٣۴٫ ۶۴١ ٠٫ ٠٢٢ ٣۵٫ ٧۶٨ ٣۵٫ ٧٧۶ B
١٫ ٨۴ ۵٢٫ ٩٣۴ ٠٫ ٠۶٣ ۵٣٫ ٨٩۴ ۵٣٫ ٩٢٨ C
٢٫ ٨٧ ٣۶٫ ١۶٢ ٠٫ ٢٠١ ٣٧٫ ٣٠٧ ٣٧٫ ٢٣٢ A ٣
٢٫ ۵۵ ۴١٫ ٨۴٩ ٠٫ ٠٧٠ ۴٢٫ ٩٧۴ ۴٩٫ ٩۴۴ B
١٫ ٣۶ ۵٨٫ ٢٧١ ٠٫ ٠۴١ ۵٩٫ ٠۴٨ ۵٩٫ ٠٧٢ C



آتی کار�های برای پیشنهاداتی و نتایج

کمترین تقریب و شعاعی نقطه�ای درونیابی مش بدون روش دو از شکل تابع ایجاد برای پایان�نامه این در
آن شعاعی پایه تابع که حالتی در شعاعی نقطه�ای درونیابی روش است. شده استفاده متحرک مربعات
تقریب همچنین و است بالایی خطای درصد و زیاد تغییرات دارای است، نازک صفحه اسپلاین نوع از
گالرکین پترو روش توسعه و بیان به رو این از می�باشد. کرونکر دلتای ویژگی فاقد متحرک مربعات کمترین
ناپایدار گرمای جریان مسایل حل برای منطقه�ای شعاعی نقطه�ای درونیابی روش و مش بدون منطقه�ای
کرینجینگ درونیابی و هموار نازک صفحه اسپلاین از استفاده پایان�نامه این اصلی مشخصه می�پردازد.
شرط می�رود. بکار تست تابع عنوان به هوی�ساید پله�ای تابع است. بوده شکل تابع عنوان به متحرک

برد. بکار متناهی عناصر روش مانند می�توان را ضروری مرزی
انتگرال�گیری ناحیه به نیازی شعاعی نقطه�ای درونیابی روش و مش بدون منطقه�ای پتروگالرکین روش
تفاضلات روش بنابراین نیست. سختی ماتریس ایجاد برای دامنه روی انتگرال�گیری هیچ و ندارند

می�شود. انتخاب گسسته�سازی طرح برای کرانک�ـ�نیکلسون متداول
درونیابی و هموار نازک صفحه اسپلاین درونیابی پایه بر روش دو این که می�دهد نشان عددی نتایج
عناصر روش و متداول مش بدون روش�های به نسبت کارآمدی مش بدون روش�های متحرک کرینجینگ

است. متناهی
از: عبارتند تعمیم�یافته مش بدون روش�های و مش بدون روش�های مزایای

محمل برپایه شکل توابع و ندارند المان�بندی به نیازی شکل توابع متناهی عناصر روش برخلاف •
می�آیند. بدست هستند، گره�ها شامل که منطقه�ای دامنه

ساده بسیار مش بدون روش�های ولی است مشکل بسیار بعدی سه حالت در متناهی عناصر روش •
می�کنند. عمل

نمی�کنند. ایجاد جواب دقت در زیادی تغییرات گره�ها بودن نامنظم یا منظم •

دارند. جامدات و سیالات مکانیک در حاکم مسایل حل در خوبی بسیار کاربرد روش�ها این •

نزدیک مساله دقیق جواب به تقریبی جواب و می�یابد افزایش همگرایی سرعت گره�ها افزایش با •
می�شود.

٨۶



٨٧ عددی مثال�های .٢.۵

آتی کارهای برای

برد. بکار کان�ـ�هیلیارد معادله حل در را روش این می�توان •

دقت و برد بکار جامدات مکانیک معادلات حل در را بهبودیافته مش بدون روش�های می�توان •
داد. افزایش را جواب

کرد. استفاده آسانی به بعدی سه مسایل حل در روش این از می�توان •

گاوسی. شعاعی پایه�ای تابع برای بهبودیافته مش بدون روش یافتن •

نازک صفحه اسپلاین روش در همبستگی پارامترهای بهترین آوردن بدست برای روشی یافتن •
هموار.



٨٨



آ� پیوست

متلب با �کدنویسی

شعاعی نقطه�ای درونیابی روش به شکل تابع آ�.١
clc
nx=2;
ac=2;
dc=0.5;
q=0.5;
eta=input('enter the parametr of shape function:');
dim=input('enter the dimention of cordinate:');
xlength=input('enter the xlength:');
ylength=input('enter the ylength:');
m=input('enter the dimention of p:1: Constant basis; 3: Linear basis; 6: Quadratic basis: ');
n=input('enter the dimention of R:');
nrbf=input('enter the number of radial point interpolation:');
xdiv=input('enter the divition of x axis:');
ydiv=input('enter the divition of y axis:');
numnode=input('enter the number of nodes:');
xstep=xlength/xdiv;
ystep=ylength/ydiv;
disp('node:')
for i=1:numnode

disp(i)
end
xv1=zeros(1,(xdiv+1)*(ydiv+1));
xv2=zeros(1,(xdiv+1)*(ydiv+1));
nn=0;
for i=1:xdiv+1

for j=1:ydiv+1
nn=nn+1;
xv1(nn)=-1+(i-1)*xstep;
xv2(nn)=-1+(j-1)*ystep;

end
end
disp('x , y:')
disp(xv1)
disp(xv2)



٩٠ متلب با �کدنویسی آ�.

R=ac*dc;
B=zeros(n,n);
for i=1:n

for j=1:n
B(i,j)=((xv1(i)-xv1(j)).^2+(xv2(i)-xv2(j)).^2+R.^2).^q;

end
end
B;
x=input('x:');
y=input('y:');
r=((x-xv1).^2+(y-xv2).^2).^(1/2);
rr=r.^2;
if nrbf==1 %MQ

R1=(r.^2+R.^2).^q;
R2=2*q*(r.^2+R.^2).^(q-1).*(x-xv1);
R3=2*q*(r.^2+R.^2).^(q-1).*(y-xv2);
R4=4*q*(q-1)*(r.^2+R.^2).^(q-2).*(x-xv1).^2+2*q*(r.^2+R.^2).^(q-1);
R5=4*q*(q-1)*(r.^2+R.^2).^(q-2).*(y-xv2).^2+2*q*(r.^2+R.^2).^(q-1);

end
if nrbf==2 %exp

R1=exp(-ac*(r/dc).^2);
R2=-2*ac*exp(-ac*(r/dc).^2).*((x-xv1)/dc.^2);
R3=-2*ac*exp(-ac*(r/dc).^2).*((y-xv2)/dc.^2);
R4=-2*ac*(1/dc.^2)*exp(-ac*(r/dc).^2)+4*ac.^2*exp(-ac*(r/dc).^2).*((x-xv1).^2/dc.^4);
R5=-2*ac*(1/dc.^2)*exp(-ac*(r/dc).^2)+4*ac.^2*exp(-ac*(r/dc).^2).*((y-xv2).^2/dc.^4);

end
if nrbf==3 %tps

R1=(rr).^(eta);
R2=eta*(rr).^(eta-1).*(x-xv1);
R3=eta*(rr).^(eta-1).*(y-xv2);
R4=eta*(rr).^(eta-1)+eta*(eta-1)*(rr).^(eta-2).*(x-xv1).^2;
R5=eta*(rr).^(eta-1)+eta*(eta-1)*(rr).^(eta-2).*(y-xv2).^2;

end
xII = zeros(1,numnode);
yII = zeros(1,numnode);
% LOOP OVER ALL EVALUATION POINTS TO CALCULATE VALUE OF SHAPE FUNCTION Fi(X)
for j = 1 : n
% DETERMINE WEIGHT FUNCTIONS AND THEIR DERIVATIVES AT EVERY NODE
for i = 1 : numnode

xII(1,i)=xv1(i);
yII(1,i)=xv2(i);

end
if (m == 1) % Shepard function

p = [ones(1, numnode)];
pxy = [1];
dpdx = [0];
dpdy = [0];
ddpdx=[0];
ddpdy=[0];

elseif (m == 3)
p = [ones(1, numnode); xII;yII];
pxy = [1, x, y];
dpdx = [0, 1, 0];
dpdy = [0, 0, 1];
ddpdx=[0, 0, 0];



٩١ متحرک مربعات کمترین تقریب روش شکل تابع آ�.٢.

ddpdy=[0, 0, 0];
elseif (m == 6)

p = [ones(1, numnode); xII;yII; xII.*xII;xII.*yII;yII.*yII];
pxy = [1, x, y, x*x, x*y, y*y];
dpdx = [0, 1, 0, 2*x, y, 0];
dpdy = [0, 0, 1, 0, x, 2*y];
ddpdx=[0, 0, 0, 2, 1, 0];
ddpdy=[0, 0, 0, 0, 1, 2];

elseif (m == 0)
p=zeros(m,n);
pxy=zeros(m);
dpdx=zeros(m);
dpdy=zeros(m);
ddpdx=zeros(m);
ddpdy=zeros(m);

end
end
BB1=cat(1,B,p);
BB2=cat(1,p',zeros(m,m));
BB=cat(2,BB1,BB2);
RR1=cat(2,R1,pxy);
RR2=cat(2,R2,dpdx);
RR3=cat(2,R3,dpdy);
RR4=cat(2,R4,ddpdx);
RR5=cat(2,R5,ddpdy);
phi=pinv(BB)*RR1';%shape function
dxphi=pinv(BB)*RR2';% first order derivatives of shape function with respect to x
dyphi=pinv(BB)*RR3';% first order derivatives of shape function to y
dxxphi=pinv(BB)*RR4';% 2nd order derivatives of shape function with respect to x
dyyphi=pinv(BB)*RR5';% 2nd order derivatives of shape function to y
plot(phi);

متحرک مربعات کمترین تقریب روش شکل تابع آ�.٢
clc
dim=input('enter the dimention of cordinate:');
xlength=input('enter the xlength:');
ylength=input('enter the ylength:');
m=input('enter the dimention of p:1: Constant basis; 3: Linear basis; 6: Quadratic basis: ');
n=input('enter the dimention of R:');
xdiv=input('enter the divition of x axis:');
ydiv=input('enter the divition of y axis:');
numnode=input('enter the number of nodes:');
beta=input('enter the beta parameter:');
arfa=input('enter the alpha parameter:');
%w=0.1;
xstep=xlength/xdiv;
ystep=ylength/ydiv;
disp('node:')
for i=1:numnode

disp(i)
end
xv1=zeros(1,(xdiv+1)*(ydiv+1));
xv2=zeros(1,(xdiv+1)*(ydiv+1));



٩٢ متلب با �کدنویسی آ�.

nn=0;
for i=1:xdiv+1

for j=1:ydiv+1
nn=nn+1;
xv1(nn)=-1+(i-1)*xstep;
xv2(nn)=-1+(j-1)*ystep;

end
end
disp('x , y:')
disp(xv1)
disp(xv2)
x=input('x:');
y=input('y:');
r=((x-xv1).^2+(y-xv2).^2).^(1/2);
nnodes_x=length(x);
nnodes_y=length(y);
w=zeros(nnodes_x,nnodes_y);
dwdx=zeros(nnodes_x,nnodes_y);
dwdy=zeros(nnodes_x,nnodes_y);
drdx=zeros(nnodes_x,nnodes_y);
drdy=zeros(nnodes_x,nnodes_y);
dwdr=zeros(nnodes_x,nnodes_y);
dwdr=zeros(nnodes_x,nnodes_y);
dwdx = dwdr .* drdx;
dwdy= dwdr .* drdy;
type=input('Gauss=1,Cubic=2, Spline3=3,Spline5=4, BSpline=5, power_function=6,;

CSRBF2=7,CSRBF1=8,CSRBF3=9,CSRBF4=10, CSRBF5=11,CSRBF6=12:');
% weight functions
if (type == 1)
% Gauss

if (r>1.0)
w = 0.0;

dwdr = 0.0;
dwdxI=0.0;
dwdyI=0.0;

else
b2 = beta*beta;
r2 = r.*r;
eb2 = exp(-b2);

w = (exp(-b2*r2) - eb2) / (1.0 - eb2);
dwdr = -2*b2.*r.*exp(-b2*r2) / (1.0 - eb2);
dwdxI= -2*b2.*(x-xv1).*exp(-b2*r2) / (1.0 - eb2);
dwdyI= -2*b2.*(y-xv2).*exp(-b2*r2) / (1.0 - eb2);

end
elseif (type == 2)
% Cubic(r)

if (r>1.0)
w = 0.0;
dwdr = 0.0;
dwdxI=0.0;
dwdyI=0.0;

else
w = 1-6*r.^2+8*r.^3-3*r.^4;



٩٣ متحرک مربعات کمترین تقریب روش شکل تابع آ�.٢.

dwdr = -12*r+24*r.^2-12*r.^3;
dwdxI=-12*(x-xv1)*r+24*(x-xv1)*r.^2-12*(x-xv1)*r.^3;
dwdyI=-12*(y-xv2)*r+24*(y-xv2)*r.^2-12*(y-xv2)*r.^3;

end
elseif (type == 3)
% Spline3(r)

if (r>1.0)
w = 0.0;
dwdr = 0.0;
dwdxI=0.0;
dwdyI=0.0;

elseif (r<=0.5)
w = 2/3 - 4*r.^2 + 4*r.^3;
dwdr = -8*r + 12*r.^2;
dwdxI=-8*(x-xv1)*r + 12*(x-xv1)*r.^2;
dwdyI=-8*(y-xv2)*r + 12*(y-xv2)*r.^2;

else
w = 4/3 - 4*r + 4*r.^2 - 4*r.^3/3;
dwdr = -4 + 8*r -4*r.^2;
dwdxI = -4*(x-xv1) + 8*(x-xv1)*r -4*(x-xv1)*r.^2;
dwdyI = -4*(y-xv2) + 8*(y-xv2)*r -4*(y-xv2)*r.^2;

end
elseif (type == 4)
% Spline5(r)
if (r>1.0)

w = 0.0;
dwdr = 0.0;
dwdxI=0;
dwdyI=0;

else
w = 1-10*r.^3+15*r.^4-6*r.^5;
dwdr = -30*r.^2 + 60*r.^3-30*r.^4;
dwdxI = -30*(x-xv1)*r.^2 + 60*(x-xv1)*r.^3-30*(x-xv1)*r.^4;
dwdyI = -30*(y-xv2)*r.^2 + 60*(y-xv2)*r.^3-30*(y-xv2)*r.^4;

end
elseif (type == 5)
% BSpline(h,r) h is the distance between two nodes.
if (r>1.0)

w = 0.0;
dwdr = 0.0;
dwdxI=0;
dwdyI=0;

elseif (r<=0.5)
w = 1/(pi*h.^3)*(1-6*r.^2+6*r.^3);
dwdr = 1/(pi*h.^3)*(-12*r+18*r.^2);
dwdxI = 1/(pi*h.^3)*(-12*(x-xv1)*r+18*(x-xv1)*r.^2);
dwdyI = 1/(pi*h.^3)*(-12*(y-xv2)*r+18*(y-xv2)*r.^2);

else



٩۴ متلب با �کدنویسی آ�.

w = 2/(pi*h.^3)*(1-r).^3;
dwdr = -6/(pi*h.^3)*(1-r).^2;
dwdxI = -6/(r*pi*h.^3)*(x-xv1)*(1-r).^2;
dwdyI = -6/(r*pi*h.^3)*(y-xv2)*(1-r).^2;

end
elseif (type == 6)
% power_function(arfa,r)
if (r>1.0)

w = 0.0;
dwdr = 0.0;
dwdxI=0;
dwdyI=0;

else
a2 = arfa*arfa;
r2 = r.*r;
w = exp(-r2/a2);
dwdr = (-2*r/a2).*exp(-r2/a2);
dwdxI = (-2*(x-xv1)*r/a2).*exp(-r2/a2);
dwdyI = (-2*(y-xv2)*r/a2).*exp(-r2/a2);

end
elseif (type == 7)
% CSRBF2(r)
if (r>1.0)

w = 0.0;
dwdr = 0.0;

else
w = ((1-r).^6).*(6+36*r+82*r.^2+72*r.^3+30*r.^4+5*r.^5);
dwdr = 11*r.*(r+2).*(5*r.^3+15*r.^2+18*r+4).*(r-1).^5;

end
elseif (type == 8)
% CSRBF1(r)
if (r>1.0)

w = 0.0;
dwdr = 0.0;

else
w = ((1-r).^4).*(4+16*r+12*r.^2+3*r.^3);
dwdr = (-4*(1-r).^3).*(4+16*r+12*r.^2+3*r.^3)+((1-r).^4).*(16+24*r+9*r.^2);

%dwdxI=diff(dwdr,x)
end
elseif (type == 9)
% CSRBF3(r)
if (r>1.0)

w = 0.0;
dwdr = 0.0;

else
w = 1/3+r.^2-4/3*r.^3+2*r.^2.*log(r);
dwdr = 4*r-4*r.^2+4*r.*log(r);

end



٩۵ متحرک مربعات کمترین تقریب روش شکل تابع آ�.٢.

elseif (type == 10)
% CSRBF4(r)
if (r>1.0)

w = 0.0;
dwdr = 0.0;

else
w = 1/15+19/6*r.^2-16/3*r.^3+3*r.^4-16/15*r.^5+1/6*r.^6+2*r.^2.*log(r);
dwdr = 25/3*r-16*r.^2+12*r.^3-16/3*r.^4+r.^5+4*r.*log(r);

end
elseif (type == 11)
% CSRBF5(r)
if (r>1.0)

w = 0.0;
dwdr = 0.0;

else
w = ((1-r).^6).*(35*r.^2+18*r+3);
dwdr =-6*(1-r).^5.*(35*r.^2+18*r+3)+(1-r).^6.*(70*r+18);

end
elseif (type == 12)
% CSRBF6(r)
if (r>1.0)

w = 0.0;
dwdr = 0.0;

else
w = ((1-r).^8).*(32*r.^3+25*r.^2+8*r+1);
dwdr =-8*(1-r).^7.*(32*r.^3+25*r.^2+8*r+1)+(1-r).^8.*(96*r.^2+50*r+8);

end
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
X1cell=input('X1 coordination of rectangle background cell:');
X2cell=input('X2 coordinations of rectangle background cell:');
Y1cell=input('Y1 coordinations of rectangle background cell:');
Y2cell=input('Y2 coordinations of rectangle background cell:');
Ngauss=input(' exponent number of gauss integration:');
Xg=[];Yg=[];WEI=[];
if (Ngauss==1)

WEI=2*2;
Xg=1/2.*(X1cell+X2cell);
Yg=1/2.*(Y1cell+Y2cell);
Ngau=1;

elseif (Ngauss==2)
a=0.5773502692;
Xg(1)=1/2.*(X1cell+X2cell)-a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(1)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(1)=1;
Xg(2)=1/2.*(X1cell+X2cell)-a/2*(X2cell-X1cell);

Yg(2)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(2)=1;
Xg(3)=1/2.*(X1cell+X2cell)+a/2*(X2cell-X1cell);



٩۶ متلب با �کدنویسی آ�.

Yg(3)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(3)=1;
Xg(4)=1/2.*(X1cell+X2cell)+a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(4)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(4)=1;
Ngau=2*2;

elseif (Ngauss==3)
a=0.7745966692;
W1=0.5555555556;W2=0.8888888889;
Xg(1)=1/2.*(X1cell+X2cell)-a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(1)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(1)=W1*W1;
Xg(2)=1/2.*(X1cell+X2cell)-a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(2)=1/2.*(Y1cell+Y2cell);
WEI(2)=W1*W2;
Xg(3)=1/2.*(X1cell+X2cell)-a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(3)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(3)=W1*W1;
Xg(4)=1/2.*(X1cell+X2cell);
Yg(4)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(4)=W1*W2;
Xg(5)=1/2.*(X1cell+X2cell);
Yg(5)=1/2.*(Y1cell+Y2cell);
WEI(5)=W2*W2;
Xg(6)=1/2.*(X1cell+X2cell);
Yg(6)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(6)=W1*W2;
Xg(7)=1/2.*(X1cell+X2cell)+a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(7)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(7)=W1*W1;
Xg(8)=1/2.*(X1cell+X2cell)+a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(8)=1/2.*(Y1cell+Y2cell);
WEI(8)=W1*W2;
Xg(9)=1/2.*(X1cell+X2cell)+a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(9)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(9)=W1*W1;
Ngau=3*3;

elseif (Ngauss==4)
a=0.3399810436;b=0.8611363116;
W1=0.3478548451;W2=0.6521451549;
Xg(1)=1/2.*(X1cell+X2cell)-b/2*(X2cell-X1cell);
Yg(1)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-b/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(1)=W1*W1;
Xg(2)=1/2.*(X1cell+X2cell)-b/2*(X2cell-X1cell);
Yg(2)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(2)=W1*W2;
Xg(3)=1/2.*(X1cell+X2cell)-b/2*(X2cell-X1cell);
Yg(3)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(3)=W1*W2;
Xg(4)=1/2.*(X1cell+X2cell)-b/2*(X2cell-X1cell);
Yg(4)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+b/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(4)=W1*W1;

Xg(5)=1/2.*(X1cell+X2cell)-a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(5)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-b/2*(Y2cell-Y1cell);



٩٧ متحرک مربعات کمترین تقریب روش شکل تابع آ�.٢.

WEI(5)=W2*W1;
Xg(6)=1/2.*(X1cell+X2cell)-a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(6)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(6)=W2*W2;
Xg(7)=1/2.*(X1cell+X2cell)-a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(7)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(7)=W2*W2;
Xg(8)=1/2.*(X1cell+X2cell)-a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(8)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+b/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(8)=W2*W1;

Xg(9)=1/2.*(X1cell+X2cell)+a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(9)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-b/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(9)=W1*W1;
Xg(10)=1/2.*(X1cell+X2cell)+a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(10)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(10)=W2*W2;
Xg(11)=1/2.*(X1cell+X2cell)+a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(11)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(11)=W2*W2;
Xg(12)=1/2.*(X1cell+X2cell)+a/2*(X2cell-X1cell);
Yg(12)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+b/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(12)=W2*W1;

Xg(13)=1/2.*(X1cell+X2cell)+b/2*(X2cell-X1cell);
Yg(13)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-b/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(13)=W1*W1;
Xg(14)=1/2.*(X1cell+X2cell)+b/2*(X2cell-X1cell);
Yg(14)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)-a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(14)=W1*W2;
Xg(15)=1/2.*(X1cell+X2cell)+b/2*(X2cell-X1cell);
Yg(15)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+a/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(15)=W1*W2;
Xg(16)=1/2.*(X1cell+X2cell)+b/2*(X2cell-X1cell);
Yg(16)=1/2.*(Y1cell+Y2cell)+b/2*(Y2cell-Y1cell);
WEI(16)=W1*W1;
Ngau=4*4;

end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
DmI=[];
xII = zeros(1,numnode);
yII = zeros(1,numnode);
% LOOP OVER ALL EVALUATION POINTS TO CALCULATE VALUE OF SHAPE FUNCTION Fi(X)
for i = 1 : numnode

xII(1,i)=xv1(i);
yII(1,i)=xv2(i);

end

% INITIALIZE SHAPE FUNCTION MATRICES
PHI = zeros(n, numnode);
DPHIx = zeros(n, numnode);
DPHIy = zeros(n, numnode);

% EVALUATE BASIS p, B MATRIX AND THEIR DERIVATIVES
if (m == 1)



٩٨ متلب با �کدنویسی آ�.

p = [ones(1, numnode)];
pxy = [1];
dpdx = [0];
dpdy = [0];

B = p .* [w];
DBdx = p .* [dwdxI];
DBdy = p .* [dwdyI];

elseif (m == 3)
p = [ones(1, numnode); xII;yII];
pxy = [1, x, y];
dpdx = [0, 1, 0];
dpdy = [0, 0, 1];

B = p .* [w; w; w];
DBdx = p .* [dwdxI; dwdxI;dwdxI];
DBdy = p .* [dwdyI; dwdyI;dwdyI];

elseif (m == 6)
p = [ones(1, numnode); xII;yII; xII.*xII;xII.*yII;yII.*yII];
pxy = [1, x, y, x*x, x*y, y*y];
dpdx = [0, 1, 0, 2*x, y,0];
dpdy = [0, 0, 1, 0, x,2*y];

B = p .* [w; w; w; w; w; w];
DBdx = p .* [dwdxI; dwdxI;dwdxI;dwdxI; dwdxI;dwdxI];
DBdy = p .* [dwdyI; dwdyI;dwdyI;dwdyI; dwdyI;dwdyI];

elseif (m == 0)
p=zeros(m,n);
pxy=zeros(m);
dpdx=zeros(m);
dpdy=zeros(m);
ddpdx=zeros(m);
ddpdy=zeros(m);
B = p;

DBdx = p;
DBdy = p;

end
% EVALUATE MATRICES A AND ITS DERIVATIVES

A = zeros (m, m);
DAdx = zeros (m, m);
DAdy= zeros (m, m);
for i = 1 : numnode

pp = p(:,i) * p(:,i)';
A = A + w(i) * pp;
DAdx = DAdx + dwdxI(i) * pp;
DAdy = DAdy + dwdyI(i) * pp;

end

AInv = inv(A);

rxy = AInv * pxy';
PHI = rxy' * B; % shape function
drdx = AInv * (dpdx' -DAdx* rxy);
DPHIx = drdx' * B + rxy' * DBdx; % first order derivatives of shape function with respect to x



٩٩ هموار نازک صفحه اسپلاین روش به شکل تابع آ�.٣.

drdy = AInv * (dpdy' -DAdy* rxy);
DPHIy = drdy' * B + rxy' * DBdy; % first order derivatives of shape function to y

هموار نازک صفحه اسپلاین روش به شکل تابع آ�.٣
clc
nx=2;
lamda=(3.5)*10.^(-4);
eta=input('enter the parametr of shape function:');
dim=input('enter the dimention of cordinate:');
xlength=input('enter the xlength:');
ylength=input('enter the ylength:');
m=input('enter the dimention of p:'); %m=0,1,3,6
n=input('enter the dimention of R:');
xdiv=input('enter the divition of x axis:');
ydiv=input('enter the divition of y axis:');
numnode=input('enter the number of nodes:');
xstep=xlength/xdiv;
ystep=ylength/ydiv;
disp('node:')
for i=1:numnode

disp(i)
end
xv1=zeros(1,(xdiv+1)*(ydiv+1));
xv2=zeros(1,(xdiv+1)*(ydiv+1));
nn=0;
for i=1:xdiv+1

for j=1:ydiv+1
nn=nn+1;
xv1(nn)=-1+(i-1)*xstep;
xv2(nn)=-1+(j-1)*ystep;

end
end
B=zeros(n,n);
for i=1:n

for j=1:n
B(i,j)=((xv1(i)-xv1(j)).^2+(xv2(i)-xv2(j)).^2).^eta;

end
end
B;
disp('x , y:')
disp(xv1)
disp(xv2)
x=input('x:');
y=input('y:');
r=((x-xv1).^2+(y-xv2).^2).^(1/2);
rr=r.^2;

%tps
R1=(rr).^(eta);
R2=eta*(rr).^(eta-1).*(x-xv1);
R3=eta*(rr).^(eta-1).*(y-xv2);
R4=eta*(rr).^(eta-1)+eta*(eta-1)*(rr).^(eta-2).*(x-xv1).^2;
R5=eta*(rr).^(eta-1)+eta*(eta-1)*(rr).^(eta-2).*(y-xv2).^2;



١٠٠ متلب با �کدنویسی آ�.

xII = zeros(1,numnode);
yII = zeros(1,numnode);
% LOOP OVER ALL EVALUATION POINTS TO CALCULATE VALUE OF SHAPE FUNCTION Fi(X)
for j = 1 : n
% DETERMINE WEIGHT FUNCTIONS AND THEIR DERIVATIVES AT EVERY NODE
for i = 1 : numnode

xII(1,i)=xv1(i);
yII(1,i)=xv2(i);

end
if (m == 1) % Shepard function

p = [ones(1, numnode)];
pxy = [1];
dpdx = [0];
dpdy = [0];
ddpdx=[0];
ddpdy=[0];

elseif (m == 3)
p = [ones(1, numnode); xII;yII];
pxy = [1, x, y];
dpdx = [0, 1, 0];
dpdy = [0, 0, 1];
ddpdx=[0, 0, 0];
ddpdy=[0, 0, 0];

elseif (m == 6)
p = [ones(1, numnode); xII;yII; xII.*xII;xII.*yII;yII.*yII];
pxy = [1, x, y, x*x, x*y, y*y];
dpdx = [0, 1, 0, 2*x, y, 0];
dpdy = [0, 0, 1, 0, x, 2*y];
ddpdx=[0, 0, 0, 2, 1, 0];
ddpdy=[0, 0, 0, 0, 1, 2];

elseif (m == 0)
p=zeros(m,n);
pxy=zeros(m);
dpdx=zeros(m);
dpdy=zeros(m);
ddpdx=zeros(m);
ddpdy=zeros(m);

end
end
T1=B+n*lamda*eye(n);
T11=inv(T1);
p1=p*T11*p';
p11=inv(p1);
p2=p*T11;
sb=p11*p2;
ss=eye(n)-p'*sb;
sa=T11*ss;

RR1=cat(1,T1,p);
RR2=cat(1,p',zeros(m,m));
RR=cat(2,RR1,RR2);
Rr1=cat(2,R1,pxy);
Rr2=cat(2,R2,dpdx);
Rr3=cat(2,R3,dpdy);
Rr4=cat(2,R4,ddpdx);



١٠١ متحرک کرینجینگ درونیابی روش شکل تابع آ�.۴.

Rr5=cat(2,R5,ddpdy);
%ppp=R1*sa+pxy*sb;
%phi=ppp';
phi=pinv(RR)*Rr1'; %shape function
dxphi=pinv(RR)*Rr2';% first order derivatives of shape function with respect to x
dyphi=pinv(RR)*Rr3';% first order derivatives of shape function to y
dxxphi=pinv(RR)*Rr4';% 2nd order derivatives of shape function with respect to x
dyyphi=pinv(RR)*Rr5';% 2nd order derivatives of shape function to y

متحرک کرینجینگ درونیابی روش شکل تابع آ�.۴
clc
dim=input('enter the dimention of cordinate:');
xlength=input('enter the xlength:');
ylength=input('enter the ylength:');
m=input('enter the dimention of p:1: Constant basis; 3: Linear basis; 6: Quadratic basis: ');
n=input('enter the dimention of R:');
xdiv=input('enter the divition of x axis:');
ydiv=input('enter the divition of y axis:');
numnode=input('enter the number of nodes:');
h=input('average distance of the nodes in the support domain:');
w=0.1;
xstep=xlength/xdiv;
ystep=ylength/ydiv;
disp('node:')
for i=1:numnode

disp(i)
end
xv1=zeros(1,(xdiv+1)*(ydiv+1));
xv2=zeros(1,(xdiv+1)*(ydiv+1));
nn=0;
for i=1:xdiv+1

for j=1:ydiv+1
nn=nn+1;
xv1(nn)=-1+(i-1)*xstep;
xv2(nn)=-1+(j-1)*ystep;

end
end
disp('x , y:')
disp(xv1)
disp(xv2)
B=zeros(n,n);
for i=1:n

for j=1:n
B(i,j)=exp(-(w/h.^2)*((xv1(i)-xv1(j)).^2+(xv2(i)-xv2(j)).^2));
if (i == j)

B(i,j)=1;
end

end
end
B;
x=input('x:');
y=input('y:');
r=((x-xv1).^2+(y-xv2).^2).^(1/2);



١٠٢ متلب با �کدنویسی آ�.

R1=exp(-(w/h.^2)*(r).^2);
R2=-2*w*exp(-w*(r/h).^2).*((x-xv1)/h.^2);
R3=-2*w*exp(-w*(r/h).^2).*((y-xv2)/h.^2);
R4=-2*w*(1/h.^2)*exp(-w*(r/h).^2)+4*w.^2*exp(-w*(r/h).^2).*((x-xv1).^2/h.^4);
R5=-2*w*(1/h.^2)*exp(-w*(r/h).^2)+4*w.^2*exp(-w*(r/h).^2).*((y-xv2).^2/h.^4);

xII = zeros(1,numnode);
yII = zeros(1,numnode);
% LOOP OVER ALL EVALUATION POINTS TO CALCULATE VALUE OF SHAPE FUNCTION Fi(X)
for j = 1 : n
% DETERMINE WEIGHT FUNCTIONS AND THEIR DERIVATIVES AT EVERY NODE
for i = 1 : numnode

xII(1,i)=xv1(i);
yII(1,i)=xv2(i);

end
if (m == 1) % Shepard function

p = [ones(1, numnode)];
pxy = [1];
dpdx = [0];
dpdy = [0];
ddpdx=[0];
ddpdy=[0];

elseif (m == 3)
p = [ones(1, numnode); xII;yII];
pxy = [1, x, y];
dpdx = [0, 1, 0];
dpdy = [0, 0, 1];
ddpdx=[0, 0, 0];
ddpdy=[0, 0, 0];

elseif (m == 6)
p = [ones(1, numnode); xII;yII; xII.*xII;xII.*yII;yII.*yII];
pxy = [1, x, y, x*x, x*y, y*y];
dpdx = [0, 1, 0, 2*x, y, 0];
dpdy = [0, 0, 1, 0, x, 2*y];
ddpdx=[0, 0, 0, 2, 1, 0];
ddpdy=[0, 0, 0, 0, 1, 2];

elseif (m == 0)
p=zeros(m,n);
pxy=zeros(m);
dpdx=zeros(m);
dpdy=zeros(m);
ddpdx=zeros(m);
ddpdy=zeros(m);

end
end
A1=p*(inv(B))*p';
A2=p*(inv(B));
A=inv(A1)*A2;
BB=(inv(B))*(eye(n,n)-p'*A);
phi=pxy*A+R1*BB;
dxphi=dpdx*A+R2*BB;
dyphi=dpdy*A+R3*BB;
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Aabstract

The thesis deals with transient heat conduction in functionally gradient materials.
The spatial variation of the temperature field is approximated by using alternatively two
various meshfree approximations, and two improved meshless methods. The traditional
two-point difference method is selected for the time discretization scheme. Two selected
numerical examples are presented in this thesis to demonstrate the availability and accu-
racy of the present approach comparing with the traditional meshfree methods and finite
element method. In the first chapter, we introduce the transient heat conduction problem,
meshless methods and the needed definitions and theorems. The second chapter, express
the finite element method and using of them for solving transient heat conduction prob-
lem. The third chapter consist of the traditional meshfree methods. In the forth chapter
we introduce the improved meshless methods for solving the transient heat conduction
problem and in the fifth chapter we show the numerical results. In this thesis all examples
are solved by Matlab software.
Keywords: Meshfree method, Smoothing thin plate splines, Transient heat conduction,
Local radial point interpolation method, Meshless local Petrov–Galerkin method, Moving
Kriging interpolation method, Moving least–squares approximation, Radial point interpo-
lation method, Element–free Galerkin method.
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