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 ده:یچک

 

 ید احاط ه ننن  گم هرگ ا  د  ین ا  یک راس احاطه بحران یرا   Gک گراف یدر   vراس 

باش    در   Gگراف  ینوچکتر از د د احاطه ننن گ  vحاصل از حذف راس   G-vگراف 

 یتوس هه داد    ب ا  هر   ی ک ان ینل  یاحاط ه گ ر یب ود  را ب را ین طرح  قول ه بحران یا

 یرا ب ه احاط ه گ ر یج به دست آ    در احاطه گ رینتا ی کان یبحران  یاحاطه نل یگرا ها

   جل  ه در چ  ا  جه  ت پژ هش  ی ط  رح ای  ن نت  ایج  م یده   یم    یتهم   ی ک  ان ینل  
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كنيم مياز آنها استفاده مي فاهيم و قضاياي نظريه گراف كه به ارائه برخي از تعاريف، مدر اين فصل 

به صورت  یک گراف ساد  ز جی   نظور از یک گراف، هموار  یک گراف ساد  است  پردازيم.

G=(V,E)   است نه در آV از نقاط  وسوم به راسها ی جموده ا   E یر  جموده هایاز ز ی جموده ا 

 ینشا    uv با   یسادگ ی     آ  را برایال نا یک یرا  Eاز  e={u,v}است  هر دنصر  V ید  دضو

 م یده

 کنندگی راسیاحاطه 1-1

G(VS( جموده Gدر یک گراف  :0-0-0تعریف   نا یم هرگا  ننن    یرا یک  جموده احاطه

نمترین  Gننن گی گراف  جا ر باش   د د احاطه Sبا ح اقل یکی از راسهای  V (G)-Sهر راس از 

دهیم  همنشا   ی G((است   آ  را با  Gننن   برای های احاطههای  جمودهان از  در  یا  ان از 

نشا   ی G((را با Gنیمال برای گرافننن    یهای احاطهچنین بزرگترین ان از  در بین  جموده

 دهیم  

شود  جموده تمام راسهای  جا ر نشا  داد   ی N(x)نه با x نظور از همسایگی Gاز گراف xبرای راس

x{)x(N]x[N{به صورت زیر xی بستهاست   همسایگ Gدر گراف xبا  شود تهریف  ی 

 دبارتست از Gدر Sهمسایگی Gاز راسهای Sچنین برای یک زیر جمودههم

)x(NSx)S(N  

S)S(N]S[Nدبارتست از S  همسایگی بسته    

  N[S]= V(G)          ننن   است هرگا یک  جموده احاطه Sبنابراین  جموده 

گرا ی ب    راس تنها باش  آنگا   Gاگر  :2-0-0قضیه 
2

)(
)(

GV
G   

 باش   Sزیرگراف القایی توسط  G[ S] رض ننی   Gاز راسهای گراف   S برای یک زیر  جموده
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 جا ر  Gدر گراف Sرا  ستقل نا یم هرگا  هیچ د  راسی از Gاز  جموده راسهای گراف Sزیر جموده

 نباشن   

را  S  باش  در این صورت Gننن   در گراف  یک  جموده احاطه Sنی   رض ن :3-0-0تعریف 

 راس تنها ن اشته باش   G[S]نا یم هرگا   یلننن   باز یا نای احاطه جموده

با نا ی      Gگراف  یلننن گی باز یا ندر  تهریف  وق را د د احاطه Sنوچکترین ان از   جموده  

)G(t دهیم نشا   ی 

نا یم    نظور از یک گراف ب    پنجه گرا ی است نه هیچ زیرگرا ی القایی را پنجه  ی K,31گراف

 ن اشته باش   K,31یکریخت با

 است  G((ننن    ستقل با ان از  دارای یک  جموده احاطه Gهرگراف ب    پنچه  : 4-0-0قضیه 

 دهیم نشا   ی G(o(را با  Gان از  بزرگترین  جموده  ستقل در گراف  

ضربی بررسی نرد    ح س زیر ننن   را در گرا های حاصلهای احاطه جموده 1991سال   یزینگ در

 را ارائه داد:

 ، G   Hبرای هر د  گراف  :( یزینگ)5-0-0حدس 

)H()G()HG(    

ها ثابت ش   است  ا ا در حالت نلی هنوز این ح س های گرافدرستی ح س  وق برای بسیاری از دسته

 اثبات یا رد نش   است 

 ، Hنن  هرگا  برای هر گرافدر ح س  یزینگ ص ق  ی Gگراف :6-0-0تعریف  

)H()G()HG(    

 نن   در ح س  یزینگ ص ق  ی Gآ  گا  1)G(یا  2اگر :8-0-0قضیه 
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در  xننن   قوی نا یم هرگا  هر راس ای احاطهرا  جموده Sننن    جموده احاطه :7-0-0تعریف 

S)G(V    توسط راسی  اننy  ازS  احاطه شود به طوریکه)xdeg()ydeg(   نوچکترین ان از  یک

 دهیم نشا   ی G(s(را با  Gننن   قوی در گراف  جموده احاطه

است نه برای هر  Sای از راسها  انن  ، زیر  جمودهGبن ی از گراف بسته 2یک  :9-0-0تعریف 

Sy,x  اشیمداشته ب 

     yNxN  

 ی Gبن ی گراف بسته 2شود نوچکترین ان از  یک نشا  داد   ی G(2(نه با  Gبن ی بسته 2د د 

 باش  

)G ،)G()Gبرای هر گراف  :00-0-0قضیه     

نظور از خواه  بود     G((ننن   از ان از ای احاطه جموده،  جموده )G( نظور از یک 

خواه  بود  به همین ترتیب  G(c(ننن   همبن  از ان از ای احاطه جموده،  جموده c)G(یک

 جموده با  فاهیم  G(( جموده   )G( جموده، i)G( جموده، t)G(دبارتهای

ننن     انواع آ  خوانن   را به های احاطهر ن   برای  طالهه بیشتر در ز ینه  جموده ربوطه به نار  ی

 دهیم  ارجاع  ی [8] رج

G(VS( جموده Gدر یک گراف  :00-0-0ف یتعر  ی ی کان ینلننن   را یک  جموده احاطه 

yxراس د   هر یبود    برا یاحاطه ننن   نل یوده ا جم S نا یم هرگا  SGVاز ,  میداشته باش )(\

SyNSxN  )()(  

 ننن  های احاطههای  جمودهنمترین ان از  در  یا  ان از  Gگراف  ی کان ینلننن گی د د احاطه 

)(است   آ  را با  Gبرای  ی کان ینل Gl

t هیم دنشا   ی 

 گرافهای احاطه بحرانی  -1-2
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  ] [8بن ی شش رد  زیر از گرا ها را بررسی نردن  رانک هرری   سایرین  سئله دسته 1991در سال 

( e)  یا با حذف یال  vبا حذف راس  G( گراف ب ست آ    از G-e)  به صورت  شابه  G-v رض ننی  

 نرد  را بصورت زیر ا راز Gتوا  راسهای گراف  ی باش   

 VVV)G(V 0
 

 نه در آ  

 )G()vG(:)G(VvV  0
 

 )G()vG(:)G(VvV  
 

 )G()vG(:)G(VvV  
 

  ورد چن ن نوشتار به یهاست نه  ا در ا ین ن دسته بیرا و  ایه گراف پی  نظریج  یاز پژ هشها یاریبس

 م ینن یاشار     از آنها

GVV)(را احاطه بحرانی نا یم هرگا    Gگراف : 0-2-1تعریف    ن هر راس در یچنهمV  را

است هرگا  هر راس آ  احاطه  یاحاطه بحران Gک گراف یا م  لذینا  ی  یک راس احاطه بحرانی

 باش   یبحران

ر یرا به صورت ز Sدر  vهمسایگی اختصاصی  S   جموده احاطه ننن    Gاز گراف  vبرای راس 

 ننیمف  ییتهر

  vS]u[N:u]S,v[Pn    

 داشته باشیم     Sنیمم اگر   تنها اگر به ازای یک  جموده احاطه ننن    ی Vv : 3-2-1قضیه 

 v]S,v[Pn   

 جموده احاطه ننن    ی vاحاطه بحرانی است اگر   تنها اگر برای هر راس  Gگراف  :4 -2-0نتیجه 

 وجود باش  به طوری نه Sنیمم  v]S,v[Pn    
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 گرا ی احاطه بحرانی از  رتبه Gاگر  : 5-2-1قضیه 

111  ))G()()G((n  

 گرا ی  نتظم است   Gگا  باش  آ 

 

 احاطه کلی بحرانی یگرافها 1-3

Haynes   فهوم احاطه بحرانی را به احاطه نلی بحرانی تهمیم دادن    رض ننی   2112در سال   سایرین 

S(G)  جموده راسهای پشتیبا  گراف G بنا به تهریف راسهایی هستن  نه دارای  جا ری با  باشن  نه

 باشن    ی Gدرجه یک در گراف 

را احاطه نلی بحرانی یا احاطه  طلق بحرانی نا یم هرگا  برای هر راس  Gگراف : 0-3-1تعریف 

)G(S)G(Vv  داشته باشیم 

)G()vG( tt    

k)G(,Gاحاطه نلی بحرانی باش    Gاگر گراف  t   راk– نا یم  احاطه نلی بحرانی  ی 

 یش داد   ینما nCبا  یراس – nک د ر ی  لازم به ذنر است نه مین گرا ها را داریاز ا ییل  ثالهایدر ذ

 شود  

 احاطه نلی بحرانی است   -3گرا ی  5Cد ر: 2-3-1ثال م

 احاطه نلی بحرانی است  -2گرا ی  6Cد ر: 3-3-1مثال 

G(S)G(Vv(گ  را ی احاطه نلی بح  رانی باش  آ  گا  برای هر راس Gاگر : 4-3-1گزاره   

 داریم

1 )G()vG( tt   
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vG(t(به دلا   یک     جموده شا ل هیچ راسی  جا ر با v باش   نمی 

راسی غیر پشتیبا  بود   vباشن  به طوریکه  Gد  راس غیر جا ر در گراف  v,uاگر : 5-3-1گزاره 

 )v(N)u(N   گا  آG   گرا ی احاطه نلی بحرانی نیست 

به طوری نه به هر راس یک یال آ یزا   Gگرا ی است حاصل از  Gتاج یک گراف : 6-3-1تعریف 

گرا های  همکارا     Goddard یلادی  2112در سال  دهیم نشا   ی Cor(G)ر ش   است   آ  را با  جا 

 بن ی نردن احاطه نلی بحرانی نه دارای راس آ یزا  هستن  را دسته

گرا ی با ح اقل سه راس باش  نه دارای راس آ یزا  است  در این  G رض ننی  : 7-3-1قضیه 

گرا ی همبن  از  Hنه در آ   G=Cor(H)ی بحرانی است اگر   تنها اگر احاطه نل k,G– گراف  صورت

 باش   2)H(با k رتبه 

  شود  یرخت حاصل  ک دی یر برایز یجه قوین نتیبنابر ا

  هیچ درختی احاطه نلی بحرانی نیست: 9-3-1نتیجه 

ر یبه صورت زح اقل یک راس آ یزا  با  احاطه نلی بحرانی k–قطر یک گراف  گر در  ورد یدجه ینت

   است 

 با ح اقل یک راس آ یزا  باش  آ  گا :   یاحاطه نلی بحران k–گرا ی  Gاگر : 00-3-1نتیجه 

اگر  (1 43 ,k  گا آ k)G(diam   

)(1 گا آ  5kاگر  (2  kGdiam 

 نتایج زیر حاصل ش   اقع ش      ی ورد بررس یزا   اق  راس آ یسپس گرا ها

   2,1n(2گرا ی احاطه نلی بحرانی است اگر   تنها اگر )پیمانه  nCد ر: 00-3-1گزاره  

 است   k2-3احاطه نلی بحرانی ح انثر  k–قطر یک گراف : 02-3-1گزاره 

 به صورت زیر تر یم یا ت   8kاحاطه نلی بحرانی به ازای –kنرا   وق برای قطر یک گراف 

 احاطه نلی بحرانی ح انثر بصورت زیر است   –k قطر یک گراف 8kبرای: 03-3-1قضیه
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1 7 9 5 2 3 k 

11 9 7 9 2 3 diam 

تا ننو  باز  kریر  قادیسا یبرااحاطه نلی بحرانی  k–  یهاگرا ن قطر در ییلازم به ذنر است نه  ساله ته

برای آنها  13-2-5 های قضیههمچنین با توجه به گزار  زیر آنها گرا هایی ساختن  نه نرا  ان   است   

 سترسی باش   دقابل 

احاطه نلی بحرانی  j–احاطه نلی بحرانی    k–به ترتیب گرا هایی  F   H رض ننی  : 04-3-1گزاره 

 نطبق نمود    گراف  Hرا بر یک راس از  Fباشن     رض ننی  یک راس از  2نیمم درجه ح اقل با  ی

1ایم  اگرب ست آ رد  Gدیگری  انن   kj)G(t گا  ، آG   گرا ی احاطه نلی بحرانی است 

 

توا   ینوچکتر   ی رتبه ها احاطه نلی بحرانی گر گزار   وق آ  است نه از گرا هایییناربرد د

 بزرگتر به دست آ رد  ی رتبه ها احاطه نلی بحرانی گرا هایی

 

 

 

 

 

 

 

 

 دومفصل 
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 ی کان ینل یدر خصوص احاطه گر نتایج
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 مکانی راسی احاطه کلی بحرانی یگرافها 2-0

 

د  د  vیبا  را احاطه نلی بحرانی  کانی نا یم هر گا  ب رای ه ر ر س غی ر پش ت G: گراف  0-2تعریف 

 باش   Gگری نلی  کانی نمتر از د د احاطه G-vاحاطه گری نلی  کانی گراف 

 

های احاطهبه هر یک از  جموده vباش  در این صورت Gراسی پشتیبا  در گراف  v: اگر  2-2گزاره  

 جا ر گر نلی  کانی شا ل همه برگهای نیمم تهلق دارد  هم چنین هر  جموده احاطهگر نلی  کانی  ی

 باش   جز ح انثر یکی از آنها  ی vبا 

توسط یک  جموده احاطه گر نلی  کانی، احاطه شود لازم است  v: برای اینکه هر برگ  جا ر  اثبات

توان   خ ارج آ  همسایه هر برگ دضوی از آ   جموده باش   در این صورت ح  انثر ی ک ب رگ   ی

                                                                                                                جموده باش   

 

حاصل ش     Gاز گراف  vگرا ی باش  نه با حذف یک راس غیر پشتیبا   'G:  رض ننی   3-2قضیة 

 باش   در این صورت 

    1 GvG L

t

L

t  

به دلا   تفاضل    GG L

t

L

t   توان  به ان از  نا ی بزرگ باش    ی 

 'Sباش       رض ننی    Gاز گراف  vگراف حاصل از حذف راس غیر پشتیبا   'G:  رض ننی   اثبات

 باش   حالتهای زیر را داریم :  'Gنیمم برای یک  جموده احاطه گر نلی  کانی  ی
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: اگر  0لت حا   SxNG  گا  باش  آ ySS  یک  جموده احاطه گر نلی  ک انی   ی

 است  لذاGنیمم برای 

    11  GSSG L

t

L

t  

 

: اگر  2حالت   1SxNG
باش  آ  گا    xSS  یک  جموده احاطه گر نلی  کانی   ی

 است  در نتیجه G نیمم برای

    1 GG L

t

L

t   

گی ریم   سه ب رگ را در نظ ر   ی v 2v         pv ,1ستارة با  رنزهای pباش     1Pحال  رض ننی  

تار از این س Gگیریم   رض ننی  را نیز در نظر  ی y 2y         P+1y ,1  برگهای  xیک ستارة با  رنز 

حاصل ش   باش    در   p+1xy  زیر تقسیم نرد  یال  1v1, y 2v2y         pvpyها با اضا ه نرد  یالهای 

درختی است نه در آ   Gاین صورت   23  pGL

t  اگر راس  x   را از درختG  حذف نن یم ت ا

گا  برسیم آ  'Gبه گراف   24  pGL

t لذا   

    pGG L

t

L

t                                                                                                   

 

 ی  کانی در یک گراف احاطه نلی بحران v: برای هر راس غیر پشتیبا   4-2نتیجه 

    1 GvG L

t

L

t   

 

گرا  ی احاط ه نل ی بحران ی  Gاحاطه نلی بحرانی  کانی نا یم هر گ ا   k–را G: گراف  5-2تعریف 

 کانی بود      kGL

t    
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ه ای آ  احاط ه : یک گراف ناهمبن  احاطه نلی بحرانی  کانی است هر گا  هر ی ک از  ولف ه 6-2لم 

  نلی بحرانی  کانی باش  

نن یم برخ ی از ده یم  ح ال س هی   یلذا  ا در این پر ژ   قط گرا های همبن  را  ورد بررسی ق رار   ی

 گرا های نلی را بررسی ننیم  

 

   4nاحاطه نلی بحرانی  کانی است اگر   تنها اگر  nK: گراف نا ل  8-2گزارة 

                                                                                                  : ب یهی است  اثبات

 

 باش   اسی احاطه نلی بحرانی  کانی نمیر n: هیچ  سیر  7-2گزاره 

احاطه نلی بحرانی  کانی اس ت   اض ا اس ت ن ه  nPراسی  n: با برها  خلف  رض ننی   سیر  اثبات

5n  

ای  جمود ه Dراسی باش  نه برگ نبود     جار با یک راس پش تیبا  باش      رض ننی    v رض ننی  

یک  جموده احاطه گ ر نل ی  Dباش   در این صورت  G-vنیمم برای احاطه گر نلی بحرانی  کانی  ی

 باش   لذا  ینیز  Gبحرانی  کانی برای 

   vPP n

L

t

L

t   

                                                                                                                باش  نه یک تناقض  ی

 

   mod2,1n)4(احاطه نلی بحرانی  کانی است اگر   تنها اگر  nC: یک د ر  9-2گزاره 
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 ،2nدانیم برای هر :  ی اثبات

  



























442

nnn
Cn

L

t   

 در این صورت نتیجه به  ضوح برقرار است   

 شابه گزار  زیر را داریم : به صورت  

 

 احاطه نلی بحرانی  کانی است اگر   تنها اگر یا m,nK: گراف د  بخشی نا ل  00-2گزاره 

  3,min nm  یا    1,min nm     3,max nm   

با  Gحال گرا های انستر ال   2GL

t دهیم  خانواد را ارائه  ی 

 }{,,,, 44432321 eKCPPPFFF  

 بود     4Kاز  یالی  eرا در نظر بگیری  نه در آ 

 

1F  4خانواد  همه گرا هایی است نه از یک  سیرP   با اضا ه نرد  یک راس ج یx   ص ل ن رد   x 

 ان  ب ست آ    4P  ح اقل یک برگ از  4Pبه راسهای  رنزی 

 

2F 4اد  همه گرا هایی است نه از یک د ر خانوC   با اضا ه نرد  یک راس ج یx   جا ر ن رد   x 

 ان   ب ست آ    4Cبه ح اقل د  راس  جا ر 

 

3F  3(خانواد  همه گرا هایی است نه ازCor(C    ان   با حذف ح اقل یک یال آ یزا  ب ست آ 
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G  ،برای گراف  : 00-2قضیة   2GL

t  اگر   تنها اگرG    

اضا ه نرد    حالتهای  ختلف  ج ا رت  یک راس ج ی  را به هر یک حال اگر در گرا های خانواد  

توانیم بحرانی بود  یا نبود  گرا ه ای حاص ل را تش خیه ده یم  ل ذا قض یه زی ر را را در نظر بگیریم  ی

 داریم  

 احاطه نلی بحرانی  کانی است اگر   تنها اگر -3گرا ی G: گراف  02-2قضیة 

 )(,, 33,14 CCorKKG . 

 

خ انواد  هم ه  Fایم تا درختهای احاطه نل ی بحران ی  ک انی را اس تخراج نن یم    رض نن یم حال آ اد 

ر راس پش تیبا  از یا یک برگ است   ی ا ی ک راس پش تیبا ،   ه  Tباش  نه هر راس Tدرختهایی  انن  

 درجه ح اقل سه باش   

 

FTاحاطه نلی بحرانی  کانی است اگر   تنها اگر  T: یک درخت  03-2قضیة      

ثاب ت   ی Tدرختی احاطه نلی بحرانی  کانی باش   به نمک استقراء ر ی  رتبه  T:  رض ننی   اثبات

FTننیم  توا  دی  نه اگر قطر درخت احاطه نلی بحرانی  کانی   به راحتی  یT  3 یا  س ا ی نمتر 

FTباش  آنگا     رض ننی هر درخت احاطه نلی بحرانی  کانی   T'  با  رتبهnn   دض وF     باش

 باش   2باش  نه قطر آ  ح اقل  nدرختی احاطه نلی بحرانی  کانی از  رتبه  T رض ننی  

 نه پشتیبا  نیست به ح اقل د  راس پشتیبا   صل نیست   T: هیچ راسی از  0ادعای 

 v,u صل است  در این ص ورت v,uشتیبا  باش نه به د  راس پشتبا  راسی غیر پ b رض ننی    : اثبات

تهلق دارد  در نتیجه چنین  جموده ه ایی ی ک  جمود ه T-b به هر  جموده احاطه گر نلی  کانی برای 

 باشن   این یک تناقض است نیز  ی Tاحاطه گر نلی  کانی برای 
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 است   3: هر راس پشتیبا  دارای درجه ح اقل 2ادعای 

برگ  نحص ر  xباش    رض ننی   2راسی پشتیبا  بود    درجه آ    yبا برها  خلف  رض نن    بات:اث

راس ی پش تیبا  نباش   آ  گ ا  ه ر  zباش   اگر  yنیز راسی غیر برگ  جا ر با  zبود     yبه  رد  جا ر با 

مود ه احاط ه گ ر بود    در نتیج ه ی ک  ج y,xشا ل  T-zنیمم برای  جموده احاطه گر نلی  کانی  ی

ی ک  wراس ی پش تیبا  اس ت    رض ننی     zخواه  بود  این یک تناقض است  لذا Tنلی  کانی برای 

 باش   در این صورت t-xیک  جموده احاطه گر نلی  کانی برای  'Sبود     zبرگ همسایه 

   ', Swy   

باش    پ س خواه  بود نه تناقض  ی Tیک  جموده احاطه گر نلی  کانی برای  'Sآ  گا   Se'اگر 

'Sy  در نتیجه  Swا ا در این صورت   

    wSy  

 باش  است  این یک تناقض  ی Tیک  جموده احاطه گر نلی برای  

210)(حال یک  سیر قطری  ... Tdiamuuuu   1، 2را در نظر  ی گیریم  بنابر اددایu   راسی پش تیبا

  2یا راسی پشتیبا  است   یا راسی از درجه  1،2uباش    بنابر اددای  اقل د  برگ  یبا ح

 گیریم:حالتهای زیر را در نظر  ی

باش    رض ننی  راس پشتیبا  نمی 1،3uاست  در  این صورت طبق اددای  2دارای درجه  2u: 0 لتحا

D'  3یک  جموده احاطه گر نلی  کانی برایuT  باش   در این صورت 

     '01 DuuN  

 است  این یک تناقض است  T یک  جموده احاطه گر نلی  کانی برای   'D  بنابراین 
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با حذف همه برگهای  جا ر ب ا   Tدرختی باش  نه از  'Tراسی پشتیبا  است   رض ننی   2u: 2حالت 

1u 2ت آ    باش   در این صورت ب سu  در  3یک راس پشتیبا  با درجه ح اقلT' است  به آسانی   ی

 توا  دی  نه

    1
1

 TLT u

L

t

L

t   

 ،wاحاطه نلی بحرانی  کانی نباش   پس یه ازای یک راس  'Tحال  رض ننی  

   '' TwT L

t

L

t    

اگر  '
2

TLw u  آ  گا  همه راسهای(T') 
2uL 1ض ن رد توا    ردارای یک نقش هستن   یuw    

 در این صورت

      11
uTLTVw u   

)'(باش   اگ ر  w-Tیک  جموده احاطه گر نلی  کانی برای  S رض ننی   
2

TLw u آ  گ اS  ش ا ل

21,uu  2  همه برگهایu   0جز یکی  اننu   است 

در این صورت  TLS u1
  یک  جموده احاطه گر نلی  کانی برایw-T'  بود    در نتیجه

      1'
1

 TLwTwT u

L

t

L

t   

 در نتیجه خواهیم داشت:

       wTTLwT L

tu

L

t '1
1

  

      1'
1

 TLTT u

L

t

L

t   

   بنابراین 

   TwT L

tt  ;  
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درختی احاطه نلی بحرانی  کانی است  لذا  Tباش  زیرا این یک تناقض  ی    1'
1

uTLw u  اضا   

Suهستن   اگر  Sدضو  0u  همه برگهای آ  جز  1uاست نه  2   آنگا TLS u1
  یک  جمود ه

Suخواه  بود  اگر  'w-Tطه گر نلی  کانی برای احا 2   آ  گاSu 3 در نتیجه   

       12 1
uTLSu u  

 است  در هر د  حالت T'-wه احاطه گر نلی  کانی برای یک  جمود 

      1'
1

 TLwTwT u

L

t

L

t  

نه نتیجه  ی ده     TwT L

t

L

t   این یک تناقض است  لذا  T'  درختی احاطه نلی بحرانی  کانی

FTبریم  در این صورت به نار  ی 'Tباش   حال  رض استقراء را برای  ی '  در نتیجه  FT  اثبات  

                                                                                                              نا ل خواه  ش  

 آ ریم کتر ب ست  یدر ادا ه  ا گرا های احاطه نلی بحرانی  کانی را از گرا های نوچ

احاط ه نل ی  'k–احاطه نل ی بحران ی  ک انی    k–گرا هایی به ترتیب  H,G رض ننی   :04-2قضیه 

گراف حاصل از آنه ا ب ا یک ی  Fاست   رض ننی   2نیمم درجه آنها ح اقل بحرانی  کانی باشن  نه  ی

 اگر   انطباق آ  ها بر هم باش    Hبا یک راس از  G رض نرد  یکی راس از 

  1' KKFL

t 

 گرا ی احاطه نلی  کانی بحرانی است  Fآ  گا   

باش   ن ه ب ا یک ی   رض راس ج ی  ی  x اق  راس آ یزا  هستن    رض ننی   H,Gبه  ضوح اثبات: 

 باش    Fراسی از  yحاصل ش   باش    رض ننی   Hبا راسی از  Gنرد  راسی از 

  1' KKFL

t  

                              دهیم نشا   ی  1' KKyFL

t  
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باش  آ  گا   y=xاگر    HVGVy  ا ا چو  هر د ی  H,G بحرانی هستن  داریم 

    1',1  KYHKYG L

t

L

t   

 در نتیجه 

  2' KKyFL

t  

xyبنابراین  رض ننی     ب    ناستن از نلیت  رض ننی   GVy  باش   یک  جموده احاطه گر

ی ک  Hنن    ح ال در گ راف را احاطه   ی xداریم نه هم چنین  G-yدر  K-1با ان از   Sنلی  کانی 

 بای  پی ا ننیم  ا ا چو  H-xنیمم برای  جموده احاطه گر نلی  کانی  ی

  1' KxHL

t 

                                                                                                              بحران     ی اس     ت  Fآی        بن     ایراین ای     ن نتیج     ه ب     ه ط     ور ب      یهی ب س     ت       ی

 

 یالی مکانی  احاطه کلی بحرانی یگرافها 2-2

 

 دهیم حال گرا های احاطه نلی بحرانی  کانی یالی را  ورد بررسی قرار  ی

 داریم  Gدر یک گراف  e=xyبرای هر یال غیر آ یزا   :05-2قضیه 

      21  GeGG L

t

L

t

L

t   

 باش   اگر  e-Gیک  جموده احاطه گر نلی  کانی برای  1S رض ننی  اثبات: 

   YXS یا  1,  1, SYX  

 در نتیجه باش    ی Gیک  جموده احاطه گر نلی  کانی برای  1Sآ  گا  

   eGG L

t

L

t    
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,11لذا ب    این نه به نلیت خللی  ارد شود  رض ننی   SxSy  در ای ن ص ورت   yS 1  ی ک

 بود    در نتیجه Gده احاطه گر نلی  کانی برای  جمو

    1 eGG L

t

L

t   

 شود در هر د  حالت نرا  بالا حاصل  ی 

باش   اگ ر  e-Gیک  جموده احاطه گر  کانی برای  2Sحال  رض ننی     yxS   آ  گ ا  ب ه 2,

  ضوح

   GeG L

t

L

t    

نی   رض ن   1,2  yxS   2   رض ننیSx  

باش  آ  گا   2Sدارای د  همسایه در  yاگر  yS 2  یک  جموده احاطه گر نلی  کانی ب رایe-G 

باش   رض ننی  یال آ یزا  نمی eاست  چو   2Sدر  yتنها همسایه  x  لذا است  2SGVz   همسایه

باش   در این صورت  yای از  zS 2  یک  جموده احاطه گر نلی  کانی برایe-G   است  در ه ر د

 حالت

    1 GeG L

t

L

t   

در پایا   رض ننی    2, Syx  اگر درج ه  x,y  در گ راف 2SG  2باش   آ  ن ا   2ح  اقلS  ک ی

آ ی زا  اس ت  اگ ر   x,yاست  ل ذا ح  اقل یک ی از راس های e-G جموده احاطه گر نلی  کانی برای 

     yNxN   باش  آ  گا wS 2  یک  جموده احاطه گر نلی  ک انی ب رایe-G  اس ت در

آ     yNxNW  حال  رض       yNxN  چو  e    ی ال غی ر آ ی زا  اس ت   رض ننی

    2121 , SxNxSyNy   

در این صورت  112 , yxS   یک  جموده احاطه گر نلی  کانی برایe-G است  در نتیجه 
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    2 GeG L

t

L

t    

                                                                                                               

 ،eنلی بحرانی  کانی یالی نا یم هر گا  برای هر یال غیر آ یزا   را احاطه Gگراف : 06-2تعریف 

   GeG L

t

L

t    

 اف احاطه نلی بحرانی  کانی یالیدر یک گر eبه ازای هر یال غیر آ یزا  : 08-2نتیجه 

    1 GeG L

t

L

t   

نن یم ن ه ی   یچو  گرا های ستار  احاطه نلی بحرانی  کانی یالی هستن  لذا  ا تنها گرا هایی را بررس 

 ح اقل یک یال غیر آ یزا  داشته باشن  

 

 احاطه نلی بحرانی  کانی یالی است  nKگراف نا ل  4n( برای هر 1) :07-2لم 

,3( برای 2) nm  گراف نا ل د  بخشnmK  احاطه نلی بحرانی  کانی یالی است  ,

 

باش     Gیالی غیر آ یزا  در یک گراف احاطه نلی بحرانی  کانی ی الی  e=xy رض ننی  : 09-2م ل

باش  آ  گا   e-Gیک  جموده احاطه گر نلی برای  Sاگر   1,  yxS  

 اگراثبات: 

   2,0,  yxS 

 خواه  بود نه یک تناقض است  Gیک  جموده احاطه گر نلی  کانی برای  Sباش  آ  گا   
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هر یال غیر آ یزا  در یک گراف احاطه نلی بحرانی  کانی  تهلق به د ری با طول ح اقل  :20-2قضیه 

 است  2

 جموده ای احاط ه گ ر نل ی  Sبود     Gیالی غیر آ یزا  در گراف بحرانی  e=xy رض ننی  اثبات: 

SxSyباش   بنابر لم قب ل   رض ننی    e-G کانی برای     در ای ن ص ورت راس ,  SGVz  

  وجود است نه 

    SzNSyN   

هم چنین   2SyN  در نتیجه برای هر راس   

  SYNw   نهxw  

زیر گراف القا ش   توسط  wzyxCK ,,,,  باش   ییک یال   ی نها 4K  یا  44

 شود در هر د  حالت یک تناقض ایجاد  ی

                                                                                                             

 است  2ح اقل  یی  کانی یالنمر یک گراف احاطه نلی بحران :20-2نتیجه 

 یک ستار  باش   Tاحاطه نلی بحرانی  کانی یالی است اگر   تنها اگر  Tیک درخت : 22-2نتیجه 
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 سومفصل 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ترمیم کران بالا برای قطر یک گراف احاطه کلی بحرانی
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بخش یم  بهب ود   ی k2-5ب ه  k2-3ا از رن ی احاطه نلی بحراک گراف یقطر  یبرا نرا  بالا صل در این 

)vG(یک vS نظور از Gدر گراف  vبرای یک راس   باش   جموده  ی 

 

 است   k2-5احاطه نلی بحرانی ح انثر  k–قطر یک گراف : 0-3قضیه 

TS نظور از نماد Gاز راسهای گراف  S   Tبرای د  زیر جموده  اثبات: t  آ  است نهS  به طور ب از

d = diam(G)  42نن    رض ننی  را احاطه  ی Tراسهای   kd   

d,...,,,iباش   برای Gراسی قطری در  v رض ننی   210 رض ننی   iV  جمود ه راس هایی از G   باش ن

داشته باشن   برای i  اصله vنه تا راس  d,...,,,L 210 ننیمتهریف  ی 

LL V...VVV  10  

dLL V...VVV  10    

  حالتهای زیر را داریم:

  رد است   k :0حالت 

1Vu  52 رض ننی   KVw  1باشن  در این صورت kSu برای  k,...,,,t  داریم  210

224144  )VVV(S tttu  

624نه در آ   kk  112ا ا  k)k(Su در نتیجه برایk,...,,,t   خواهیم داشت:  210

224144  )VVV(S tttu   

k,...,,,tبه صورت  شابه برای   داریم  210
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224144  )VVV(S tttw   

82هم چنین  kw VS  82به طور نلی  kV 62نن   را احاطه  ی  ku VS   62طور نلیبه  kV  را احاطه

 نن   حال حالتهای زیر را داریم: ی

82اگر  -الف ku VS  : آنگا 

)VS()VS( kwku 8262   

 باش  نن  نه یک تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور نلی 

82اگر -ب ku VS : آنگا ،   

182  |VS| ku    192  |VS| ku   

99282اگر   |VS||VS| kwkw   آنگا 

)VS()VS( kukw 6282   

 باش   لذانن  نه یک تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور نلی 

192102   |VS||VS| kwkw   

192 :0ادعا   |V| k 

92 رض ننی  اثبات:  kVx 292  اگر  |V| k آنگا  برای ،k...,,,,t   داریم: 210

224144  |)VVV(S| tttx   

82حال اگر  kx VS  ، آنگا باش 

)VS()VS( kukx 92122   

82نن    اگر را احاطه  ی G(V(به طور نلی  kx VS   آنگا 

)VS()VS( kwkx 9262   

 گردن  نن  نه هر د   نجر به یک تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور نلی



 

 25 

182: 2ادعا   |V| k 

92 رض ننی  اثبات:  kVx،82  kVy   282  |V| kاینصورت  ، درySx :زیرا 

110292   |VS||VS| kwkw   

 حال د  حالت زیر را داریم:

82اگر  -الف ky VS    482آنگ ا  |VS| ky   102  ب رای اینک ه kV  ب ه ط ور نل ی احاط ه ش ود

خواهیم داشت:  ykk S)VV(  1نه  غایر با  112102 k|S| y باش   ی 

82اگر -ب ky VS  آنگا ، 

372  |VS| ky   2102  k|VS| ky  

1درنتیجه:   k|S| y 182باش   ل    ذا ن ه یک تن  اقض  ی  |V| k بن  اب        راین   yV k 82  در  

 این صورت 

)VS()VS( kykw 6292   

 باش  نن  نه یک تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور نلی

 ز ج است  k :2حالت 

ش ود در این صورت ب ه س ادگی دی      ی 1Vu رض ننی   42 kuou VSVS چن ین   ه م

 نه جود دارد به طوری uiد دی  انن  

121   |VS||VS||VS|
uuu iuiuiu   

  وجود نیست نه iبه دلا   هیچ د د صحیا 

4321  |)VVVV(S| iiiiu   

52حال  رض ننی    kVw صورت د د صحیا در اینwi :وجود است به طوری نه  

121   |VS||VS||VS|
www iuiuiu   
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wuاگر  ii  گا ، آ 

03131   |S)VV(||S)VV(| wiiuii wwww
  

 در نتیجه

)VS()VS(
ww iuiw   1 

توا   رض باش   بنابراین ب    ناستن از نلیت  ینن  نه یک تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور باز 

wuنرد  ii :حال به سادگی داریم   

 )VV(S
uu iiw 21    21  |)VV(S|

uu iiw  

2ui   72 :3ادعا   kiw  

 گا  ، آ 2uiاگراثبات: 

)VS()VS( uw 42   

72باش   اگر نن  نه یک تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور نلی  kiw گا ، آ 

)VS()VS( kukw 6282   

  باش  نن  نه  ج داً یک تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور نلی

 ، لذا 7kچو  

16576  |VS||VS||VS||VS| wwuu    

 7485 VSVSVSVS wwuu   

1صورت ، در این4Vx رض ننی   k|S| x :د  حالت زیر را داریم   

24 -الف |V|  

33اگر   |VS| x  گا ، آ 

)VS()VS( ux 53    
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توا   رض نرد نه باش   بنابراین  ینن  نه یک تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور نلی

23  |VS| x   

 ا ا در این صورت 

 16521  |VS||VS||VS||VS| xxxx   

3765حال اگر |)VVV(S| x  گا ، آ 

)VS()))VV(S()VS(( xwx 9652   

3765نن    اگر را احاطه  ی G(V(به طور نلی |)VVV(S| x  گا ، آ 

)VS()VS()VS( uwx 652    

 شون  نن  نه هر د   نجر به تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور نلی

 -ب xV 4 

6VSuشود نهصورت به سادگی دی    یدر این  5ط ور نل یب هV نن      رض ننی   را احاط ه   ی

3Vz   باش  آنگا 

 z)VS()VS( uw  62  

52ین باش   بنابرانن  نه یک تناقض  یرا احاطه  ی G(V(به طور نلی  kd   
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 ی ارس-یسی اژ  نا ه انگل

 پنجه
Claw 

 پنجه آزاد
Claw – free 

 بحرانی
Critical 

 گریاحاطه
Domination 

 بحرانی احاطه
Domination critical 

 د د احاطه ننن گی
Domination number 

  جموده احاطه ننن  
Dominating set 

k – گریاحاطه 
k – domination 

 آ یزا 
Pendant 

 احاطه ننن گی نلی
Total domination 

 د د احاطه ننن گی نلی
Total domination number 

 احاطه نلی بحرانی
Total domination critical 

 

    

    

    


