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م واده خا م قد



اری پاس
کوشندگان، و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را سپاسخدای
وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاك خاندان و محمد بر دورد و سلام و نتوانند، گزاردن را او حق
را عزیزم مادر و پدر بندگانش، مهربان�ترین دستان الطافش، از سپاس نشانه به است. وجودشان وامدار

می�زنم. بوسه
استاد ارزشمند و ظریف راهنمایی�های و زحمات تلاش�ها، از می�گذارم، سر پشت را مرحله این که اینک
از بخشی خردترین، این که باشد دارم. را تشکر کمال راد جعفری نادر دکتر جناب گرانمایه�ام، و فرزانه

گوید. سپاس را آنان زحمات

ی دا و ضا ر۱۳۹۳غلا



ھد
علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی وحدانی غلامرضا اینجانب
برخی در آن�ها تراکم و r-شناسایی کدهای عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی

می�شوم: متعهد راد جعفری نادر دکتر راهنمایی تحت ، خاص گراف�های

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ی دا و ضا ر۱۳۹۳غلا

ر ق و ج تا ت مال
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
زیرمجموعه�ای باشد. صحیح عددی r ≥ ١ و باشد جهت بدون و همبند گرافی G = (V,E) کنید فرض
صورت به را Br(v) مجموعه v ∈ V رأس هر ازای به بگیرید. نظر در را C ⊆ V مانند رئوس از
مجموعه�های همه ،v ∈ V رأس هر ازای به اگر می�کنیم. تعریف Br(v) = {u ∈ V : d(v, u) ≤ r}

هر ازای به اگر می�نامیم. r-شناسایی کد را C آن�گاه باشند، متمایز هم از دو به دو و ناتهی C ∩Br(v)

کد را C آن�گاه باشند، متمایز هم از دو به دو و ناتهی C ∩ Br(v) مجموعه�های همه ، v ∈ V \C رأس
می�شود. بررسی پایان�نامه این در کدها این تراکم یا اندازه کمترین می�نامیم. مکانی r-احاطه�گر

بعدی فصل�های در که می�کنیم بیان را گراف نظریه از قضایایی و تعاریف پایان�نامه، این اول فصل در
متناوب کدهای بررسی در که می�کنیم توصیف را Z٢ در انتقال از ویژگی�هایی ٢ فصل در هستند. لازم
شش�گوشه، مشبکه�ی چهار در کوچک r مقادیر با r-شناسایی کدهای مطالعه به آن از استفاده با و مفیدند
برای شاهوار مشبکه در تراکم کمترین که می�کنیم ثابت ٣ فصل در می�پردازیم. شاهوار و مربع مثلث،

و نامتناهی و متناهی زنجیرهای در ممکن تراکم بهترین دقیق مقدار ۴ فصل در است. ١
۴r برابر r > ١

می�نماییم. ارائه را دورها در همچنین
گراف مکانی، احاطه�گر کد شناسایی، کد کلیدی: کلمات
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١ فصل

گراف مقدماتی قضایای و تعاریف

مقدمه ١.١

E(G) رئوس، از ناتهی مجموعه V (G) که ،(V (G), E(G), ψ(G)) مرتب سه�تایی به .١.١.١ تعریف
از متمایز لزوماً نه و نامرتب جفت یک G یال هر به که است وقوع تابع ψ(G) و یال�ها از مجموعه�ای

گوییم. گراف می�کند متناظر را V (G)

می�شود گفته صورت این در باشد، ψG(e) = uv طوری�که به باشند رأس دو v و u و یال یک e اگر
می�شود. نامیده e یال سر دو ،v و uرئوس و است کرده وصل هم به را v و uرئوس ،e که

و داد نمایش گرافیکی صورت به را آن�ها می�توان که است این نام، بدین گراف�ها نامگذاری دلیل
گونه این در می�کند. یاری گراف�ها خواص از بسیاری درک در را ما که است گرافیکی نمایش همین
یکدیگر به را خود سر دو نمایانگر نقاط که خط، یک با یال هر و نقطه یک با رأس هر گرافیکی، نمایش

می�شود. داده نمایش می�کند، وصل

E(G) = {e١, e٢, e٣, e۴, e۵, e۶} و V (G) = {a, b, c, d} آن در Gکه = (V (G), E(G), ψG)گراف .٢.١.١ مثال
دارای ψG(e١) = ab, ψG(e٢) = bc, ψG(e٣) = ψG(e۴) = cd, ψG(e۵) = ad, ψG(e۶) = aa و

است. زیر گرافیکی نمایش

.... a. ..b

.

..

c .

..

d

G = (V,E, ψ(G)) گراف :١.١ شکل

پس این از است شده تعریف ضمنی طور به ψ(G) تابع E(G) و V (G) بودن مشخص با چون
می�دهیم. نشان G = (V,E) زوج صورت به را گراف

١



گراف مقدماتی قضایای و تعاریف .١ ٢

به که خطوط و نقاط نسبی موقعیت که دلیل بدین ندارد، وجود یکتایی روش گراف، یک رسم برای
زیر نمودار دو مثال عنوان به ندارد. اهمیتی ما برای هستند، گراف یال�های و رأس�ها نمایانگر ترتیب

هستند. گراف یک گرافیکی، نمایش

گراف یک برای گرافیکی نمایش دو :٢.١ شکل

رأس یک که نقطه�ای در را یکدیگر یال، دو است ممکن گراف، یک نمودار در که باشید داشته توجه
کنند. قطع نیست،

خود سر دو رأس�های در تنها یال�ها آن، در که باشد داشته نموداری گراف یک اگر .٣.١.١ تعریف
یک روی را گراف�ها گونه این سادگی به می�توان چون می�شود، ١نامیده مسطح گراف باشند، متقاطع

کرد. رسم مسطح صفحه

روی از مطلب این گرچه است، مسطح ب ٣.١ شکل عوض در . است نامسطح الف ٣.١ شکل
نیست. مشخص چندان شکل، در شده داده نشان خاص نمایش

نامسطح و مسطح گراف�های :٣.١ شکل

١planar graph



٣ مقدمه .١.١

را مزبور گراف باشند، متناهی گراف، یک یال�های مجموعه و رأس�ها مجموعه اگر .۴.١.١ تعریف
١می�نامند. متناهی

٢می�نامیم. نامتناهی گراف را نباشد متناهی که گرافی

یکدیگر به رأس دو آن در و هستند ١ و ٠ از مرتبی k-تایی آن رأس�های که گرافی به .۵.١.١ تعریف
٣می�گوییم. k-مکعب باشند، داشته تفاوت یکدیگر با مولفه یک در دقیقاً اگر تنها و اگر متصلند،

و e١ یال دو و باشد موجود یال یک آن�ها بین هرگاه ۴گوییم مجاور را v٢ و v١ رأس دو .۶.١.١ تعریف
باشند. مشترک رأس یک در هرگاه گوییم مجاور را e٢

طوقه۵گوییم. باشند منطبق هم بر انتهایی�اش رأس دو که یالی به ،G = (V,E)گراف در .٧.١.١ تعریف
یال�های را موجود یال�های باشد داشته وجود یال دو از بیش یا دو v و uرأس دو بین گراف یک در هرگاه

۶می�نامیم. چندگانه

باشد. نداشته وجود طوقه و چندگانه یال آن در که است گرافی ساده، گراف یک .٨.١.١ تعریف

و متناهی مجموعه V آن در که D = (V,A) زوج از است عبارت ٧ جهت�دار گراف .٩.١.١ تعریف
V عناصر از متمایز لزوماً نه و مرتب زوج�های از ناتهی) لزوماً (نه متناهی خانواده A و رئوس از غیرتهی

است. کمان نام به

اگر و می�نامیم طوقه را آن سازد، مجاور خودش با را رأس یک کمانی چنانچه جهت�دار گراف�های در
دار جهت که گرافی به می�نامیم. چندگانه کمان�های را آن باشد جهت هم کمان یک از بیش رأس دو بین

می�گوییم. جهت بدون گراف نباشد

باشد. نداشته وجود طوقه و چندگانه کمان آن در که است گرافی ساده، جهت�دار گراف .١٠.١.١ تعریف

می�گوییم. v رأس٨ درجه ،G = (V,E) گراف در v رأس بر واقع یال�های تعداد به .١١.١.١ تعریف
گردد. محسوب بار دو رأس درجه محاسبه�ی در باشد طوقه مذکور یال اگر

نماد با و می�کنیم تعریف v و u بین یال تعداد کمترین را ،v و u رأس ٩دو فاصله .١٢.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان d(u, v)

١ finite graph
٢ infinite graph
٣ k-cube
۴ adjacent
۵loop
۶ parallel
٧Digraph
٨ degree
٩ distance



گراف مقدماتی قضایای و تعاریف .١ ۴

آن رئوس تمام درجه�ی هرگاه گوییم ١ کامل را رأس n با G = (V,E) ساده�ی گراف .١٣.١.١ تعریف
باشند. مجاور هم با آن رأس�های همه که است ساده�ای گراف کامل، گراف دیگر عبارت به باشد. n− ١

می�دهیم. نشان Kn با را رأس n با کامل گراف

W = v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk متناهی ناصفر دنباله ،G = (V,E)گراف از ٢ یکگشت تعریف١.١.١۴.
سر دو vi−١ و vi ،١ ≤ i ≤ k ازای به و بوده یال�ها و رأس�ها از میان در یک آن جملات به�طوری�که است
رأس ترتیب به vk و v٠ رأس�های است. vk تا v٠ از گشت یک ،W می�گوییم صورت این در باشند. ei
k صحیح عدد همچنین می�شوند. نامیده W داخلی رأس�های vk−١, . . . , v٢, v١ و W انتهای و ابتدا

می�نامیم. W طول٣ را

در ۵ یکمسیر باشد. نشده تکرار یالی آن در که است گشتی گراف یک در ۴ یکگذر .١۵.١.١ تعریف
پایانی و آغازین رأس احتمالا جز به ( یالی هیچ نتیجه (در رأسی هیچ آن در که است گذری گراف یک

باشد. نشده تکرار گذر

باشد. v٠ = vk هرگاه گوییم ۶ بسته را v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk مسیر یا گذر گشت، یک .١۶.١.١ تعریف

یک حداقل شامل بسته گذر و ٧ دور یک را یال یک حداقل شامل بسته مسیر یک .١٧.١.١ تعریف
می�نامیم. مدار یک را یال

به u از مسیری u, v ∈ V هر ازای به هرگاه می�نامیم ٨ همبند را G = (V,E) گراف .١٨.١.١ تعریف
می�نامیم. ناهمبند را نباشد همبند که گرافی باشد. موجود v

N(v) با که را v همسایگی باشد. v ∈ V (G) و گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف
دیگر عبارت به هستند. مجاور v با که می�کنیم تعریف رئوسی تمام مجموعه�ی می�دهیم نشان

N(v) = {u | u ∈ V (G), uv ∈ E(G)}.

می�نامیم. ٩ درخت را دور فاقد و همبند گراف .٢٠.١.١ تعریف

رأس یک به که یال�هایی تعداد آن در که است، جهت�دار درخت یک ریشه�دار درخت .٢١.١.١ تعریف
تعداد و می�دهیم، نشان deg−(v) با و می�نامیم v رأس ورودی درجه�ی را می�شوند وارد درخت از v
و می�دهیم، نشان deg+(v) با و نامیده v رأس خروجی درجه�ی را می�شوند خارج v رأس از که یال�هایی

نامند. درخت ریشه��ی را است deg−(r) = 0 که درخت از r یکتای رأس
١ complete graph
٢ walk
٣ length
۴ trail
۵ path
۶ close
٧ cycle
٨ connected
٩ tree



۵ مقدمه .١.١

نامیده ١ k-تایی کامل درخت دارد همسایه k دقیقاً آن، رأس هر که ریشه�داری درخت .٢٢.١.١ تعریف
می�شود.

عددی r ≥ ١ و باشد جهت بدون و همبند گرافی G = (V,E) زوج کنید فرض .٢٣.١.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را r شعاع به گوی v ∈ V رأس هر ازای به باشد. صحیح

Br(v) = {x ∈ V : d(x, v) ≤ r}.

r-پوشش ،y و x رئوس گوییم آن�گاه باشد، d(x, y) ≤ r و x, y ∈ V (G) اگر .٢۴.١.١ تعریف
همدیگرند. پوشش y و x گوییم نباشد r مقدار در ابهامی اگر و ٢همدیگرند

حداقل y ∈ Y رأس هر ازای به هرگاه است Y ⊆ V (G) برای r-پوششی ،X ⊆ V (G) مجموعه
باشد. y r-پوشش ،x که طوری به باشد موجود x ∈ X مانند رأس یک

می�دهیم. نمایش C نماد با و می�نامیم ٣ کد را گراف رئوس از ناتهی زیرمجموعه هر .٢۵.١.١ تعریف
می�نامیم. ۵ غیرکدواژه را نیستند C در که رئوسی و می�نامیم ۴ کدواژه را C اعضای

می�نامیم. زیرکد را کد یک از زیرمجموعه هر علاوه، به

نمایش Kc,r(v) نماد با و می�نامیم vرأس شناسایی مجموعه را Br(v)∩C مجموعه .٢۶.١.١ تعریف
می�دهیم.

برقرار KC,r(v١) ̸= KC,r(v٢) شرط v١, v٢ ∈ V متمایز رأس دو هر ازای به اگر .٢٧.١.١ تعریف
شده�اند. ۶ r−مجزا ،C مجموعه�ی توسط v٢ و v١ رئوس می�گوییم آن�گاه باشد

مجموعه دارای V (G) از دلخواه رأس هر اولا هرگاه نامیم r-شناسایی را C کد .٢٨.١.١ تعریف
دو به دو شناسایی مجموعه دارای V (G) از متمایز و دلخواه رأس دو هر ثانیاً و باشد ناتهی شناسایی

باشند. هم از متمایز

دارای V (G)\C از دلخواه رأس هر اولا هرگاه نامیم مکانی r-احاطه�گر را C کد .٢٩.١.١ تعریف
شناسایی مجموعه دارای V (G)\C از متمایز و دلخواه رأس دو هر ثانیاً و باشد ناتهی شناسایی مجموعه

باشند. هم از متمایز دو به دو

مکانی r-احاطه�گر مجموعه و r-شناسایی مجموعه عبارات در نباشد r مقدار در ابهامی اگر قرارداد:
می�کنیم. خودداری r حرف آوردن از

١ complete k-ary
٢R-cover
٣Code
۴Codeword
۵Noncodeword
۶r-separated



گراف مقدماتی قضایای و تعاریف .١ ۶

وجود C ⊆ V r-شناسایی کد ،r صحیح عدد و G = (V,E) شده داده گراف برای .٣٠.١.١ ملاحظه
باشد. برقرار Br(v١) ̸= Br(v٢) شرط v١, v٢ ∈ V (G) متمایز رأس دو هر ازای به اگر تنها و اگر دارد

که طوری به دارند وجود v٢ و v١ مانند متمایز رأس دو حداقل کنید فرض خلف، برهان به لزوم: برهان.
Kc,r(v١) = Kc,r(v٢) تساوی ،C ⊆ V کد هر ازای به صورت این در است. Br(v١) = Br(v٢)

شناسایی کد وجود با تناقض در این و ندارد وجود شناسایی کد هیچ اینکه یعنی اخیر عبارت است. برقرار
می�گردد. ثابت حکم و باطل خلف برهان نتیجه در و است

باشند متمایز دو به دو Br(v٢) و Br(v١) مجموعه�های ،v١, v٢ ∈ V هر ازای به کنید فرض کفایت:
شرط v١, v٢ ∈ V (G) رأس دو هر ازای به صورت این در دهید. قرار C = V صورت به را C کد و

است. شناسایی کد C نتیجه در است. برقرار Kc,r(v١) ̸= Kc,r(v٢)

مکانی r-احاطه�گر کد ،r ≥ ١ صحیح عدد و G = (V,E) شده داده گراف برای .٣١.١.١ ملاحظه
r-احاطه�گر کد یک r-شناسایی کد هر علاوه به می�گردد. حاصل C = V دادن قرار با که دارد وجود

است. مکانی

زیر مجموعه�های شکل این در بگیرید. نظر در را (۴.١) شکل در G = (V,E) گراف .٣٢.١.١ مثال
داریم: را

B١(a) = {a, b, d, e}, B١(b) = {a, b, c, e}, B١(c) = {b, c}, B١(d) = {a, d, e}, B١(e) = {a, b, d, e}

وجود G = (V,E) گراف برای ١-شناسایی کد بنابراین است. B١(a) = B١(e) می�بینید که همان�طور
ندارد.

زیرا نمود معرفی G = (V,E) گراف برای مکانی ١-احاطه�گر کد را C = {a, b} می�توان اما

KC,١(c) = {b}, KC,١(e) = {a, b}, KC,١(d) = {a}.

ندارد ١-شناسایی کد G = (V,E) گراف :۴.١ شکل

می�کنیم تعریف زیر صورت به را Qn رئوس مجموعه باشد. طبیعی عددی n کنید فرض .٣٣.١.١ تعریف

Qn = {(x, y) ∈ Z× Z : |x| ≤ n, |y| ≤ n}



٧ مقدمه .١.١

و دورها در همچنین و شاهوار و مربع مثلث، شش�گوشه، مشبکه�ی چهار در C کد تراکم فوق تعریف با
می�گردد تعریف زیر صورت به زنجیرها

D(C) = lim supn→∞
|C ∩Qn|
|Qn|

به است وابسته ،r شعاع به تراکم فوق تعریف در شده ذکر گراف�های از برخی در .٣۴.١.١ ملاحظه
نماییم. استفاده D(G, r) نماد از D(C) نماد جای به است ممکن دلیل همین

زیر صورت به Qn مجموعه است، V (G) ⊆ Z که نامتناهی و متناهی زنجیرهای در .٣۵.١.١ ملاحظه
می�گردد تعریف

Qn = {x ∈ Z : |x| ≤ n}



گراف مقدماتی قضایای و تعاریف .١ ٨



٢ فصل

از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای
منتظم گراف�های

مقدمه ١.٢

کدهای و ۴ لویتین و ٣ چاکرابارتی ، ٢ کارپوسکی توسط [١۴] مرجع در بار اولین ١ شناسایی کدهای
١٩٩٨ سال در ٨ استیوارت و ٧ اسلیتر ۶ کولبورن، توسط [١٧] مرجع در بار اولین مکانی۵ احاطه�گر
خانواده�ای مورد در مکانی احاطه�گر و شناسایی کدهای زمینه در مختلفی مقالات آن از پس و شدند معرفی
تحقیق مورد n-مکعب�ها و نامتناهی مشبکه�های مسطح، گراف�های منتظم، گراف�های مانند گراف�ها از
بهترین مثال برای است. آمده [١٩ ،٧ ،۶] مراجع در مورد این در بیشتر مطالب گرفتند. قرار بررسی و
بیان دقیق طور به [٧] مرجع در شاهوار مشبکه نامتناهی گراف در r-شناسایی کدهای برای ممکن تراکم
درخت در شناسایی کدهای برای پایین کران کرده�اند ثابت [٢] مرجع در همکارانش و شارون است. شده
با ٢-تایی کامل درخت در r-شناسایی کدهای اندازه�ی حداقل همچنین و است ٣(n+١)

٧ برابر رأسی n
است. ٢٠(٢h−١)

٣١ برابر دقیقا رأس، (٢h − ١)

مکانی احاطه�گر کدهای و شناسایی کدهای کاربرد و اهمیت ٢.٢

[١] هستند. پردازنده چند دارای که است سیستم�هایی عیب�یابی و تشخیص پایان�نامه این انجام انگیزه
عنوان به یال�ها و پردازنده�ها عنوان به رئوس که طوری به می�گردد مدل�سازی گراف یک توسط سیستم یک

١Identifying code
٢Karpovsky
٣Chakrabarty
۴Levitin
۵Locating-dominating code
۶Colbourn
٧Slater
٨Stewart

٩



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ١٠

و نمی�کند عمل درست پردازنده�ها از یکی حداقل کنید فرض می�باشند. پردازنده�ها بین ارتباطی خطوط
برخی منظور این برای بیابیم. را معیوب پردازنده دقیق مکان و دهیم قرار آزمایش مورد را سیستم مایلیم
فاصله در که (رئوسی همسایه�ها آزمایش و می�گردند انتخاب می�دهند) تشکیل کد یک (که پردازنده�ها از
عیبی انتخابی(کدواژه) پردازنده هرگاه می�گیرد. صورت پردازنده این توسط هستند) کدواژه�ها از r حداکثر
درست کدواژه این همسایه�های از یکی که معناست بدین این و می�فرستد هشدار سیگنال کند شناسایی را
می�کند ارسال کدواژه که اطلاعاتی از استفاده را معیوب پردازنده دقیق مکان تا نیازمندیم ما نمی�کند. عمل
اگر است. r-شناسایی کدهای نیازمندیم که چیزی مورد این در که کنیم تعیین فرد به منحصر طور به
فرض و باشد همسایه�ها آزمایش آن�ها کار تنها یا و کنند کار خطا بدون پردازشگرها یا انتخابی کدواژه�های
r-احاطه�گر کدهای جوی و جست به آن�گاه می�دهند انجام درستی به را ساده کار این که باشد این بر ما

می�پردازیم. مکانی
به دارند کاربرد نیز اتاق�ها و ساختمان�ها از حفاظت در مکانی r-احاطه�گر و r-شناسایی کدهای
حسگرهایی مثال عنوان به می�گردند. مدل�سازی گراف رئوس عنوان به اتاق�ها یا و ساختمان�ها که طوری
اتاق برخی در خطر و سوزی آتش هنگام در و می�گردد نصب ها) (کدواژه مخصوص اتاق�های برخی در
سوزی آتش و خطر مکان تعیین برای مورد این در کنند می ارسال هشدار پیام و شده فعال حسگرها ها

نیازمندیم. مکانی r-احاطه�گر و r-شناسایی کدهای به فرد به منحصر طور به

مقدماتی تعاریف ٣.٢

و اندازه کوچکترین بررسی به سپس می�کنیم، معرفی را مستطیل٢ و کاشی١ مفاهیم ابتدا فصل این در
مشبکه ۶و مربع مثلث۵، شش�گوشه۴، مشبکه چهار در کوچک r مقادیر با r-شناسایی ٣کدهای تراکم
کدهای بررسی در که می�کنیم توصیف را Z٢ ٨در انتقال از ویژگی�هایی ۴.٢ بخش در می�پردازیم. ٧ شاهوار

مفیدند. متناوب٩
می�کنیم: بررسی را زیر دوبعدی نامتناهی مشبکه چهار فصل، این در

یال�های مجموعه و V = Z× Z رئوس مجموعه با ،GH گوشه شش مشبکه •

EH = {{u = (i, j), v} : u− v ∈ {(٠, (−١)i+j+١), (±١,٠)}}.

یال�های مجموعه و V = Z× Z رئوس مجموعه با ،GS مربع مشبکه •
١Tiling
٢Rectangle
٣Density
۴Hexagonal lattice
۵Triangular lattice
۶Square lattice
٧King lattice
٨Translation
٩Periodic



١١ مستطیل�ها و کاشی�ها .۴.٢

ES = {{u, v} : u− v ∈ {(١±,٠), (±١,٠)}}.

یال�های مجموعه و V = Z×Zرئوس مجموعه با قطر)، یک با مربع (مشبکه GT مثلث مشبکه •

ET = {{u, v} : u− v ∈ {(١±,٠), (±١,٠), (١,١), (−١−,١)}}.

یال�های مجموعه و V = Z× Z رئوس مجموعه با ،GK قطر دو با مربع مشبکه •

EK = {{u, v} : u− v ∈ {(١±,٠), (±١,٠), (١±,١), (−١±,١)}}.

مجموعه ،r شعاع به گوی تهی، و نامتناهی شطرنج صفحه در زیرا می�نامیم شاهوار مشبکه را GK گراف
،١.٢ شکل برسد. مربع�ها این به مرکز از شروع با حرکت r حداکثر با می�تواند شاه که است مربع�هایی
ترتیب به ۴.٢ و ٣.٢ ،٢.٢ شکل�های و می�دهد نشان را آجری دیوار یا گوشه شش مشبکه از بخشی

می�باشند. شاهوار مشبکه و مثلث مشبکه مربع، مشبکه از بخشی دهنده��ی نشان

مستطیل�ها و کاشی�ها ۴.٢

تولید در که مستطیل�ها، و Z٢ در انتقال دو توسط شده القا کاشی�ها�ی بین ارتباط چگونگی بخش این در
می�دهیم. نشان را هستند مفید ١ متناوب شناسایی کدهای

انتقال�ها از مجموعه�ای بگیرید. نظر در را t٢ و t١ خطی مستقل بردار دو راستای در Z٢ در انتقال دو
می�گردد: تعریف زیر صورت به که می�دهیم نمایش T نماد با را

T = {k١ × t١ + k٢ × t٢ : k١ ∈ Z, k٢ ∈ Z}

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Z٢ روی هم�ارزی رابطه و
حاصل دیگری از T مجموعه از انتقال یک توسط یکی اگر تنها و اگر است p٢ ∈ Z٢ هم�ارز p١ ∈ Z٢

موجود رنگ یک هم�ارزی کلاس هر برای کنید فرض داریم. سروکار رابطه این هم�ارزی کلاس�های با گردد.
Z٢ از نقطه هر بنابراین نموده�ایم. رنگ�آمیزی کلاسش رنگ با را شده داده کلاس از نقطه هر و است
خواهید را شده�ای رنگ��آمیزی منظم نامتناهی کاشی کنید رسم صفحه در را آن اگر که می�گردد رنگ�آمیزی

می�نامیم. t٢ و t١ توسط شده القا کاشی را آن که دید

نامیم h(R) ∈ N طول و w(R) ∈ N عرض با مستطیل یک را R ⊆ Z٢ مجموعه .١.۴.٢ تعریف
گردد: تعریف زیر صورت به هرگاه

R = {(i, j) : i ∈ N, j ∈ N,٠ ≤ i < w(R),٠ ≤ j < h(R)}.
١Periodic identifying codes



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ١٢

گوشه شش مشبکه از بخشی :١.٢ شکل

مربع مشبکه از بخشی :٢.٢ شکل

مثلث مشبکه از بخشی :٣.٢ شکل



١٣ مستطیل�ها و کاشی�ها .۴.٢

شاهوار مشبکه از بخشی :۴.٢ شکل

بگیرید: نظر در زیر صورت به را α و h,w عدد سه

یکسان کلاس یک در (i,٠) و (٠,٠) نقاط که طوری به است i ≥ ١ صحیح عدد کوچکترین w •
دارند. قرار

نقاط که باشد موجود طوری i صحیح عدد که طوری به است j ≥ ١ صحیح عدد کوچکترین h •
شوند. واقع یکسان کلاس یک در (i, j) و (٠,٠)

دارند. قرار یکسان کلاس یک در (α, h) و (٠,٠) نقاط که است نامنفی صحیح عدد کوچکترین α •

نقطه راست سمت در سبز رنگ وقوع مکان اولین w باشد، سبز رنگ به (٠,٠) اگر دیگر عبارت به
محور این بالای سمت در X محور با موازی خط اولین شماره h است، X محور راستای در و (٠,٠)
در و Y = h خط راستای در سبز رنگ وقوع اولین مکان α و دارد وجود آن در سبز رنگ که است
بردار توسط انتقال ،t(w,٠) نماد با را (w,٠) بردار توسط انتقال علاوه به است. خط این راست سمت

می�دهیم. نمایش R نماد با را h طول و w عرض با مستطیل و t(α,h) نماد با را (α, h)

برقرارند: همواره زیر عبارات [٩] .٢.۴.٢ گزاره

واقع�اند. کلاس یک در (i+ w, j) و (i, j) نقاط .١

واقع�اند. کلاس یک در (i+ α, j + h) و (i, j) نقاط .٢

دارند. تعلق متمایزی کلاس�های به R نقاط تمام .٣

P که است موجود طوری l ∈ Z و k ∈ Z ،R در PR مانند نقطه�ای ،P ∈ Z٢ نقطه هر برای .۴
کلاس یک در PR و P علاوه به می�آید. بدست k × t(w,٠) + l × t(α,h) انتقال توسط PR از

واقع�اند.

حال دارد. قرار T انتقال مجموعه در t(w,٠) انتقال که می�رسیم نتیجه این به w تعریف از .١ برهان.
نقطه دو این بنابراین می�رسیم، (i+ w, j) نقطه به t(w,٠) راستای در (i, j) نقطه انتقال با چون



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ١۴

٠ ≤ α < w نامساوی αتعریف از و نتیجه این از استفاده با همچنین واقع�اند. یکسان کلاس در
است. برقرار

چون و دارد قرار T انتقال مجموعه در t(α,h) انتقال که می�رسیم نتیجه این به α و h تعریف از .٢
این بنابراین می�گردد، حاصل (α, h) بردار راستای در (i, j) نقطه انتقال از (i+α, j+h) نقطه

واقع�اند. یکسان کلاس در نقطه دو

بدون واقع�اند. کلاس یک در (i′, j′) و (i, j) مانند R از نقطه دو کنید فرض خلف برهان به .٣
انتقال بردار توسط (i, j) نقطه از (i′, j′) نقطه باشد. j′ ≥ j کنید فرض مساله، کلیت از کاستن
کلاسی در (٠,٠) نقطه بنابراین می�گردد. حاصل است T انتقال مجموعه در که (i′ − i, j′ − j)

(i′− i+w, j′− j) نقطه با ،١ بند ٢.۴.٢ گزاره از و است واقع (i′− i, j′− j) نقطه با یکسان
است. ٠ ≤ j′ − j < h و −w < i′ − i < w که باشید داشته توجه دارند. قرار کلاس یک در

.i′′ = i′ − i+w دهید قرار صورت این غیر در و i′′ = i′ − i دهید قرار باشد نامنفی i′ − i اگر
(٠,٠) نقطه کلاس با (i′′, j′ − j) ∈ R نقطه کلاس بنابراین و است ٠ ≤ i′′ < w فرض این با
j′ − j ≥ ١ اگر و می�رسیم w تعریف با تناقض به آن�گاه باشد، j′ − j = ٠ اگر است. یکسان
به R نقاط تمام و است باطل خلف فرض بنابراین می�رسیم. h تعریف با تناقض به آن�گاه باشد،

دارند. تعلق متمایزی کلاس�های

(α, h) راستای در مناسب، l ∈ Z انتخاب با اولا باشد، Z٢ از دلخواه نقطه�ای P کنید فرض .۴
نقطه از ،P ′ نقطه یعنی این و برسیم ٠ ≤ j ≤ h عرض با P ′ نقطه به که می�کنیم حرکت طوری
طوری (w,٠) راستای در مناسب، k انتخاب با ثانیاً می�آید. بدست −l × t(α,h) انتقال با P
P ′ نقطه از ،RR نقطه یعنی این و برسیم ٠ ≤ i ≤ w طول با PR نقطه به که می�کنیم حرکت
و است R در PR است؛ برابر P ′ عرض با PR عرض می�آید؛ بدست −k× t(w,٠) انتقال توسط
٢.۴.٢ گزاره از استفاده با حال می�آید. بدست k × t(w,٠) + l × t(α,h) انتقال توسط PR از P

می�گردد. اثبات حکم و واقع�اند یکسان کلاس یک در PR نقطه با P نقطه ٢ و ١ بند

و می�گردد ظاهر R در عضو یک فقط و یک شده ارائه کلاس�های از که، می�دهد نتیجه ٢.۴.٢ گزاره
و همچنین و یکسان طول دارای P ′

R و PR نقاط اگر واقع�اند یکسان کلاس در Z٢ در P ′ و P نقطه دو
شوند واقع یکسان کلاس یک در P ′ و P نقاط که این برای کافی و لازم شرط و باشند یکسان عرض
توسط شده القا کاشی نتیجه در آید. بدست k× t(w,٠) + l× t(α,h) انتقال توسط P ′ از P که است این
قضیه فوق بیانات از استفاده با است. یکسان t٢ و t١ توسط شده القا کاشی با t(α,h) و t(w,٠) بردارهای

است. برقرار را زیر



١۵ کاشی�ها و متناوب کدهای .۵.٢

R مستطیل بگیرید. نظر در را t٢ و t١ خطی مستقل بردار دو توسط شده القا کاشی [٩] .٣.۴.٢ قضیه
R در عضو یک فقط و یک شده ارائه کاشی کلاس�های از که طوری به دارد وجود h طول و w عرض با
t(α,h) و t(w,٠) انتقال که طوری به دارد وجود ٠ ≤ α < w ،α صحیح عدد علاوه به می�گردند. ظاهر
شده القا کاشی با که می�کنند القا را کاشی�ای می�شوند تعریف (α, h) و (w,٠) بردارهای با ترتیب به که

است. یکسان t٢ و t١ توسط

است. متناهی هم�ارزی کلاس�های تعداد که می�دهد نشان فوق قضیه ویژه به

کاشی�ها و متناوب کدهای ۵.٢

باشد داشته وجود خطی مستقل بردار دو توسط انتقال یک هرگاه نامیم ١ متناوب را Z٢ از S زیرمجموعه
بردار دو راستای در انتقال و Z٢ از S متناوب زیرمجموعه دارد. نگه ثابت را S سراسر که طوری به
از برخی اجتماع S و می�کند القا کاشی یک انتقال این بگیرید. نظر در را آن با مطابق خطی مستقل
است. S در مشمول کلاس این تمام آن�گاه شود واقع کلاس یک در S از عنصری اگر زیرا کلاس�هاست
۴.٢ بخش در که α مقدار و SR = S ∩ R ،R اگر بگیرید. نظر در را ٣.۴.٢ قضیه در R مستطیل

است. معلوم S آن�گاه باشد معلوم شد، تعریف
با α صحیح عدد و R از SR زیرمجموعه و h طول و w عرض با R مستطیل انتخاب با بنابراین،
این و هستند کلاس�ها این عضو SR عناصر که است کلاس�هایی اجتماع S مجموعه ،٠ ≤ α < w مقدار
از متناوب زیرمجموعه�ای که می�گردد حاصل (α, h) و (w,٠) بردارهای توسط انتقال وسیله به کلاس�ها
کدهای جوی و جست در می�کنیم یادآوری می�نامیم. SR و R,α توسط شده القا را S مجموعه است. Z٢

بنابراین می�کنیم محدود متناوب شناسایی کدهای در جو و جست به را خودمان و هستیم r-شناسایی
α صحیح عدد هر ،h مثبت و صحیح عدد هر ،w مثبت و صحیح عدد هر اگر دیدید بالا در که همانطور
واقع در بگیرید نظر در را h طول با و w عرض با R مستطیل از زیرمجموعه�ای هر و ٠ ≤ α < w که
را بودن r-شناسایی کد ،(R (SRیا کدام هر برای اگر گرفته�اید. نظر در را Z٢ از متناوب زیرمجموعه�ای

کرده�ایم. بررسی دیگری برای را بودن متناوب r-شناسایی کد واقع در کنیم بررسی
می�دارد. نگه ثابت سراسری طور به را مشبکه�ها این انتقال هر مربع و مثلث شاهوار، مشبکه�های در
نگه ثابت سراسری طور به را مشبکه t = (i, j) بردار توسط انتقال گوشه شش مشبکه مورد در اما
می�توان آسان�تر حال می�نامیم. زوج انتقال را انتقالی چنین باشد؛که زوج i + j اگر تنها و اگر می�دارد
به را مشبکه کاشی این انتقال هرگاه است r-شناسایی کد کاشی، با مطابق مجموعه�ای که، کرد بررسی
راستای در زوج انتقال است ممکن باشد متناوب S مجموعه اگر علاوه به دارد. نگه ثابت سراسری طور
کاشی�هایی تنها گوشه، شش مشبکه حالت در بنابراین دارد. نگه ثابت را S که شود یافت طوری بردار دو
نظر در را αهایی و h,w فقط بنابراین می�گیریم. نظر در را می�گردند القا زوج انتقال�های توسط که را

١Periodic
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هستند. زوج α + h و w که می�گیریم

ابتکار یک تشریح ۶.٢

عدد کنید فرض شود: داده پاسخ زیر سوال به تا شد سعی و شد استفاده قبل بخش�های در ابتکاری
صحیح عدد و ٠ ≤ α < w شرط با α صحیح عدد ،h طول و w عرض با R مستطیل ،r صحیح
کد SR و R,α که طوری به دارد وجود c اندازه با R از SR زیرمجموعه آیا است، شده داده c ≤ |R|

کند؟ القا را S (متناوب) r-شناسایی
است S مجموعه برای جواب یافتن هدف می�نامیم. جواب را c اندازه با R از SR زیرمجموعه هر
می�دهد. نسبت جواب به را مقادیری که می�کنیم تعریف را f هدف تابع حال است. r-شناسایی کد که

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را R٣ و R٢, R١ مجموعه�های منظور این برای

R١ = {P ∈ Z٢ : d(P, P ′) ≤ r که طوری به دارد وجود P ′ ∈ R};

R٢ = {P ∈ Z٢ : d(P, P ′) ≤ ٢× r که طوری به دارد وجود P ′ ∈ R};

R٣ = {P ∈ Z٢ : d(P, P ′) ≤ ٣× r که طوری به دارد وجود P ′ ∈ R},

SR١ = S ∩ R١, SR٢ = S ∩ R٢, مجموعه�های است. نظر مورد مشبکه در شده تعریف مسافت d که
که است R از نقاطی مجموع نشان�دهنده�ی f(SR) که می�کنیم محاسبه را f(SR) و SR٣ = S ∩ R٣

حداقل و است ،P, P ′ ∈ SR٢ که {P, P ′} مانند جفت�هایی تعداد علاوه به نمی�شود پوشیده S توسط
نیستند. r-مجزا ، هم از P ′ و P و است واقع R در P ′ و P نقاط از یکی

برقرارند. همواره زیر عبارات .١.۶.٢ ملاحظه

شود. پوشیده SR١ در رأس یک توسط اگر تنها و اگر می�شود r-پوشیده ،R در رأس یک •

و اگر r-مجزاست است، R در P ′ و P نقاط از یکی حداقل که ،P, P ′ ∈ R٢ ،{P, P ′} جفت •
باشد. r-مجزا ،SR٣ در کدواژه یک توسط اگر تنها

باشد. f(SR) = ٠ اگر تنها و اگر است r-شناسایی کد S مجموعه •

این توصیف برای می�بندیم. کار به [٨] مرجع از ٣را شلوغی انواع ٢و نزولی قاعده�دار١، روش سه
تا می�شوند داده قرار R از رئوسی روی نشانه�ها این و است نشانه c دارای که را مجموعه�ای روش�ها،

می�گیریم. نظر در را گردد تعریف SR زیرمجموعه

١Systematic method
٢Descent method
٣Kind of noising method
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مربوط مکان c در نشانه�ها دادن قرار برای ممکن حالات تمام یافتن برای تلاش به قاعده�دار، روش
باشد. کوچک بسیار c آنکه مگر است زمانبر بسیار روش این می�گردد.

می�کنیم آغاز را کار و می�کنیم انتخاب تصادفی طور به را نشانه�ها برای متمایز مکان c نزولی، روش در
گرفتن نظر در با کنند. حرکت علامت�ها بقیه اینکه بدون می�دهیم حرکت R در را علامت اولین سپس
جابه علامت اولین که زمانی گردد. مینیمم هدف تابع که که می�رویم پیش طوری R در ممکن مکان�های
علامت�ها تمام روی متناوب طور به کار این و می�دهیم انجام علامت�ها دیگر با را مشابهی کار شد، جا
می�کنیم. تکرار را فوق فرآیند علامت اولین با دوباره یافت، خاتمه فرآیند این هرگاه و می�گردد انجام
برابر هدف تابع مقدار یا و نیابد بهبود هدف تابع علامت�ها، حرکت با هرگاه می�یابد خاتمه فوق عملیات

گردد. صفر
دو علامت هر برای و می�دهد قرار نزولی روش در را علامت�ها متناوب طور به شلوغی انواع روش
تصادفی مکانی به یا و می�کند حرکت مکان بهترین به یا علامت �دهد؛ می رخ تصادفی طور به حالت
یا ٠٫ ٢ (عموماً آغازین مقدار یک از کند حرکت تصادفی طور به علامت اینکه احتمال می�کند. حرکت
از مقادیری یا و گردد صفر هدف تابع هرگاه می�پذیرد پایان فرآیند می�یابد. کاهش صفر عدد به (٠٫ ٣

هستند). R در که رئوسی از شماره ٣٠٠ بمانند(عموماً باقی ثابت حرکات
نزولی روش تکرار به نسبت شلوغی انواع روش نباشد کوچک خیلی فاصله هرگاه که می�کنید مشاهده

می�کند. عمل موثرتر

پایین و بالا کران�های ٧.٢

GK و GH , GS, GT مشبکه چهار در S r-شناسایی کد اندازه اساس بر را مختلف پایین و بالا کران�های
می�کنیم. گردآوری را

پایین کران�های ١.٧.٢

داریم: G = (V,E) منتظم گراف در S r-شناسایی کد برای [٢۴] .١.٧.٢ قضیه

|S| ≥ ٢|V |
Br + ١ , (١.٢)

نامتناهی مشبکه�های برای می�باشد. گوی) مرکز از (مستقل r شعاع به گوی اندازه نشان�دهنده� Br که
است: زیر صورت به ١.٢ فرمول

D(G, r) ≥ ٢
Br + ١ (٢.٢)

و می�کنیم بررسی که است مشبکه�هایی به وابسته که می�کنیم Br جایگزین را زیر مقادیر راحتی به که
می�گردد. ارائه زیر صورت به r شعاع به گوی مقادیر
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; ٣٢r
٢ + ٣

٢r + ١ گوشه شش مشبکه در
;٢r٢ + ٢r + ١ مربع مشبکه در
;٣r٢ + ٣r + ١ مثلث مشبکه در
.(٢r + ٢(١ شاهوار مشبکه در

داریم: و می�یابند بهبود ٢.٢ فرمول از و می�گردد حاصل [١۴] مرجع از دیگری کلی نتایج کند رشد r اگر
شاهوار، و مثلث مربع، مشبکه�های برای

D(G, r) ≥ ١
۴r + ١

گوشه شش مشبکه برای و

D(GH , r) ≥
١

۴r + ۴
داریم: زیر صورت به یافته�ای بهبود کران مربع مشبکه برای [٢٣] مرجع از

D(GS, r) ≥
٢

٧r + ۴ .

داریم: زیر صورت به مرجع[۶] از دیگری یافته بهبود کران�های و

می�کند. صدق زیر نامساوی در مثلث مشبکه در r-شناسایی کد تراکم کمترین [۶] .٢.٧.٢ قضیه

D(GT , r) ≥
٢

۶r + ٣ (٣.٢)

می�پردازیم. فوق قضیه برهان به سپس می�نماییم ارائه را نیاز مورد تعاریف و مقدمات ابتدا

تفاضل را ∆r(x, y) باشند. G = (V,E) گراف از دلخواه رأس دو y و x کنید فرض .٣.٧.٢ تعریف
است کدواژه�هایی مجموعه C ∩ ∆r(x, y) می�کنیم. تعریف Br(y) و Br(x) مجموعه دو بین متقارن
خواهد ناتهی C ∩∆r(x, y) آن�گاه باشد، شناسایی کد C اگر بنابراین می�نماید. مجزا هم از را y و x که

بود.

C ⊆ V و باشند G = (V,E) گراف از دلخواه رأس سه x, y, z ∈ Z کنید فرض [۶] .۴.٧.٢ گزاره
دو حداقل شامل Hr(x, y, z) = ∆r(x, y) ∪∆r(y, z) ∪∆r(z, x) مجموعه . باشد r-شناسایی کد

است. کدواژه

c کدواژه کنید فرض است. کدواژه یک حداقل شامل ∆r(x, y) است، r-شناسایی کد C چون برهان.
باشد. d(y, c) > r و d(x, c) ≤ r کنید فرض مساله کلیت از کاستن بدون باشد. متعلق ∆r(x, y) به

است: برقرار زیر حالت دو از یکی
نمی�گردند؛ مجزا C توسط z و x رئوس صورت این در باشد. d(z, c) ≤ r کنید فرض اول: حالت
به c′ نتیجه در می�کند،� مجزا هم از را z و x طوری�که به دارد وجود c′ مانند دیگری کدواژه بنابراین
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گزاره حالت این در بنابراین است؛ Hr(x, y, z) به متعلق c′ همچنین و دارد تعلق ∆r(x, z) مجموعه
است. برقرار

نمی�گردند؛ مجزا C توسط z و yرئوس صورت این در باشد. d(z, c) > r که کنید فرض دوم: حالت
مجموعه به c′ نتیجه در می�کند، مجزا هم از را z و y طوری�که به دارد وجود c′ مانند دیگری کدواژه بنابراین
برقرار گزاره نیز حالت این در بنابراین است؛ Hr(x, y, z) به متعلق c′ همچنین و دارد تعلق ∆r(y, z)

است

است. برقرار همبند گراف هر برای فوق گزاره که کنید توجه

نقاطی مجموعه را Ei,j بگیرید. نظر در را e اندازه با E٠,٠ ⊂ Z٢ متناهی مجموعه [۶] .۵.٧.٢ گزاره
صورت به را E مجموعه می�شود. حاصل (i, j) بردار راستای در انتقال توسط E٠,٠ از که می�کنیم تعریف
E از Ei,j عنصر e به Z٢ در نقطه هر صورت این در می�کنیم. تعریف E = {Ei,j : i ∈ Z, j ∈ Z}

است. متعلق

در k اندیس اگر اگروتنها است x ∈ Ei,j حال باشد. E٠,٠ = {a١, . . . , ae} کنید فرض برهان.
تنها اگر معادل طور به و باشد x = ak + (i, j) طوری�که به باشد داشته وجود {١,٢, . . . , e} مجموعه
بنابراین باشد؛ (i, j) = x− ak طوری�که به باشد داشته وجود {١,٢, . . . , e} مجموعه در k اندیس اگر

داریم. (i, j) برگزیدن برای انتخاب e دقیقاً

به باشند داشته وجود j ∈ Z و i ∈ Z هرگاه می�نامیم مثلث را (x, y, z) سه�تایی [۶] .۶.٧.٢ تعریف
ببینید. را ۶.٢ و ۵.٢ شکل باشد. x = (i, j), y = (i, j + ١), z = (i+ ١, j + ١) طوری�که

می�پردازیم. ٣.٢ نامساوی برهان به حال

است. برقرار زیر رابطه مثلث مشبکه در برهان.
|Hr(مثلث)| = ۶r + ٣.

راستای در Hr((٠,٠), (٠,١), (١,١)) انتقال از Hr((i, j), (i, j + ١), (i + ١, j + ١)) علاوه، به
گزاره از استفاده با و E٠,٠ = Hr((٠,٠), (٠,١), (١,١)) می�دهیم قرار حال می�آید. بدست (i, j) بردار
Hr(مثلث) طوری�که به دارد وجود مثلث ۶r+ ٣ دقیقاً مشبکه، در v مانند رأس هر برای داریم: ۵.٧.٢

است. v رأس شامل
و باشد r-شناسایی کد یک C کنید فرض می�دهیم؛ نمایش p نماد با را Hr(مثلث) اندازه حال

دهید: قرار می�گیریم. نظر در را n ∈ N, n ≥ ٢p
F = ,مثلث)} c) : Hr(مثلث) ⊆ Qn, c ∈ C ∩Qn, c ∈ Hr(مثلث)}.

می�رسیم نتیجه این به است، کدواژه دو حداقل شامل Hr(مثلث) هر چون ،۴.٧.٢ گزاره از استفاده با
مجموعه دیگر طرفی از است. ٢ × مثلث}| : Hr(مثلث) ⊆ Qn}| برابر حداقل F مجموعه اندازه که

دارد. عضو |C ∩Qn| × (۶r + ٣) اندازه به Fحداکثر
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مثلث :۵.٢ شکل

مثلث مشبکه در Hr(مثلث) :۶.٢ شکل
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می�آوریم: بدست را زیر رابطه است مثلث}| : Hr(مثلث) ⊆ Qn}| ≥ (٢n− p+ ٢(١ چون
|C ∩Qn|
|Qn|

≥ ٢
۶r + ٣ × (٢n− p+ ٢(١

(٢n+ ٢(١ .

داریم: و می�دهیم سوق بی�نهایت به را n حال

D(GT , r) ≥
٢

۶r + ٣

صدق زیر نامساوی�های در شش�گوشه، مشبکه در r-شناسایی کد تراکم کمترین [۶] .٧.٧.٢ قضیه
می�کند.

D(GH , r) ≥
٢

۵r + ٣ زوج r (۴.٢)

D(GH , r) ≥
٢

۵r + ٢ فرد r (۵.٢)

نمی�دارد نگه ثابت سراسری طور به را مشبکه این شش�گوشه، مشبکه در دلخواه انتقال هر چون برهان.
(x, y, z) سه�تایی برهان، این در دهیم. تغییر اندکی را تعاریف ناچاریم قبلی، روش�های از استفاده برای
و x = (i, j), y = (i + ١, j) طوری�که به باشد داشته وجود j ∈ Z و i ∈ Z هرگاه نامیم مثلث را
به را E١,٠ مجموعه و Hr((٠,٠), (١,٠), (٢,٠)) صورت به را E٠,٠ مجموعه باشد. z = (i + ٢, j)
انتقال وسیله به E٠,٠ از E١,٠ که می�کنیم یادآوری می�کنیم. تعریف Hr((١,٠), (٢,٠), (٣,٠)) صورت
است. X محور به نسبت مشبکه بودن متقارن دلیل به امر این و می�آید. بدست (١,٠) بردار راستای در

می�گردد: حاصل زیر صورت دو به که می�کنیم تعریف رئوسی مجموعه را Ei,j

می�آید. بدست (i, j) بردار راستای در E٠,٠ دادن انتقال از Ei,j آن�گاه باشد، زوج i+ j اگر •

می�گردد. حاصل (i−١, j) بردار راستای در E١,٠ دادن انتقال از Ei,j آن�گاه باشد، فرد i+ j اگر •

است. Hr((i, j), (i+ ١, j), (i+ ٢, j)) مجموعه ،Ei,j که است واضح
افقی، تقارن به توجه با که می�کنید مشاهده بگیرید. نظر در را E = {Ei,j : i ∈ Z, j ∈ Z} مجموعه
دفعات تعداد ثانیاً می�دهیم، نمایش e با که هستند یکسان اندازه دارای همگی Ei,j مجموعه�های اولا
می�شود نتیجه این به منجر فوق دلایل ندارد؛ بستگی نظر مورد رأس به Ei,j یک در رأس یک شدن ظاهر
باشد. داشته تعلق Ei,j ∈ E مانند عنصر e به نامتناهی گراف در رأس هر ،۵.٧.٢ گزاره برهان همانند که
تا آوریم بدست را e مقدار است لازم فقط می�نماییم؛ ارائه را قبل اثبات به نزدیک بسیار اثباتی حال

گردد. حاصل لازم نتیجه
برقرارند: زیر روابط شش�گوشه مشبکه در که کرد بررسی می�توان راحتی به

|Hr(مثلث)| = ۵r + ٣ باشد زوج r اگر •

|Hr(مثلث)| = ۵r + ٢ باشد فرد r اگر •
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و باشد r-شناسایی کد یک C کنید فرض می�دهیم؛ نمایش p نماد با را Hr(مثلث) اندازه حال
دهید: قرار می�گیریم. نظر در را n ∈ N, n ≥ ٢p

F = ,مثلث)} c) : Hr(مثلث) ⊆ Qn, c ∈ C ∩Qn, c ∈ Hr(مثلث)}.

که می�رسیم نتیجه این به است، کدواژه دو حداقل شامل Hr(مثلث) هر چون ،۴.٧.٢ گزاره از استفاده با
که حالتی در دیگر طرفی از است. ٢ × مثلث}| : Hr(مثلث) ⊆ Qn}| برابر حداقل F مجموعه اندازه
i+ j که حالتی در و دارد. عضو |C ∩Qn| × (۵r + ٣) اندازه به Fحداکثر مجموعه باشد زوج i+ j

دارد. عضو |C ∩Qn| × (۵r + ٢) اندازه به Fحداکثر مجموعه باشد فرد
می�آوریم: بدست را زیر روابط است مثلث}| : Hr(مثلث) ⊆ Qn}| ≥ (٢n− p+ ٢(١ چون

داریم: باشد، زوج i+ j اگر •
|C ∩Qn|
|Qn|

≥ ٢
۵r + ٣ × (٢n− p+ ٢(١

(٢n+ ٢(١ ,

داریم: باشد، فرد i+ j اگر •
|C ∩Qn|
|Qn|

≥ ٢
۵r + ٢ × (٢n− p+ ٢(١

(٢n+ ٢(١ .

داریم: و می�دهیم سوق بی�نهایت به را n حال

D(GH , r) ≥
٢

۵r + ٣ زوج r

D(GH , r) ≥
٢

۵r + ٢ فرد r

کد تراکم کمترین که داد نشان می�توان ١١.٧.٢ قضیه برهان مشابه استدلالی با [۶] .٨.٧.٢ ملاحظه
می�کند. صدق زیر نامساوی�های در مربع، مشبکه در r-شناسایی

D(GS, r) ≥
٢

۶r + ٢
می�کند. ارائه را بهتری کران که می�کنیم مطرح را قضیه�ای ادامه در اما

به باشند داشته وجود j ∈ Z و i ∈ Z هرگاه نامیم مربع را (x, y, z, t) چهارتایی [۶] .٩.٧.٢ تعریف
مجموعه علاوه به باشد. t = (i, j + ١) و x = (i, j), y = (i+ ١, j), z = (i+ ١, j + ١) طوری�که

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Kr(x, y, z, t)

Kr(x, y, z, t) = ∆r(x, y) ∪∆r(x, z) ∪∆r(x, t) ∪∆r(y, z) ∪∆r(y, t) ∪∆r(z, t),

ببینید. را ٩.٢ شکل

شامل Kr(x, y, z, t) آن�گاه باشیم، داشته r-شناسایی کد یک مربع مشبکه در اگر [۶] .١٠.٧.٢ گزاره
است. کدواژه سه حداقل



٢٣ پایین و بالا کران�های .٧.٢

شش�گوشه مشبکه در Hr(مثلث) :٧.٢ شکل

مربع :٨.٢ شکل

از کاستن بدون باشد. (i, j) مختصات دارای x و باشد مربع (x, y, z, t) چهارتایی کنید فرض برهان.
j′ ≤ j و i′ ≤ i طوری�که به است c = (i′, j′) کدواژه شامل Kr(x, y, z, t) کنید فرض مساله کلیت

داریم: مربع مشبکه ساختار به توجه با صورت این در است.

d(c, y) = d(c, x) + ١, d(c, z) = d(c, x) + ٢, d(c, t) = d(c, x) + ١, (۶.٢)

d(c, x) = r اگر اولا است. d(c, x) = r − ١ یا d(c, x) = r دارد، تعلق Kr(x, y, z, t) به x چون
Hr(y, z, t) = ∆r(y, z)∪∆r(y, t)∪ به و بپوشاند را t یا y, z نمی�تواند c ،۶.٢ رابطه از آن�گاه باشد،
c از کدواژه�ها این و است کدواژه دو حداقل شامل Hr(y, z, t) ،۴.٧.٢ گزاره از ندارد؛ تعلق ∆r(z, t)

است. کدواژه سه حداقل شامل Kr(x, y, z, t) حالت این در بنابراین متمایزند؛
عبارت به . نماید مجزا همدیگر از را t و x, y نمی�تواند c آن�گاه باشد، d(c, x) = r − ١ اگر ثانیاً
شامل Kr(x, y, z, t) ،۴.٧.٢ گزاره از استفاده با مجدداً حال ندارد. تعلق Hr(x, y, t) به c معادل

است. کدواژه سه حداقل
هم از را مثلث و فرد به منحصر مربع یک تا است لازم کدواژه یک مربع مشبکه در دیگر، عبارت به



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ٢۴

مربع مشبکه در Kr(مربع) :٩.٢ شکل

است. دیگر کدواژه دو نیازمند مثلث و کند مجزا

می�کند. صدق زیر نامساوی در مربع، مشبکه در r-شناسایی کد تراکم کمترین [۶] .١١.٧.٢ قضیه

D(GS, r) ≥
٣

٨r + ۴ (٧.٢)

برهان مشابه استدلالی با است. برقرار |Kr(x, y, z, t)| = ٨r + ۴ رابطه مربع، مشبکه در برهان.
برهان، این در مربع برای کدواژه سه گرفتن نظر در با و مثلث جای به مربع جایگزینی با و ١١.٧.٢ قضیه

شد. خواهد حاصل لازم نتیجه

داریم: را زیر نامساوی و است موثرتر ادهاک١ روش r = ١ برای

در r-شناسایی کد تراکم کمترین ادهاک، روش از استفاده با ،r = ١ برای [١۴ ،١٢] .١٢.٧.٢ قضیه
می�کند. صدق زیر نامساوی�های در مربع، مشبکه�های

D(GS,١) ≥
١۵
۴٣ (٨.٢)

در گوشه، شش مشبکه�های در r-شناسایی کد تراکم کمترین ،r = ١ برای [١٣] .١٣.٧.٢ قضیه
می�کند. صدق زیر نامساوی�های

D(GH ,١) ≥
١۶
٣٩ . (٩.٢)

صدق زیر نامساوی�های در شاهوار، مشبکه�های در r-شناسایی کد تراکم کمترین [٧] .١۴.٧.٢ قضیه
می�کند.

D(GK , r) ≥
١
۴r r > ١ برای (١٠.٢)

١ad hoc method



٢۵ بالا کران�های .٨.٢

زیر صورت به r-شناسایی کد تراکم کمترین ،r = ١ برای شاهوار، مشبکه در [١۵] .١۵.٧.٢ قضیه
می�گردد. ارائه

D(GK ,١) ≥
٢
٩ . (١١.٢)

بالا کران�های ٨.٢

ارائه زیر صورت به r-شناسایی کد تراکم بیشترین ،r = ١ برای مثلث، مشبکه در [٢۴] .١.٨.٢ قضیه
می�گردد.

D(GT ,١) ≤ ٠٫ ٢۵ (١٢.٢)

است. B١ = ٧ مثلث مشبکه در زیرا است برابر ٢.٢ در پایین کران با مقدار این که

شش مشبکه�های در r-شناسایی کد تراکم بیشترین ،r = ١ برای [٢٣ ،١۶ ،١۵ ،١١] .٢.٨.٢ قضیه
آخر نامساوی مربع مشبکه در r = ٢ برای همچنین و می�گردد ارائه زیر صورت به شاهوار و مربع گوشه،

است. برقرار

D(GH ,١) ≤
٣
٧ , (١٣.٢)

D(GS,١) ≤٠٫ ٣۵, (١۴.٢)

D(GK ,١) ≤
۴
١٧ , (١۵.٢)

D(GS,٢) ≤
۵
٢٢ . (١۶.٢)

ارائه زیر نامساوی�های صورت به مربع، مشبکه� در r-شناسایی کد تراکم بیشترین [٢٣] .٣.٨.٢ قضیه
می�گردد.

D(GS, r) ≤
٢
۵r r زوج (١٧.٢)

D(GS, r) ≤
٢r

۵r٢ − ٢r + ١ r فرد (١٨.٢)

صورت به مثلث، و گوشه شش مشبکه��های در r-شناسایی کد تراکم بیشترین [۶] .۴.٨.٢ قضیه



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ٢۶

می�گردد. ارائه زیر نامساوی�های

D(GH , r) ≤
٨r − ٨

٩r٢ − ١۶r r ≡ ٠ mod ۴, (١٩.٢)

D(GH , r) ≤
٨

٩r − ۵ r ≡ ١ mod ۴, (٢٠.٢)

D(GH , r) ≤
٨

٩r − ٣۴ r ≡ ٢ mod ۴, (٢١.٢)

D(GH , r) ≤
٨r − ١۶

(r − ٩)(٣r − ۴٣) r ≡ ٣ mod ۴; (٢٢.٢)

D(GT , r) ≤
١

٢r + ۴ r ≡ ٠ mod ۴, (٢٣.٢)

D(GT , r) ≤
١

٢r + ٢ r ≡ ١,٢,٣ mod ۴. (٢۴.٢)

فرسوده�اند. اغلب فوق فرمول�های r کوچک مقادیر برخی برای

دید: خواهیم کند میل بی�نهایت به r هرگاه پایین، و بالا کران�های مقایسه با
٢
۵r ≲ D(GH , r) ≲

٨
٩r,

٣
٨r ≲ D(GS, r) ≲

٢
۵r,

١
٣r ≲ D(GT , r) ≲

١
٢r.

نامساوی از ،r = ١ حالت در تراکم کمترین که می�کنیم نشان خاطر شاهوار، مشبکه برای نهایت در
ببینید). را ؟؟ شکل ١.١٠.٢ (بخش است. ٢

٩ با برابر و می�گردد حاصل ١١.٢

زیر نامساوی در شاهوار، مشبکه در r-شناسایی کد تراکم بیشترین r > ١ ازای به [١٣] .۵.٨.٢ قضیه
می�کند. صدق

D(GK , r) ≤
١
۴r

است. D(GK , r) =
١
۴r که می�گردد ثابت [١٣] مرجع از استفاده با و

نتایج ٩.٢

مقایسه برای را پایین کران�های و می�دهیم نمایش زیر جداول در خودمان ابتکار با را جدید بالای کران�های
نیافته�ایم. بهتری کران که معناست بدین خالی جاهای آورده�ایم.

شاهوار مشبکه
قبلی بالای کران جدید بالای کران پایین کران r

۴/١٧ ≈ ٠٫ ٢٣۵٣ ٢/٩ ≈ ٠٫ ٢٢٢٢ ٢/٩ ≈ ٠٫ ٢٢٢٢ ١
١ ١/٨ = ٠٫ ١٢۵ ١/٨ = ٠٫ ١٢۵ ٢
١ ١/١٢ ≈ ٠٫ ٠٨٣٣ ١/١٢ ≈ ٠٫ ٠٨٣٣ ٣
١ ١/١۶ = ٠٫ ٠۶٢۵ ١/١۶ = ٠٫ ٠۶٢۵ ۴



٢٧ کدها برخی ساختار .١٠.٢

مثلث مشبکه
قبلی بالای کران جدید بالای کران پایین کران r
١/۴ = ٠٫ ٢۵ ١/۴ = ٠٫ ٢۵ ١

١ ١/۶ ≈ ٠٫ ١۶۶٧ ٢/١۵ ≈ ٠٫ ١٣٣٣ ٢
١ ٢/١٧ ≈ ٠٫ ١١٧٧ ٢/٢١ ≈ ٠٫ ٠٩۵٢ ٣
١ ١/١٢ ≈ ٠٫ ٠٨٣٣ ٢/٢٧ ≈ ٠٫ ٠٧۴١ ۴
١ ١/١٣ ≈ ٠٫ ٠٧۶٩ ٢/٣٣ ≈ ٠٫ ٠۶٠۶ ۵
١ ١/١۴ ≈ ٠٫ ٠٧١۴ ٢/٣٩ ≈ ٠٫ ٠۵١٣ ۶

مربع مشبکه
قبلی بالای کران جدید بالای کران پایین کران r
٧/٢٠ = ٠٫ ٣۵ ١۵/۴٣ ≈ ٠٫ ٣۴٨٨ ١

۵/٢٩ ≈ ٠٫ ١٧٢۴ ٣/٢٠ = ٠٫ ١۵ ٢
٣/٢٠ = ٠٫ ١۵ ١/٨ = ٠٫ ١٢۵ ٣/٢٨ ≈ ٠٫ ١٠٧١ ٣
١/١٠ = ٠٫ ١ ٨/٨۵ ≈ ٠٫ ٠٩۴١ ١/١٢ ≈ ٠٫ ٠٨٣٣ ۴

۵/۵٨ ≈ ٠٫ ٠٨۶٢ ٢/٢۵ = ٠٫ ٠٨ ٣/۴۴ ≈ ٠٫ ٠۶٨٢ ۵
١/١۵ ≈ ٠٫ ٠۶۶٧ ٣/۴۶ ≈ ٠٫ ٠۶۵٢ ٣/٢۵ ≈ ٠٫ ٠۵٧٧ ۶
٧/١١۶ ≈ ٠٫ ٠۶٠٣ ١/٢٠ = ٠٫ ٠۵ ٧

شش�گوشه مشبکه
قبلی بالای کران جدید بالای کران پایین کران r
٣/٧ ≈ ٠٫ ۴٢٨۶ ١۶/٣٩ ≈ ٠٫ ۴١٠٢ ١

١ ۴/١٩ ≈ ٠٫ ٢١٠۵ ٢/١١ ≈ ٠٫ ١٨١٨ ٢
١ ١/۶ ≈ ٠٫ ١۶۶٧ ٢/١٧ ≈ ٠٫ ١١٧۶ ٣
١ ١/٩ ≈ ٠٫ ١١١١ ٢/٢٣ ≈ ٠٫ ٠٨٧٠ ۴
١ ۴/٣۵ ≈ ٠٫ ١١۴٣ ٢/٢٧ ≈ ٠٫ ٠٧۴١ ۵
١ ١/١١ ≈ ٠٫ ٠٩٠٩ ٢/٣٣ ≈ ٠٫ ٠۶٠۶ ۶
١ ١/١٢ ≈ ٠٫ ٠٨٣٣ ٢/٣٧ ≈ ٠٫ ٠۵۴١ ٧
١ ١/١٣ ≈ ٠٫ ٠٧۶٩ ٢/۴٣ ≈ ٠٫ ٠۴۶۵ ٨

کدها برخی ساختار ١٠.٢

بدست راه دو از است، شده ارائه قبل بخش در جدید” بالای ”کران ستون در آن�ها تراکم که ساختارهایی
سپس و کرده�ایم مشخص SR = C ∩ R مجموعه همراه به را α و w, h پارامترهای نخست آمده�اند.
رنگ به کدواژه�ها شکل�ها این در نموده�ایم. رسم را مطابق�اند پارامترها این با که گراف�هایی از بخشی

سیاه��اند.

شاهوار مشبکه ١.١٠.٢

r = ١ :

تراکم = ۴/١٨ ≈ ٠٫ ٢٢٢٢,
w = ۶, h = ٣, α = ٣,



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ٢٨

SR = {(٠,٠), (۴,٠), (٢,١), (۵,٢)}.
ببینید. را ١٠.٢ شکل

r = ٢ :

تراکم = ١/٨ = ٠٫ ١٢۵,
w = ۴, h = ٢, α = ٢,
SR = {(٠,٠)}.
ببینید. را ١١.٢ شکل

r = ٣ :

تراکم = ١/١٢ ≈ ٠٫ ٠٨٣٣,
w = ۶, h = ٢, α = ٢,
SR = {(٠,٠)}.
ببینید. را ١٢.٢ شکل

r = ۴ :

تراکم = ١/١۶ = ٠٫ ٠۶٢۵,
w = ٨, h = ٢, α = ٢,
SR = {(٠,٠), (۴,٠), (٢,١), (۵,٢)}.
ببینید. را ١٣.٢ شکل

مثلث مشبکه ٢.١٠.٢

r = ٢ :

تراکم = ٢/١٢ ≈ ٠٫ ١۶۶٧,
w = ۶, h = ٢, α = ۴,
SR = {(٠,٠), (٢,٠)}.
ببینید. را ٣٠.٢ شکل

r = ٣ :

تراکم = ١٠/٨۵ = ٠٫ ١١٧٧,
w = ٨۵, h = ١, α = ٩,



٢٩ کدها برخی ساختار .١٠.٢

شاهوار. مشبکه در ١-شناسایی کد :١٠.٢ شکل

شاهوار. مشبکه در ٢-شناسایی کد :١١.٢ شکل

شاهوار. مشبکه در ٣-شناسایی کد :١٢.٢ شکل
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شاهوار. مشبکه در ۴-شناسایی کد :١٣.٢ شکل

مثلث. مشبکه در ٢-شناسایی کد :١۴.٢ شکل



٣١ کدها برخی ساختار .١٠.٢

SR =

{(٠,٠), (۴,٠), (١٩,٠), (٢٣,٠), (٣۶,٠), (۴٠,٠), (۵٣,٠), (۵۵,٠), (۶٨,٠), (٧٢,٠)}.
ببینید. را ١۵.٢ شکل

r = ۴ :

تراکم = ١/١٢ ≈ ٠٫ ٠٨٣٣,
w = ۶, h = ٢, α = ۴,
SR = {(٠,٠)}.
ببینید. را ١۶.٢ شکل

r = ۵ :

تراکم = ٣/٣٩ = ٠٫ ٠٧۶٩,
w = ٣٩, h = ١, α = ١٧,
SR = {(٠,٠), (٨,٠), (١٩,٠)}.
ببینید. را ١٧.٢ شکل

r = ۶ :

تراکم = ٢/٢٨ = ٠٫ ٠٧١۴,
w = ١۴, h = ٢, α = ۴,
SR = {(٠,٠), (۶,٠)}.
ببینید. را ١٨.٢ شکل

مربع مشبکه ٣.١٠.٢

r = ٣ :

تراکم = ٧/۵٩ = ٠٫ ١٢۵,
w = ۵۶, h = ١, α = ١٠,
SR = {(٠,٠), (٧,٠), (١۴,٠), (٢١,٠), (٢٨,٠), (٣۵,٠), (۴٢,٠)}.
ببینید. را ١٩.٢ شکل

r = ۴ :

تراکم = ٨/٨۵ ≈ ٠٫ ٠٩۴١,
w = ٨۵, h = ١, α = ٣٨,
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مثلث. مشبکه در ٣-شناسایی کد :١۵.٢ شکل

مثلث. مشبکه در ۴-شناسایی کد :١۶.٢ شکل



٣٣ کدها برخی ساختار .١٠.٢

مثلث. مشبکه در ۵-شناسایی کد :١٧.٢ شکل

مثلث. مشبکه در ۶-شناسایی کد :١٨.٢ شکل



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ٣۴

SR = {(٠,٠), (٢,٠), (١٢,٠), (٢١,٠), (٣٣,٠), (۵۴,٠), (۶۶,٠), (٧۵,٠)}.
ببینید. را ٢٠.٢ شکل

r = ۵ :

تراکم = ٢/۵ = ٠٫ ٠٨,
w = ٢۵, h = ١, α = ٧,
SR = {(٠,٠), (٢,٠)}.
ببینید. را ٢١.٢ شکل

r = ۶ :

تراکم = ٣/۴۶ = ٠٫ ٠۶۵٢,
w = ۴۶, h = ١, α = ٨,
SR = {(٠,٠), (١٧,٠), (٢٠,٠)}.
ببینید. را ٢٢.٢ شکل

شش�گوشه مشبکه ۴.١٠.٢

r = ٢ :

تراکم = ٨/٣٨ ≈ ٠٫ ٢١٠۵,
w = ٣٨, h = ١, α = ١۵,
SR = {(٠,٠), (۶,٠), (١٠,٠), (١٣,٠), (١٨,٠), (٢١,٠), (٢۵,٠), (٣١,٠)}.
ببینید. را ٢٣.٢ شکل

r = ٣ :

تراکم = ١/۶ ≈ ٠٫ ١۶۶٧,
w = ۶, h = ١, α = ٣,
SR = {(٠,٠)}.
ببینید. را ٢۴.٢ شکل

r = ۴ :

تراکم = ٢/١٨ ≈ ٠٫ ١١١١,
w = ۶, h = ٣, α = ٣,
SR = {(٠,٠), (٢,٠)}.



٣۵ کدها برخی ساختار .١٠.٢

مربع. مشبکه در ٣-شناسایی کد :١٩.٢ شکل

مربع. مشبکه در ۴-شناسایی کد :٢٠.٢ شکل



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ٣۶

مربع. مشبکه در ۵-شناسایی کد :٢١.٢ شکل

مربع. مشبکه در ۶-شناسایی کد :٢٢.٢ شکل



٣٧ کدها برخی ساختار .١٠.٢

ببینید. را ٢۵.٢ شکل

r = ۵ :

تراکم = ٨/٧٠ ≈ ٠٫ ١١۴٣,
w = ٧٠, h = ١, α = ١٩,
SR = {(١,٠), (١۶,٠), (١٩,٠), (٢٣,٠), (٢۶,٠), (٣٣,٠), (۵٨,٠), (۶١,٠)}.
ببینید. را ٢۶.٢ شکل

r = ۶ :

تراکم = ٨/٨٨ ≈ ٠٫ ٠٩٠٩,
w = ١۴, h = ٢, α = ۴,
SR = {(١,٠), (١١,٠), (١٨,٠), (٢۵,٠), (٢٨,٠), (٣۵,٠), (۴٢,٠), (۵٢,٠)}.
ببینید. را ٢٧.٢ شکل
r = ٧ :

تراکم = ۴/۴٨ ≈ ٠٫ ٠٨٣٣,
w = ۴٨, h = ١, α = ١١,
SR = {(١,٠), (۶,٠), (١٩,٠), (٢۴,٠)}.
ببینید. را ٢٨.٢ شکل

r = ٨ :

تراکم = ٢/٢۶ ≈ ٠٫ ٠٧۶٩,
w = ٢۶, h = ١, α = ٧,
SR = {(٠,٠), (١۵,٠))}.
ببینید. را ٢٩.٢ شکل

تا ١٩.٢ روابط از بهتر مراتب به که می�نماییم ارائه زیر صورت به را بالایی کران شش�گوشه، مشبکه برای
بود. خواهد ٢٢.٢

r = ٩ : تراکم = ١/١۴, w = ١۴, h = ١, α = ۵, SR = {(٠,٠)}.
r = ١٠ : تراکم = ١/١۴, w = ١۴, h = ١, α = ۵, SR = {(٠,٠)}.
r = ١١ : تراکم = ١/١۶, w = ١۶, h = ١, α = ۵, SR = {(٠,٠)}.
r = ١٢ : تراکم = ١/١۶, w = ١۶, h = ١, α = ۵, SR = {(٠,٠)}.
r = ١٣ : تراکم = ١/١٨, w = ١٨, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ٣٨

شش�گوشه. مشبکه در ٢-شناسایی کد :٢٣.٢ شکل

شش�گوشه. مشبکه در ٣-شناسایی کد :٢۴.٢ شکل

شش�گوشه. مشبکه در ۴-شناسایی کد :٢۵.٢ شکل

شش�گوشه. مشبکه در ۵-شناسایی کد :٢۶.٢ شکل



٣٩ کدها برخی ساختار .١٠.٢

شش�گوشه. مشبکه در ۶-شناسایی کد :٢٧.٢ شکل

شش�گوشه. مشبکه در ٧-شناسایی کد :٢٨.٢ شکل

شش�گوشه. مشبکه در ٨-شناسایی کد :٢٩.٢ شکل



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ۴٠

r = ١۴ : تراکم = ١/١٨, w = ١٨, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ١۵ : تراکم = ١/١٨, w = ١٨, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ١۶ : تراکم = ١/١٨, w = ١٨, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ١٧ : تراکم = ١/٢٢, w = ٢٢, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ١٨ : تراکم = ١/٢٢, w = ٢٢, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ١٩ : تراکم = ١/٢٢, w = ٢٢, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢٠ : تراکم = ١/٢٢, w = ٢٢, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢١ : تراکم = ١/٢۶, w = ٢۶, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢٢ : تراکم = ١/٢۶, w = ٢۶, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢٣ : تراکم = ١/٢٨, w = ٢٨, h = ١, α = ۵, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢۴ : تراکم = ١/٢٨, w = ٢٨, h = ١, α = ۵, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢۵ : تراکم = ١/٣٠, w = ٣٠, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢۶ : تراکم = ١/٣٠, w = ٣٠, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢٧ : تراکم = ١/٣٢, w = ٣٢, h = ١, α = ۵, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢٨ : تراکم = ١/٣٢, w = ٣٢, h = ١, α = ۵, SR = {(٠,٠)}.
r = ٢٩ : تراکم = ١/٣۴, w = ٣۴, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.
r = ٣٠ : تراکم = ١/٣۴, w = ٣۴, h = ١, α = ٣, SR = {(٠,٠)}.

در ما حدس�های می�زنیم. حدس زوج r برای را ١
r+۴ تراکم و فرد r برای را ١

r+۵ تراکم فوق نتایج با
کند. رشد r اگر بود خواهند ضعیف�تر ٢٢.٢ تا ١٩.٢ روابط به مقایسه



۴١ کدها برخی ساختار .١٠.٢

مثلث. مشبکه در ٢-شناسایی کد :٣٠.٢ شکل



منتظم گراف�های از برخی در کوچک شعاع با شناسایی کدهای .٢ ۴٢



٣ فصل

شاهوار مشبکه در شناسایی کد تراکم کمترین

مقدمه ١.٣

مشبکه در r-شناسایی کد تراکم می�کنیم ثابت کلی حالت در و می�پذیریم را زیر قضیه دو فصل این در
است. ١

۴r برابر شاهوار

می�گردد. ارائه زیر صورت به شاهوار مشبکه در ١-شناسایی کد تراکم کمترین [١۵ ،٩] .١.١.٣ قضیه

D(١) = ٢
٩ .

می�گردد. حاصل زیر نامساوی از شاهوار مشبکه در r-شناسایی کد برای پایین کران [١۴] .٢.١.٣ قضیه

D(r) ≥ ١
۴r + ٢ .

مشبکه را زیر یال�های مجموعه و V = Z × Z رئوس مجموعه با ،GK گراف که می�کنیم یادآوری
می�نامیم. شاهوار

EK = {{u, v} : u− v ∈ {(١±,٠), (±١,٠), (١±,١), (−١±,١)}}.

عمومی ساختارهای ٢.٣

کنید توجه می�دهیم. نمایش Pk = (ik, jk) و P = (i, j) مختصات با را Pk و P رئوس بخش این در
می�گردد: ارائه زیر رابطه با P٢ و P١ رأس دو بین فاصله که

d(P١, P٢) = max(|i٢ − i١|, |j٢ − j١|). (١.٣)

۴٣



شاهوار مشبکه در شناسایی کد تراکم کمترین .٣ ۴۴

سیاه�اند. رنگ به کدواژه�ها شاهوار. مشبکه در ٣-شناسایی کد :١.٣ شکل

مشبکه در ١
۴r تراکم با r-شناسایی کد باشد. مثبت و صحیح عددی r کنید فرض [٧] .١.٢.٣ قضیه

دارد. وجود شاهوار

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را شاهوار مشبکه رئوس از متشکل Ck مجموعه ،k ∈ Z برای برهان.

Ck = {(٢kr + α, α) : α ∈ Z,است {αزوج

r-شناسایی کد یک C که می�کنیم ادعا باشد؛ k ∈ Z که است Ckهایی تمام اجتماع ،C کنید فرض
و تعریف یک ابتدا می�دهد. نشان r = ٣ برای را C مجموعه ١.٣ شکل است. شاهوار مشبکه برای

می�پردازیم. برهان ادامه به سپس می�کنیم بیان را لم یک

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را ε(i) ،i ∈ Z هر برای [٧] .٢.٢.٣ تعریف

ε(i) =

{
١ باشد فرد i اگر
٠ باشد زوج i اگر

است. برقرار زیر لم فوق، تعریف با

P رأس ،Ck از عنصر یک حداقل که طوری به باشد k مقدار کمترین k(P ) کنید فرض [٧] .٣.٢.٣ لم
k(P ) دقیق مقدار و می�شود r-پوشیده ،C توسط P = (i, j) مانند رأس هر صورت این در بپوشاند. را

می�آید. بدست زیر رابطه از

k(P ) =

⌈
i− j + ε(r + j)

٢r

⌉
− ١.

اگر تنها و اگر می�پوشاند را P که است P ′ مانند رأسی شامل Ck زیرکد ،Ck تعریف به توجه با برهان.
کمتر P و P ′ = (α + ٢kr, α) رأس دو فاصله و باشد زوج α که طوری به باشد داشته وجود α ∈ Z

نوشت: می�توان بنابراین باشد. r از



۴۵ عمومی ساختارهای .٢.٣

d(p, p′) ≤ r

داریم: ١.٣ رابطه از استفاده با و

|α + ٢kr − i| ≤ r,

|α− j| ≤ r.

برقرارند: زیر نامساوی�های نتیجه در و

i− (α + ٢kr) ≤ r,

(α + ٢kr)− i ≤ r,

j − α ≤ r,

α− j ≤ r.

مقدار می�توان فردند همزمان یا زوج�اند همزمان j − r و r + j عدد دو هر و است زوج عددی α چون
زیر نامساوی�های و کرد کم چهارم نامساوی از و افزود سوم نامساوی به زیر صورت به را ε(r + j)

می�گردند: حاصل

α ≥ i− r − ٢kr,
α ≤ r + i− ٢kr,
α ≥ j − r + ε(r + j),

α ≤ r + j − ε(r + j).

اگر تنها و اگر دارد وجود α }بنابراین
i− r − ٢kr ≤ r + j − ε(r + j),

j − r + ε(r + j) ≤ r + i− ٢kr.

اگر تنها و اگر است برقرار فوق نامساوی }دو
i− ٢r − j + ε(r + j) ≤ ٢kr,
٢kr ≤ i− j + ٢r − ε(r + j).

حاصل i − ٢r − j + ε(r + j) ≤ ٢kr ≤ i − j + ٢r − ε(r + j) عبارت اخیر نامساوی دو از
می�گردد.

و می�شود پوشیده کدواژه یک توسط P و دارد وجود k بنابراین

k(P ) =

⌈
i− j + ε(r + j)

٢r

⌉
− ١.

تعریف به توجه با آن�گاه k(P١) ̸= k(P٢) اگر بگیرید. نظر در را P٢ و P١ دلخواه رأس دو حال
رأسی دو هر برای می�دهیم نشان قضیه اثبات برای بنابراین r-مجزایند. ،P٢ و P١ رأس دو ،k(P )
کاستن بدون حال بود. خواهند رأسr-مجزا دو این آن�گاه باشد، k(P١) = k(P٢) اگر ،P٢ و P١ دلخواه



شاهوار مشبکه در شناسایی کد تراکم کمترین .٣ ۴۶

با است). اثبات قابل انتقال با دیگر (حالت�های k(P١) = k(P٢) = ٠ کنید فرض مساله، کلیت از
برقرارند. زیر نامساوی�های ٣.٢.٣ لم از استفاده

١ ≤ i١ − j١ + ε(r + j١) ≤ ٢r,

١ ≤ i٢ − j٢ + ε(r + j٢) ≤ ٢r.

بگیرید: نظر در زیر صورت به را P رأس حال

١ ≤ i− j + ε(r + j) ≤ ٢r. (٢.٣)

است. i ≥ j ،٢.٣ رابطه از استفاده با که کنید توجه
می�دهیم. نمایش Jk(P ) نماد با را دارند تعلق Ck به و می�پوشانند را P که کدواژه�هایی عرض مجموعه

اگر تنها اگر می�پوشاند را P رأس (α, α) باشد، زوج و صحیح عددی α کنید فرض

i− α ≤ r,

α− i ≤ r,

j − α ≤ r,

α− j ≤ r.

می�رسیم. زیر نتیجه به فوق نامعادلات سیستم از

i− r ≤ α ≤ r + j

i + r و i − r عدد دو و است زوج عددی α که حقیقت این دانستن و فوق نتیجه از استفاده با حال
بود. خواهد زیر صورت به J٠(P ) مجموعه فردند، همزمان یا زوج�اند همزمان

J٠(P ) = {α ∈ Z : است ,αزوج i− r + ε(i+ r) ≤ α ≤ j + r − ε(j + r)}.

است. i ≤ j + ٢r ،٢.٣ رابطه از استفاده با
اگر تنها و اگر می�پوشاند را P رأس (α + ٢r, α) باشد، زوج و صحیح عددی α کنید فرض

α + r − i ≤ r,

i− α− ٢r ≤ r,

j − α ≤ r,

α− j ≤ r.

بود. خواهد زیر صورت به فوق نامعادلات سیستم

j − r ≤ α ≤ i− r

داریم: را زیر حالت دو J١(P ) مجموعه تعریف برای حال

است. J١(P ) = ∅ آن�گاه ،ε(i+ r) = ١ و i = j اگر .١



۴٧ کلی پایین کران�های .٣.٣

J١(P ) = {α ∈ Z : است αزوج و j − r + ε(j + r) ≤ α ≤ صورت این غیر در .٢
بود. خواهد i− r − ε(i+ r)}

برقرارند. زیر روابط صورت این در نباشند، r-مجزا ،P٢ و P١ متمایز رئوس کنید فرض خلف، برهان

J٠(P١) = J٠(P٢), J١(P١) = J١(P٢)

برقرارند. زیر روابط باشد، J١(P١) ̸= ∅ اگر حال

i١ − r + ε(i١ + r) = i٢ − r + ε(i٢ + r),

j١ + r − ε(j١ + r) = j٢ + r − ε(j٢ + r),

j١ − r + ε(j١ + r) = j٢ − r + ε(j٢ + r),

i١ − r − ε(i١ + r) = i٢ − r − ε(i٢ + r)

می�گردد: حاصل زیر نتیجه فوق معادلات از که

i١ = i٢, j١ = j٢.

رسید. خواهیم یکسانی نتیجه به باشد J١(P١) = ∅ اگر
رئوس و است باطل خلف فرض بنابراین است. P٢ و P١ رئوس بودن متمایز با تناقض در نتیجه این و

r-مجزایند. ،P٢ و P١

کلی پایین کران�های ٣.٣

می�کنیم. تعریف Br(v) و Br(u) مجموعه دو بین متقارن تفاضل را ∆r(u, v) .١.٣.٣ تعریف

خواهد ناتهی بنابراین و می�کند مجزا هم از را v و u که است کدواژه�هایی مجموعه C ∩∆r(u, v)

باشد. شناسایی کد C اگر بود

به باشند داشته وجود j ∈ Z و i ∈ Z هرگاه نامیم مربع را (x, y, z, t) چهارتایی [٧] .٢.٣.٣ تعریف
باشد. x = (i, j), y = (i+ ١, j), z = (i+ ١, j + ١), t = (i, j + ١) که طوری

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Kr(x, y, z, t) مجموعه علاوه به

Kr(x, y, z, t) = ∆r(x, y) ∪∆r(x, z) ∪∆r(x, t) ∪∆r(y, z) ∪∆r(y, t) ∪∆r(z, t),

می�باشد. نقطه ٨r + ۴ با مربعی شاهوار مشبکه در که

چهار از یکی معنای به ضلع و است Kr(x, y, z, t) از گوشه یک معنای به گوشه [٧] .٣.٣.٣ تعریف
می�باشد. گوشه�هایش بدون Kr(x, y, z, t) اضلاع



شاهوار مشبکه در شناسایی کد تراکم کمترین .٣ ۴٨

می�دهیم. نمایش K نماد با را Kr(x, y, z, t) نباشد r مقدار در ابهامی اگر
K از گوشه i تعداد که کنیم می محاسبه را K کدواژه�های تعداد برای ،ϕi پایین کران بعد، لم در

هستند. کدواژه

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را ϕi ،٠ ≤ i ≤ ۴ هر برای [٧] .۴.٣.٣ تعریف

ϕ٠ = ٢, ϕ١ = ϕ٢ = ϕ٣ = ٣, ϕ۴ = ۴.

K اگر باشند. r-مجزا ،t و z, y, x که باشد طوری K = Kr(x, y, z, t) کنید فرض [٧] .۵.٣.٣ لم
است. کدواژه ϕi حداقل شامل K آن�گاه باشد کدواژه� گوشه i دارای

کدواژه�ای است لازم باشد، مجزا y از باید x چون باشد کدواژه که ندارد گوشه�ای K کنید فرض برهان.
ضلع در کدواژه�ای است لازم باشد، مجزا y از باید z چون همچنین باشیم. داشته K از عمودی ضلع در

باشد. کدواژه باید K از نقطه ϕ٠ = ٢ حداقل بنابراین باشیم. داشته K از افقی
فرض مساله کلیت از کاستن بدون می�باشد. کدواژه که است گوشه یک دقیقاً دارای K کنید فرض
در دیگر کدواژه�ای است لازم باشد، مجزا t از باید z چون است. کدواژه K از پایین ـ چپ گوشه کنید
ضلع در دیگر کدواژه�ای است لازم و باشد مجزا y از باید z همچنین باشیم. داشته K از عمودی ضلع

است. کدواژه ϕ١ = ٣ حداقل دارای K بنابراین باشیم. داشته K از افقی
داریم: را زیر حالت دو صورت این در کدواژه�اند. که باشد گوشه دو دارای K کنید فرض

فرض مثال عنوان به شوند، واقع افقی یا عمودی یکسان ضلع بر کدواژه دو هر کنید فرض اول: حالت
باید y چون مشابه�اند)؛ دیگر زیرحالت (سه شوند واقع K از چپ ضلع گوشه�های در کدواژه دو هر کنید

باشیم. داشته K از افقی اضلاع از یکی بر سومی کدواژه است لازم گردد، مجزا z از
گوشه در یکی مثال عنوان به شوند. واقع هم مقابل گوشه دو در کدواژه دو کنید فرض دوم: حالت
t از باید y چون است)؛ مشابه دیگر شود(زیرحالت واقع بالا - راست گوشه در دیگری و پایین - چپ
از نقطه ϕ٢ = ٣ حداقل فوق حالت دو هر در بنابراین باشیم. داشته سومی کدواژه است لازم گردد، مجزا

باشد. کدواژه باید K
است. برقرار وضوح به قضیه حکم i = ۴ و i = ٣ برای

دارد. تعلق K به کدواژه ϕi حداقل باشد، کدواژه گوشه i دارای K اگر بنابراین

است. بی�فایده c غیرگوشه کدواژه گوییم باشد برقرار زیر شرایط از یکی هرگاه [٧] .۶.٣.٣ تعریف

افقی ضلع در الزاماً (نه افقی ضلع روی دیگری c′ کدواژه و شود واقع K از افقی ضلع روی c اگر •
گردد. واقع c از چپ سمت در اکیداً که شود واقع (c با یکسان

در و K پایین و افقی ضلع در دیگری c′ کدواژه و شود واقع K بالای و افقی ضلع روی c اگر •
گردد. واقع c با یکسان عمودی راستای
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.r = ٢ حالت در شاهوار مشبکه برای Kr((٠,٠), (١,٠), (١,١), (٠,١)) :٢.٣ شکل

راستای در الزاماً (نه عمودی ضلع روی دیگری c′ کدواژه و شود Kواقع از عمودی ضلع روی c اگر •
باشد. c زیر در اکیداً که شود واقع (c با یکسان عمودی

چپ سمت عمودی ضلع روی دیگری c′ کدواژه و باشد K راست سمت عمودی ضلع روی c اگر •
بگیرد. قرار c با یکسان افقی راستای در که طوری به شود واقع

کدواژه ϕi +α دارای K آن�گاه باشند، مجزا دو به دو t و z, y, x که باشد طوری K اگر [٧] .٧.٣.٣ لم
است. بی�فایده کدواژه�های تعداد α و کدواژه�اند که است گوشه�هایی تعداد i که است

می�توان سادگی به باشد. اختصاصی کدواژه�های شامل Kباید مجزایند دو به دو t و z, y, x چون برهان.
همین (به ندارد t و z, y, x رئوس بودن مجزا روی اثری هیچ ،K در بی�فایده کدواژه�های حذف که دید
میان در که می�شود ناشی حقیقت این از امر این است). شده انتخاب آن�ها برای بی�فایده نام دلیل
دیگری از c بی�فایده کدواژه توسط رئوس از یکی اگر ،{x, y, z, t} مجموعه روی شده تعریف جفت�های
بنابراین می�گردد. c کدواژه شدن بی�فایده موجب امر این که می�شود مجزا نیز c′ کدواژه توسط شود مجزا
z, y, x رئوس نیستند)، K گوشه�های ۶.٣.٣ تعریف طبق (که K از بی�فایده کدواژه α حذف از پس
تعداد کدواژه�اند، که است گوشه i دارای K چون ،۵.٣.٣ لم از استفاده با مجزایند. دو به دو هنوز t و
برهان و است کدواژه ϕi + α دارای حداقل K بنابراین و است ϕi برابر حداقل باقیمانده کدواژه�های

است. تمام

هستیم. بیشتری تعاریف نیازمند شاهوار مشبکه در D(Gk, r) برای پایین کران اثبات برای

ترتیب به را (١−,٠) و (٠,١), (١,٠), (−١,٠) بردارهای راستای در K انتقال [٧] .٨.٣.٣ تعریف
می�نامیم. K پایین شریک و بالا شریک راست، شریک چپ، شریک



شاهوار مشبکه در شناسایی کد تراکم کمترین .٣ ۵٠

.r = ٢ ازای به شاهوار مشبکه در (x, y, z, t) مربع برای متقارن تفاضل جفت�های :٣.٣ شکل

صدق زیر روابط در شاهوار مشبکه در r-شناسایی کد برای D(Gk, r) تراکم کمترین [٧] .٩.٣.٣ قضیه
می�کند:

D(Gk, r) =
٢
٩ r = ١

D(Gk, r)=
١
۴r r > ١

برای است. شده ارائه بالا کران [٩] مرجع در و پایین کران [١۵] مرجع در r = ١ حالت برای برهان.

نامساوی حال است. برقرار D(Gk, r) ≤ ١
۴r نامساوی ١.٢.٣ قضیه از استفاده با r > ١ حالت

می�کنیم. اثبات را D(Gk, r) ≥
١
۴r

باشند: زیر مجموعه�های Ē و E کنید فرض

E = {K : K ⊆ Qn},

Ē = {K : K ∩Qn ̸= ∅},

که

Qn = {(x, y) ∈ Z× Z : |x| ≤ n, |y| ≤ n}.

داریم: n مقدار هر برای که طوری به دارد وجود ( r به وابسته اما ) n از مستقل k ∈ N که کنید توجه

|Ē | − |E | ≤ kn (٣.٣)

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را آن�ها اندازه و زیر مجموعه�های ،i ∈ {٠,١,٢,٣,۴} برای
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سیاه�اند. رنگ به کدواژه�ها .r = ٢ برای آن بالای شریک و K ∈ ε′٢ :۴.٣ شکل

Ei = کدواژه�اند گوشه iدارای دقیقاً Eکه از ;عناصری
E ′
٢ = اند واقع عمودی یا افقی یکسان ضلع بر که کدواژه�اند گوشه دو دارای دقیقاً E٢که از ;عناصری

E ′′
٢ = واقع�اند هم مقابل گوشه�های در کدواژه�ها این که کدواژه�اند گوشه دو دارای E٢که از ;عناصری
pi = Ei ;اندازه
p′٢ = E ′

٢ ;اندازه
p′′٢ = E ′′

٢ ;اندازه
p = Σ۴

i=٠pi.

r = ٢ برای آن راست شریک و K ∈ E ′
٢ :۵.٣ شکل

برقرارند. وضوح به p = |E | و p٢ = p′٢ + p′′٢ روابط که کنید توجه
است: برقرار زیر رابطه می�دهیم نشان ،r > ١ مقادیر با r-شناسایی کد هر برای

|C ∩Qn|
|Qn|

≥ ١
۴r − (١٠k + ٢h+ ٨)n

٨r|Qn|
(۴.٣)

می�نماییم. معرفی برهان ادامه در که است ثابتی مقدار h و است ٣.٣ رابطه در شده تعریف ثابت k که
می�کنیم. اثبات را ٩.٣.٣ قضیه کند میل بی�نهایت به n که فرض این با
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کدواژه�هایی شامل باید K شریک�های از برخی شده، داده K برای داد خواهیم نشان کار این برای
می�نامیم. علامت�دار را کدواژه�ها این بی�فایده�اند که باشند

c ∈ K ′ و باشد K شریک یک K ′ اگر و می�گیریم نظر در E ′′
٢ و E۴,E٣,E ′

٢ در را K متناوباً
K ∈ E١ و K ∈ E٠ حالت�های دید خواهیم می�دهیم. نمایش (c,K ′) دوتایی با را آن�ها باشد علامت�دار

کنیم. بررسی نیست لازم را

خواهد کدواژه دو دارای بالا شریک پس باشند؛ کدواژه K از بالا گوشه دو و K ∈ E ′
٢ کنید فرض

به باشد. دار علامت ،K بالای شریک برای می�تواند راست سمت کدواژه ببینید). را ۴.٣ (شکل بود
می�گیریم نظر در را K از پایین شریک آن�گاه شود واقع K از پایین گوشه�ی در کدواژه دو اگر مشابه طور
در کدواژه دو اگر همچنین ماند. می باقی بی�فایده K از پایین شریک برای هنوز K از راست گوشه و
برای هنوز K از بالا گوشه و می�گیریم نظر در را K از راست شریک آن�گاه شود واقع K از راست گوشه�ی
آن�گاه شود واقع K از چپ گوشه�ی در کدواژه دو اگر حال ماند. می باقی بی�فایده K از راست شریک
می باقی بی�فایده K از راست شریک برای هنوز K از بالا گوشه و می�گیریم نظر در را K از چپ شریک

می�دهد. نشان را هستند K راست گوشه�های در کدواژه دو که را حالتی ۵.٣ ماند.

شریک�های (۶.٣ (شکل باشند کدواژه پایین-راست گوشه و بالا گوشه دو اگر K؛ ∈ E٣ کنید فرض
را شریک�ها مشابه طور به باشند گوشه�ها دیگر در کدواژه�ها اگر گیریم. می نظر در را K از راست و بالا

می�یابیم. را کدام هر در علامت�دار کدواژه یک با شریک دو و می�دهیم مطابقت

راست، و بالا شریک�های برای می�گیریم، نظر در را شریک چهار حالت این در K؛ ∈ E۴ کنید فرض
علامت را K از پایین-راست گوشه�ی پایین، شریک برای می�زنیم. علامت را K از بالا-راست گوشه�ی

می�زنیم. علامت را K از بالا-چپ گوشه�ی چپ، شریک برای می�زنیم.

شانزده ٨.٣ و ٧.٣ شکل�های است. پیچیده�تر کمی حالت این K؛ ∈ E ′′
٢ کنید فرض نهایت در و

این در بی�فایده کدواژه یک و می�دهد نشان کدواژه سه گرفتن قرار محل اساس بر را ممکن وضعیت
برای بی�فایده عنوان با که کدواژه�ای شده، داده K ′ برای که کنید توجه گذاشته�ایم. علامت را شریک�ها
حالت این درک برای نمی�شود. علامت�گذاری بار دو K ′ در باشد r > ١ اگر می�شود علامت�گذاری K ′

فرض چون و واقع�اند K ′ گوشه�های از ٢ یا ١ فاصله در دار علامت کدواژه�های که می�کنید مشاهده ابتدا
گوشه از ٢ فاصله در همزمان نمی�تواند K ′ گوشه یک از ١ فاصله در K ′ از نقطه یک ، است r > ١ بر
قرار برای ممکن مکان شش شود واقع K ′ از گوشه یک از ١ فاصله در c اگر شود. واقع K ′ از دیگری
زیر در c اگر مثال برای گردد). Kواقع ′ از چپ-پایین گوشه در نمی�تواند c دارد(چون وجود c گرفتن
است این شود علامت�گذاری K ′ از c که این برای ممکن حالت تنها آن�گاه باشد K ′ از بالا-چپ گوشه
صورتی به دیگر حالت پنج K)؛ گوشه�های در کدواژه�ها مناسب توزیع (با باشد K بالای شریک K ′ که
می�گردد حل مشابه روشی به مساله شود Kواقع ′ گوشه یک از ٢ فاصله در c که حالتی برای است. مشابه
نتیجه تا می�گیرد قرار استفاده مورد ٨.٣ و ٧.٣ شکل و باشد داشته تعلق E ′′

٢ به باید K حالت، این (در
گردد). حاصل لازم



۵٣ کلی پایین کران�های .٣.٣

داده Kr(x, y, z, t) برای کدواژه یک ،r = ١ برای قبل، حالت�های خلاف بر که می�کنید مشاهده
می�دهد: رخ زیر حالت�های در اتفاق این گردد. علامت�گذاری بار دو می�تواند شده،

طوری به شود ,Kr(xعلامت�گذاری y, z, t)یک توسط Kمی�تواند ′ از افقی ضلع روی کدواژه یک •
به شود علامت�گذاری دیگری Kr(x, y, z, t) توسط همزمان و باشد چپ سمت شریک K ′ که

ببینید). را ٩.٣ (شکل باشد آن راست سمت شریک K ′ که طوری

به شود علامت�گذاری Kr(x, y, z, t) یک توسط می�تواند K ′ از عمودی ضلع روی کدواژه یک •
علامت�گذاری دیگری Kr(x, y, z, t) توسط همزمان و باشد بالای سمت شریک K ′ که طوری

باشد. Kr(x, y, z, t) پایین سمت شریک K ′ که طوری به شود

نیستند. معتبر r = ١ حالت برای مستقیم طور به فوق بیانات از حاصل نتایج بنابراین
می�گردد تعریف زیر صورت به که باشد جفت�هایی مجموعه φ کنید فرض

φ = {(K, c) : K ∈ E , c ∈ C ∩Qn, است Kعلامت�دار در c}

K در c که می�کند تعریف (K, c) صورت به دوتایی یک E٢ از عنصر هر فوق، بررسی�های از
تعریف دوتایی چهارتا E۴ از عنصر هر و دوتایی دوتا E٣ از عنصر هر مشابه طور به و است علامت�دار
,Kr(xهای y, z, t) تعداد چون علاوه، به باشد. r > ١ هرگاه متمایزند دوتایی�ها این تمام و می�کنند
زیر نامساوی است، ٨n برابر حداکثر نیست E در آن شریک چهار از ( بیشتر (یا یکی که E به متعلق

است. برقرار

|φ| ≥ p٢ + ٢p٣ + ۴p۴ − ٨n r > ١ اگر (۵.٣)

می�گردد تعریف زیر صورت به که باشد جفت�هایی مجموعه φ′ کنید فرض

φ′ = {(K, c) : K ∈ Ē , c ∈ C ∩Qn, Kاست از گوشه�ای c}.

,Kr(xهایی y, z, t) تعداد صورت، به qi تعریف با دیگر طرفی از دارد. عضو ۴×|C∩Qn| دقیقاً مجموعه این
و است Σ۴

i=٠i× qi برابر حداکثر φ′ اندازه کدواژه�اند، که دارند گوشه i دقیقاً و دارند اشتراک Qn با که
داریم: بنابراین

۴× |C ∩Qn| = |φ′| ≤ Σ۴
i=٠i× qi.

چون و

|Ē | − |E | ≤ kn,

داریم: ٠ ≤ i ≤ ۴ برای

qi ≤ pi + kn,
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بنابراین و

p١ + ٢p٢ + ٣p٣ + ۴p۴ ≥ ۴× |C ∩Qn| − ١٠kn. (۶.٣)

می�گردد تعریف زیر صورت به که باشد جفت�هایی مجموعه φ′′ کنید فرض

φ′′ = {(K, c) : K ∈ E , c ∈ C ∩Qn, c ∈ K}.

دارای حداکثر فوق مجموعه که می�رسیم نتیجه این به سادگی به ،|K| = ٨r + ۴ رابطه از استفاده با و
با: است برابر حداقل مجموعه این اندازه ،٧.٣.٣ لم از دیگر طرفی از دارد. عضو (٨r+۴)×|C ∩Qn|

Σ۴
i=٠pi × ϕi + |φ|.

بنابراین

(٨r + ۴)× |C ∩Qn| ≥ p٠ + ٣(p١ + p٢ + p٣) + ۴p۴ + |φ|.

است. برقرار زیر رابطه همچنین

p٠ + p١ + p٢ + p٣ + p۴ = p,

داریم: نتیجه در و

(٨r + ۴)× |C ∩Qn| ≥ ٢p+ p١ + p٢ + p٣ + ٢p۴ + |φ|.

داریم: بنابراین است برقرار p ≥ |Qn| − hn رابطه ،n هر برای که طوری به دارد وجود h ∈ N

(٨r + ۴)× |C ∩Qn| ≥ ٢|Qn|+ p١ + p٢ + p٣ + ٢p۴ + |φ| − ٢hn. (٧.٣)

داریم: ۵.٣ رابطه از استفاده با دیگر طرفی از

p١ + p٢ + p٣ + ٢p۴ + |φ| ≥ p١ + p٢ + p٣ + ٢p۴ + p٢ + ٢p٣ + ۴p− ٨n,

بنابراین

p١ + p٢ + p٣ + ٢p۴ + |φ| ≥ p١ + ٢p٢ + ٣p٣ + ۴p۴ − ٨n.

می�رسیم: زیر نتیجه به ۶.٣ رابطه از استفاده با و

p١ + p٢ + p٣ + ٢p۴ + |φ| ≥ ۴× |C ∩Qn| − ١٠kn− ٨n.

است. برقرار زیر نامساوی ٧.٣ رابطه از استفاده با و

(٨r + ۴)× |C ∩Qn| ≥ ٢|Qn|+ ۴× |C ∩Qn| − (١٠k + ٢h+ ٨)n,

داریم: نهایت در و

|C ∩Qn|
|Qn|

≥ ١
۴r − (١٠k + ٢h+ ٨)n

٨r|Qn|
,



۵۵ کلی پایین کران�های .٣.٣

است. برقرار زیر رابطه کند میل بی�نهایت به n وقتی است، |Qn| = (٢n+ ٢(١ که این به توجه با حال

lim sup
n→∞

|C ∩Qn|
|Qn|

≥ ١
۴r

r = ٢ برای آن بالای شریک و K ∈ E٣ :۶.٣ شکل



شاهوار مشبکه در شناسایی کد تراکم کمترین .٣ ۵۶

آن شریک�های و K ∈ E ′′
٢ :٧.٣ شکل



۵٧ کلی پایین کران�های .٣.٣

آن شریک�های K ∈ E ′′
٢ :٨.٣ شکل



شاهوار مشبکه در شناسایی کد تراکم کمترین .٣ ۵٨

r = ٢ برای آن بالای و راست شریک و K ∈ E٣ :٩.٣ شکل



۴ فصل

در مکانی احاطه�گر و شناسایی کدهای
دورها و زنجیرها

مقدمه ١.۴

کوچکترین بررسی به سپس می�نماییم. معرفی را دور و نامتناهی و متناهی زنجیر مفاهیم ابتدا فصل این در
می�پردازیم. دورها و زنجیرها در مکانی r-احاطه�گر و r-شناسایی کدهای تراکم و اندازه

نامتناهی زنجیر ٢.۴

مجـمـوعـــه و V = Z رئــوس مجـمـوعـــه دارای G = CH∞ نامتناهی زنجیر [١] .١.٢.۴ تعریف
است. E = {{i, i+ ١} : i ∈ Z} یال�هـای

و dIr(CH∞) نمادهای با ترتیب به را مکانی r-احاطه�گر و r-شناسایی کدهای تراکم کمترین
برای را dLDr (CH∞) و dIr(CH∞) دقیق مقدار بعد زیربخش دو در می�دهیم. نمایش dLDr (CH∞)

می�نماییم. ارائه را مفید اما ساده لم یک و تعریف یک کار این از قبل می�کنیم. ارائه r ≥ ١ مقادیر

C-متوالی را ندارند تعلق C به که y و xرأس دو ،CH∞ در C شده داده کد برای [١] .٢.٢.۴ تعریف
باشند. C به متعلق y و x بین رئوس تمام هرگاه نامیم

باشد. CH∞ در کد یک C و باشد صحیح عددی r ≥ ١ کنید فرض [١] .٣.٢.۴ لم

r-مجزا ،C توسط رئوس از متوالی جفت�های تمام و شوند r-پوشیده ،C توسط رئوس تمام اگر .١
است. r-شناسایی کد C آن�گاه گردند،

،C توسط رئوس از C-متوالی جفت�های تمام و شوند r-پوشیده ،C توسط رئوس تمام اگر .٢
است. مکانی r-احاطه�گر کد C آن�گاه گردند، r-مجزا

۵٩



دورها و زنجیرها در مکانی احاطه�گر و شناسایی کدهای .۴ ۶٠

کند. r-مجزا هم از را متوالی رئوس از جفت دو حداکثر می�تواند کدواژه هر .٣

کند. r-مجزا هم از را C-متوالی رئوس از جفت دو حداکثر می�تواند کدواژه هر .۴

خواهند KC,r(v)ناتهی مجموعه�های تمامی می�شوند، پوشیده C توسط رئوس تمامی چون .١ برهان.
رئوس فرض، بنابه و است متوالی صحیح اعداد شامل CH∞ در گوی هر چون طرفی، از بود.
v و u مانند دلخواه رأس دو هر برای که می�رسیم نتیجه این به هستند، r-مجزا ،C توسط متوالی
است. r-شناسایی کد C بنابراین است. برقرار KC,r(u) ̸= KC,r(v) نامساوی V (CH∞) در

است. ١ بند برهان مشابه قسمت این برهان .٢

را (x+ r, x+ r+ ١) و (x− r− ١, x− r) متوالی صحیح اعداد از جفت دو x ∈ C کدواژه .٣
کند. می مجزا هم از

یا متناهی می�تواند دنباله این ندارند، تعلق C به که باشد رئوس از ای دنباله (ik) کنید فرض .۴
باشد. l′ > r و ٠ < l ≤ r که طوری به باشند صحیحی اعداد l′ و l کنید فرض باشد؛ نامتناهی

کند. مجزا هم از را زیر C-متوالی غیرکدواژه�های از نوع دو حداکثر می�تواند x کدواژه

ik؛ = x± l ∈ Br(x)\{x} و ik+١ = x+ l′ /∈ Br(x) •

.ik+١ = x± l ∈ Br(x)\{x} و ik = x− l′ /∈ Br(x) •

نامتناهی زنجیر در شناسایی کدهای ١.٢.۴

ندارد. بستگی r به نامتناهی، زنجیر در شناسایی کد تراکم بهترین

است. برقرار زیر تساوی ،r ≥ ١ هر برای [١] .۴.٢.۴ قضیه

dIr(CH∞) =
١
٢ .

حال باشد. Z با نابرابر شناسایی کد یک C کنید فرض می�نماییم. ارائه پایین کران یک ابتدا برهان.
برابر Br(i + r)∆Br(i + r + ١) متقارن تفاضل نیست. کدواژه که باشد رأسی i ∈ Z کنید فرض
کدواژه باید i+ ٢r + ١ آن�گاه نباشد، کدواژه i اگر نتیجه در است؛ {i, i+ ٢r + ١} مجموعه با است
مانند کدواژه یک i غیرکدواژه هر بنابراین باشند. مجزا هم از باید i+ r + ١ و i+ r کدهای زیرا باشد

است. dIr(CH∞) ≥ ١
٢ که می�دهد نشان استدلال این می�کند. القا را i+ ٢r + ١

حقیقت در می�نماییم. ارائه نیم تراکم با r-شناسایی، کد از ساختار یک بالا، کران اثبات برای سپس
کروشه� بین الگوی تکرار با و است متناوب و دارد بستگی r به دومی که می�کنیم ارائه متفاوت ساختار دو
،اولا ساختار دو هر در ببینید، را ١.۴ شکل می�باشد). رأس ۴r + ٢ شامل الگو (این می�گردد حاصل



۶١ نامتناهی زنجیر .٢.۴

رأس از C توسط i رأس هر راست، به چپ از حرکت با ثانیاً می�شوند؛ پوشیده C توسط رئوس همه
سمت در کدواژه یک یا و می�کند دریافت راست�اش سمت در کدواژه یک یا i رأس می�شود مجزا i− ١

است. شناسایی کد یک C ،١ بند ٣.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین می�دهد. دست از چپ�اش

سیاه�اند. رنگ به کدواژه�ها .CH∞ در ١٢ تراکم با متناوب r-شناسایی کد دو :١.۴ شکل

نامتناهی زنجیر در مکانی احاطه�گر کدهای ٢.٢.۴

[١] .۵.٢.۴ قضیه
dLD١ (CH∞) =

٢
۵

dLDr (CH∞) =
١
٣ r > ١ هر برای

می�کنیم. بررسی جداگانه را r > ١ و r = ١ حالت دو برهان.

دو حداقل می�کنیم ثابت می�گیریم نظر در را ۵ و ۴,٣,٢,١ مانند متوالی رأس پنج :r = ١ حالت .١
حالت�های کار این برای باشند. کدواژه باید مکانی ١-احاطه�گر کد در ۵,۴,٣,٢,١ رئوس از رأس

داریم: را زیر

است. تمام برهان باشد، داشته وجود ۴ و ٣,٢ رئوس میان در کدواژه سه یا دو اگر •

پوشیده C توسط ٣ آن�گاه باشد، نداشته وجود ۴ و ٣,٢ رئوس میان در کدواژه�ای هیچ اگر •
نمی�شود.

کلیت از کاستن بدون آن�گاه باشد، داشته وجود ۴ و ٣,٢ رئوس میان در کدواژه یک اگر •
پوشیده C توسط باید ۴ آن�گاه باشد، کدواژه ٢ اگر باشد؛ کدواژه ٣ یا ٢ کنید فرض مساله
باید ۴ و ٢ زیرا است کدواژه ۵ یا ١ آن�گاه باشد، کدواژه ٣ اگر است. کدواژه نیز ۵ و شود

گردند. مجزا C توسط

که می�دهد نشان را رأس ۵ از الگویی ٢.۴(آ) شکل می�کند. اثبات را پایین کران فوق استدلال
مکانی ١-احاطه�گر کد الگو این می�رسیم. مکانی ١-احاطه�گر کد به الگو این متناوب تکرار با
١-مجزا C-متوالی، رأس دو هر و می�شوند ١-پوشیده ،C توسط غیرکدواژه رئوس تمام زیرا است



دورها و زنجیرها در مکانی احاطه�گر و شناسایی کدهای .۴ ۶٢

r = ١ حالت برهان و است مکانی ١-احاطه�گر کد یک C ،٢ بند ٣.٢.۴ لم از بنابراین هستند.
است. تمام

مکانی r-احاطه�گر کد C کنید فرض می�نماییم. ارائه پایین کران یک ابتدا مجدداً :r ≥ ٢ حالت .٢
است. مثبت صحیح عدد n که ،pn = |C ∩Qn| و Qn = {−n, . . . , n} باشد،

تعداد pn و |Qn| = ٢n + ١ زیرا دارد. وجود غیرکدواژه ٢n + ١ − pn تعداد به Qn در
چون دارد. وجود C-متوالی رئوس از جفت max{٠,٢n−pn} بنابراین و است Qn کدواژه�های
برقرار هنوز ۴ بند ٣.٢.۴ لم چون و ندارد تاثیری Qn روی Qn+r از خارج در کدواژه�ای هیچ

می�گردد: حاصل زیر نامساوی�های است،

٢pn+r ≥ ٢n− pn;

٢pn+r + pn ≥ ٢n. (١.۴)

می�گردد: حاصل زیر نتایج pn+r ≤ pn + ٢r نامساوی از استفاده با و

−٢pn+r ≥ −٢pn − ۴r;

−٢pn+r + ٢pn + ۴r ≥ ٠ (٢.۴)

داریم: و می�کنیم جمع هم با را ٢.۴ و ١.۴ نامساوی دو طرفین

٣pn + ۴r ≥ ٢n

است: برقرار زیر نامساوی است، |Qn| = ٢n+ ١ چون و

٣pn + ۴r ≥ |Qn| − ١

است: برقرار زیر نامساوی نتیجه در و

pn
Qn

≥ ١
٣

(
١− ١+ ۴r

|Qn|

)
١+۴r
|Qn| است، ثابت عددی r چون و می�کند میل بی�نهایت به Qn کند، میل بی�نهایت به n اگر حال

داریم: و می�کند میل صفر به

pn
Qn

≥ ١
٣ .



۶٣ متناهی زنجیرهای .٣.۴

صورت به که است گردیده ارائه (ب) ٢.۴ شکل در ١
٣ تراکم با مکانی r-احاطه�گر کد ساختار

شامل متناوب الگویی از و است شده استفاده فرد r برای رأس ٣r+٣ شامل الگویی از متناوب
است. شده استفاده زوج r برای رأس ٣r

پوشیده C توسط غیرکدواژه�ها تمام که ببینید می�توانید سادگی به اما است خسته�کننده اگرچه دوباره
هستند C-متوالی غیرکدواژه�های j و i KC,r(j)که KC,r(i)و مجموعه�های مقایسه با و می�شوند
و r-مجزایند ،j و i که می�رسیم نتیجه این به دارند؛ تعلق (ب) ٢.۴ شکل الگوهای به j و i و

است. تمام برهان و است مکانی r-احاطه�گر کد C بنابراین

به کدواژه�ها .CH∞ در (r > ١) ١
٣ و (r = ٢(١۵ تراکم با متناوب مکانی r-احاطه�گر کد :٢.۴ شکل

سیاه�اند. رنگ

متناهی زنجیرهای ٣.۴

و V = {١, . . . , n} رئوس مجموعه دارای ،G = CHn رأسی، n متناهی زنجیر [١] .١.٣.۴ تعریف
می�باشد. En = {{i, i+ ١} : ١ ≤ i ≤ n− ١} یال�های مجموعه

r-احاطه�گر و r-شناسایی کد اندازه کمترین ترتیب به MLDرا
r (CHn) Mو I

r (CHn) [١] تعریف۴.٢.٣.
می�کنیم. تعریف CHn در مکانی

مقادیر برای می�دهیم؛ ارائه n ≥ ١ مقادیر ازای به را M I
١ (CHn) دقیق مقدار بعدی زیربخش در

پایین و بالا کران طوری�که به می�نماییم ارائه M I
r (CHn) برای بالا کران یک و پایین کران یک r > ١

بود. خواهند برابر باهم

بود. خواهند برقرار همچنان ٣.٢.۴ لم بند چهار نماییم، CH∞ جایگزین را CHn اگر .٣.٣.۴ ملاحظه

ندارد. وجود CHn در r-شناسایی کد آن�گاه باشد، n ≤ ٢r اگر .۴.٣.۴ ملاحظه



دورها و زنجیرها در مکانی احاطه�گر و شناسایی کدهای .۴ ۶۴

Br(v١) = Br(v٢) طوری�که به دارد وجود v٢ و v١ متمایز رأس دو آن�گاه باشد، n ≤ ٢r اگر برهان.
،n = ٢r دهید قرار اگر مثال برای . ندارد وجود r-شناسایی کد ۶.٢ ملاحظه از استفاده با و است.

است. برقرار Br(r) = Br(r + ١) = Vn تساوی آن�گاه

متناهی زنجیرهای در شناسایی کدهای ١.٣.۴

می�گیریم. نظر در را r = ١ حالت ابتدا

[١] .۵.٣.۴ قضیه

M I
١ (CHn) =


n+ ١
٢ باشد فرد nو ≥ ١ اگر

n

٢ + ١ باشد زوج nو ≥ ۴ اگر

ندارد. وجود شناسایی کد CH٢ در ،۴.٣.۴ ملاحظه به توجه با است. بی�اهمیت n = ١ حالت برهان.
باشد، شناسایی کد C اگر باشد. n ≥ ٣ که می�گیریم نظر در را CHn در ١-شناسایی کد بنابراین
با i رئوس تعداد (اگر است. |KC,١(i)| = ١ طوری�که به دارد وجود i مانند رأس |C| اندازه به حداکثر
طوری�که به دارد وجود j و i مانند رأس دو حداقل آن�گاه باشد، بیشتر |C| از ،|KC,١(i)| = ١ خاصیت
توسط باید دیگر رئوس و .( نیستند مجزا هم از رأس دو حداقل بنابراین و است KC,١(i) = KC,١(j)

دارند کدواژه دو حداقل خود، همسایگی در دیگر رأس n− |C| بنابراین شوند. پوشیده کدواژه دو حداقل
است: برقرار زیر نامساوی بنابراین

١ · |C|+ ٢ · (n− |C|) ≤
∑
c∈C

|B١(c)| ≤ ٣|C|

است: برقرار زیر نامساوی و نموده ساده هم با را فوق نامساوی چپ و راست طرفین حال

|C| ≥ n

٢ . (٣.۴)

می�دهد: رخ را زیر حالت دو n بودن فرد یا زوج به توجه با حال

از می�آید. بدست |C| ≥ n+ ١
٢ رابطه ٣.۴ نامساوی از استفاده با و است فرد n ≥ ٣ (١

تمام زیرا است ١-شناسایی کد و است کدواژه n+ ١
٢ شامل C = {١,٣, . . . , n} دیگر، طرفی

i+١ و i−١ کدواژه دو توسط i مانند غیرکدواژه هر و می�شوند پوشیده خودشان توسط کدواژه�ها
٣.٢.۴ لم به استناد با بنابراین هستند. مجزا هم از متوالی رئوس تمام بنابراین می�شود؛ پوشیده

است. r-شناسایی کد C ،١ بند

قبل روش مشابه اگر حال .|C| ≥ n

٢ داریم: ٣.۴ نامساوی از استفاده با و است زوج n ≥ ۴ (٢
برقرار KC,١(n− ١) = KC,١(n) = {n− ١} تساوی آن�گاه باشد، C = {١,٣, . . . , n− ١}
حداقل بار، یک حداقل باشد |C| = n

٢ اگر بنابراین می�شود. منجر شکست به روش این و است
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(در باشد کدواژه باید نیز i+ ٢ یا i− ١ الزاماً داشت. خواهیم i+ ١ و i مانند متوالی کدواژه دو
بار، یک حداقل که معناست بدین این و بود) خواهد KC,١(i) = KC,١(i+ ١) صورت این غیر

داشت. خواهیم متوالی کدواژه سه حداقل

حداقل رئوس این میان از بگیرید. نظر در را j + ٣ و j + ٢, j + ١, j متوالی رأس چهار حال
j + ٢ و j + ١ زیرا نباشند، چه باشند، کدواژه j + ۴ و j − ١ چه باشند، کدواژه باید رأس دو

باشند. مجزا هم از و شوند پوشیده C توسط باید

که است داده رخ i+ ١ و i, i− ١ رأس سه در متوالی کدواژه سه وقوع که کنید فرض نهایت در
مانند i+ ١ کدواژه راست سمت در رئوس از چهارتایی گروه هر است. ٢ ≤ i ≤ n− ١

{i+ ٢, i+ ٣, i+ ۴, i+ ۵}, . . . , {i+ ۴k− ٢, i+ ۴k− ١, i+ ۴k, i+ ۴k+ ١}, k ≥ ٠

برای را یکسانی وضعیت . است کدواژه دو حداقل شامل ،n − ٣ ≤ i + ۴k + ١ ≤ n که
مانند ،i− ١ کدواژه از چپ سمت چهارتایی گروه�های

{i−٢, i−٣, i−۴, i−۵}, . . . , {i−۴k′+٢, i−۴k′+١, i−۴k′, i−۴k′−١}, k′ ≥ ٠

است. ١ ≤ i− ۴k′ − ١ ≤ ۴ که داریم

رأس ٣ + ۴k + ۴k′ مجموعاً که فوق چهارتایی گروه�های و i + ١, i, i − ١ های کدواژه از غیر
رئوسی که گرفت نظر در را حالت�هایی می�توان می�باشند، کدواژه ٣+ ٢k + ٢k′ دارای و هستند

دهد. رخ است ممکن زیر حالت�های انتها هر در دارند؛ وجود CHn انتهای دو در دیگر

ندارد. وجود رأسی هیچ •

نیست. کدواژه الزاماً که دارد وجود رأس یک یا •

باید زنجیر انتهای که دلیل این (به است کدواژه الزاماً آن�ها از یکی که دارد وجود رأس دو یا •
شود). پوشیده

زنجیر انتهای رئوس که دلیل این (به است کدواژه رأس دو الزاماً که دارد وجود رأس سه یا •
باشند). مجزا هم از و شوند پوشیده باید

در ترتیب به که داریم اضافی رأس a = ١,٣ یا ۵ انتها، دو هر در بنابراین است زوج n چون
حداقل که است این نشان�دهنده فوق بیانات هستند. کدواژه b = ٠,١ یا ٣ شامل حالت بهترین

می�شود: محاسبه زیر صورت به ١-شناسایی کد اندازه

٣+ ٢k + ٢k′ + b =
(۵+ ۴k + ۴k′ + a) + (٢b− a+ ١)

٢

=
(n+ ٢) + (٢b− a+ ١)

٢
≥ n+ ٢

٢ .
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با ١-شناسایی کد C = {١,٣, . . . , n − ٧, n − ۵, n − ٣, n − ٢, n − ١} دیگر، طرفی از
می�شوند، پوشیده خودشان توسط فقط و فقط ابتدا، کدواژه n٢ − ٢ زیرا است کدواژه n٢ + ١

KC,r(n−٣) = {n−٣, n−٢}, KC,r(n−٢) = {n−٣, n−٢, n−١}, KC,r(n−١) = {n−٢, n−١}

می�شود پوشیده i + ١ و i − ١ کدواژه دو توسط n جز به i غیرکدواژه هر غیرکدواژه�ها، برای و
و می�شوند پوشیده رئوس تمامی بنابراین . می�شود پوشیده n− ١ کدواژه توسط ،n غیرکدواژه و

است. تمام برهان و است ١-شناسایی کد C بنابراین و هستند ١-مجزا متوالی رئوس

می�نماییم. ارائه پایین کران یک ابتدا ،r > ١ برای

است. برقرار زیر نامساوی ،n ≥ ٢r + ١ و r ≥ ٢ برای [١] .۶.٣.۴ قضیه
M I

r (CHn) ≥
⌈
n+ ١
٢

⌉
·

١؛ ≤ i ≤ n−(٢r+١) که باشد غیرکدواژه�ای i و باشد CHn در r-شناسایی کد ،C فرضکنید برهان.
این و گردند مجزا هم از C توسط باید i+ r+ ١ و i+ r زیرا است کدواژه i+ ٢r+ ١ صورت این در
غیرکدواژه�هایی تعداد از دارند وجود [٢r+ ٢,٢n] بازه در که i+ ٢r+ ١ مانند کدواژه�هایی تعداد یعنی

بنابراین: است، بیشتر دارند وجود [١, n− ٢r − ١] بازه در که ،i مانند

|(Vn\C) ∩ [١, n− ٢r − ١]| ≤ |C ∩ [٢r + ٢, n]|. (۴.۴)

علاوه�ی به [١,٢r + ١] ∪ [٢r + ٢, n] بازه در کدواژه�ها مجموع نشان�دهنده n می�دانیم دیگر طرفی از
است: برقرار زیر تساوی و است [١, n− ٢r − ١] ∪ [n− ٢r, n] بازه در غیرکدواژه�ها

n = |C∩[١,٢r+١]|+|C∩[٢r+٢, n]|+|(Vn\C)∩[١, n−٢r−١]|+|(Vn\C)∩[n−٢r, n]|,

نامساوی از استفاده با و می�کنیم کم و اضافه فوق تساوی دوم طرف به را |C∩ [١,٢r+١]|عبارت حال
است: برقرار زیر نتیجه ۴.۴

n ≤ ٢|C| − |C ∩ [١,٢r + ١]|+ |(Vn\C) ∩ [n− ٢r, n]|.

از می�توانند i + r + ١ رأس توسط فقط است، ١ ≤ i ≤ r که ،(i, i + ١) رئوس از جفت r طرفی از
بنابراین شوند، مجزا هم

C ∩ [١,٢r + ١] ⊇ {r + ٢, r + ٣, . . . ,٢r + ١},

.|C ∩ [١,٢r + ١]| ≥ r + ١ بنابراین است. نشده پوشیده C توسط هنوز ١ رأس اما
است: برقرار زیر نامساوی مشابه، روشی به همچنین

|C ∩ [n− ٢r, n]| ≥ r + ١, |(Vn\C) ∩ [n− ٢r, n]| ≤ r
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می�گردد: حاصل زیر نتیجه نهایتاً

n ≤ ٢|C| − (r + ١) + r = ٢|C| − ١,

|C| ≥
⌈
n+ ١
٢

⌉
·

بر که می�دهیم ارائه را شناسایی r کد از ساختاری ،n مقادیر از بی�نهایت برای شده، داده r برای حال

دارد. عضو n+ ١
٢ و است منطبق ۶.٣.۴ قضیه در پایین کران

طبیعی عدد و r ≥ ٢ ثابت عدد ازای به باشد. نامنفی و صحیح عددی k کنید فرض [١] .٧.٣.۴ قضیه
است. برقرار زیر نامساوی ،n = (۴r + ٢)k + ١

M I
r (CHn) ≤

n+ ١
٢ .

و رأس ۴r+ ٢ با الگویی باشد. k ≥ ١ می�کنیم فرض بنابراین است. بی�اهمیت k = ٠ حالت برهان.
کنید تکرار چپ سمت در مرتبه k − ١ را الگو این بگیرید. نظر در را ١.۴ شکل مانند کدواژه ٢r + ١
k(٢r + ١) + ١ =

n+ ١
٢ دارای آیدکه بدست C ⊆ Vn تا کنید اضافه راست سمت به کدواژه یک و

بود. خواهد r-شناسایی کد C ،۴.٢.۴ قضیه برهان مشابه استدلالی با است. کدواژه

سیاه�اند. رنگ به کدواژه�ها .CHn در مکانی ١-احاطه�گر کد :٣.۴ شکل

متناهی زنجیرهای در مکانی احاطه�گر کدهای ٢.٣.۴

می�گیریم. نظر در را r = ١ حالت ابتدا

است. برقرار زیر تساوی ،n ≥ ١ هر ازای [٢۵]به .٨.٣.۴ قضیه

MLD
r (CHn) =

⌈
٢n
۵

⌉
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است آمده [٢۵] مرجع در آن�چه با که می�نماییم ارائه جایگزینی اثبات ابتدا، پایین کران برای برهان.
غیرکدواژه n − |C| حال بگیرید. نظر در را CHn در C مکانی ١-احاطه�گر کد است: متفاوت کاملا
کدواژه یک توسط می�توانند غیرکدواژه�ها این از رأس |C| اندازه به حداکثر شوند، پوشیده C توسط باید

است: برقرار زیر نامساوی بنابراین شوند؛ پوشیده کدواژه دو حداقل توسط رئوس بقیه و
١ · |C|+ ٢(n− ٢|C|) ≤

∑
c∈C

|B١(c)\{c}| ≤ ٢|C|

می�گردد: حاصل زیر نتیجه و می�گیریم نظر در را فوق نامساوی راست و چپ طرفین حال

|C| ≥
⌈
٢n
۵

⌉
k−١ را کروشه داخل رأسی ۵ الگوی اگر که می�دهد رخ ٣.۴ شکل در فوق نامساوی برای تساوی حالت

است. k =

⌊
n

۵

⌋
و می�آید بدست C مکانی ١-احاطه�گر کد نمایید تکرار چپ سمت در مرتبه

تمام در که ،٢k + ٢ و ٢k + ٢,٢k + ١,٢k + ١,٢k با است برابر ترتیب به الگوها در C اندازه

ساختار از استفاده با ،C بودن مکانی ١-احاطه�گر کد بررسی است. MLD
r (CHn) =

⌈
٢n
۵

⌉
حالت�ها

است. واضح الگوها

می�نماییم. ارائه پایین کران ابتدا r > ١ برای

سیاه�اند. رنگ به کدواژه�ها .CHn در مکانی r-احاطه�گر کدهای :۴.۴ شکل

n ≥ ١ ،r ≥ ٢ برای [١] .٩.٣.۴ قضیه

MLD
r (CHn) ≥

⌈
n+ ١
٣

⌉
.

ملاحظه و ۴ بند ٣.٢.۴ لم از استفاده با باشد. CHn در مکانی r-احاطه�گر کد C کنید فرض برهان.
٢|C| ≥ n − بنابراین، کند. مجزا هم از را C-متوالی جفت دو حداکثر می�تواند کدواژه یک ،٣.٣.۴
اگر شوند، پوشیده C توسط یا و باشند متعلق C به باید یا n و ١ رئوس چون علاوه، به است. |C| − ١
در کدواژه یک حال است. q ≥ ١ و p ≥ ١ آن�گاه ،q = |C ∩ [n − r, n]| و p = |C ∩ [١, r + ١]|
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در کدواژه یک همچنین کند؛ مجزا هم از را خودش چپ سمت رئوس از جفت یک نمی�تواند [١, r + ١]
بنابراین، کند. مجزا هم از را خودش راست سمت رئوس از جفت یک نمی�تواند [n− r, n]

٢ · (|C| − p− q) + ١ · (p+ q) ≥ n− |C| − ١,

٣|C| ≥ n− ١+ p+ q ≥ n+ ١,

است. برقرار MLD
r (CHn) ≥

⌈
n+ ١
٣

⌉
نامساوی نتیجه در و

شکل در که می�دهد رخ n مقادیر از برخی برای قبل، قضیه در شده ارائه پایین کران در تساوی حالت
ارائه بالای کران و ٩.٣.۴ قضیه در پایین کرانه بین فاصله نشده�ایم موفق وجود این با است. آمده ۴.۴

است. متغیر ١
٣ تا CHn در n مقدار بی�نهایت برای c که دهیم کاهش cr از کمتر به را زیر در شده

رخ n مقادیر از نامتناهی تعداد برای ،٩.٣.۴ قضیه پایین کران در تساوی که باوریم این بر هنوز
می�دهد.

سیاه�اند. رنگ به کدواژه�ها .CHn در مکانی r-احاطه�گر کدهای برای الگوهایی :۵.۴ شکل

باشد؛ r ≥ ٢ و نامنفی و صحیح عددی k کنید فرض [١] .١٠.٣.۴ قضیه

آن�گاه باشد، n = ٣kr + ٢r + ١ و زوج r اگر .١

MLD
r (CHn) ≤

n+ ١
٣ +

r + ١
٣ ;

آن�گاه باشد، n = k(٣r + ٣) + ٢r + ١ و فرد r اگر .٢

MLD
r (CHn) ≤

n+ ١
٣ +

r + ١
٣ ;

است. برقرار زیر نامساوی ،n ≥ ٢r + ١ هر برای .٣

MLD
r (CHn) ≤

⌈
n+ ١
٣ +

٧r + ۵
٣

⌉
.
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ارائه ساختار باشد، k = ١ اگر می�کنیم. استفاده ۵.۴ شکل از باشد زوج r که حالتی در .١ برهان.
نظر در را رأس ٢r + ١ با چپ سمت بخش فقط باشد، k = ٠ اگر بگیرید. نظر در را شده

کنید. تکرار راست سمت در بار k − ١ را کروشه دو بین الگوی باشد، k ≥ ٢ اگر بگیرید.

است. عنصر kr + r + ١ دارای ،n = ٣kr + ٢r + ١ طول به زنجیر در شده تشکیل C کد
از استفاده با است مکانی احاطه�گر کد C که این بررسی و است |C| = (n+ r + ٢)

٣ بنابراین
است. سرراست شده ارائه الگوی

به زنجیر در C∗ کد بسازید؛ ۵.۴ شکل از استفاده با را C∗ ساختار .١ بند مشابه باشد فرد r اگر .٢
طول

|C∗| = n+ r + ٢
٣ بنابراین است. عنصر k(r+١)+r+١ دارای n = k(٣r+٣)+٢r+١

است. سرراست شده ارائه الگوی از استفاده با C∗ بودن مکانی r-احاطه�گر کد بررسی و است

است. ١ ≤ s ≤ ٣r − ١ که بیفزایید C سابق ساختار چپ سمت به کدواژه s باشد، زوج r اگر .٣
ns = ٣kr+٢r+١+s طول به زنجیر یک در عنصر kr+r+١+s دارای شده، ساخته Cs کد
تمام :٣kr + ٢r + ١ + ٣r = ٣r(k + ١) + ٢r و ٣kr + ٢r + ٢ بین در حرکت با است.
دار کران اندازه دارای مکانی r-احاطه�گر کد شده، گرفته نظر در Cs و n ≥ ٢r + ١ طول�های

است. (ns + r + ٢+ ٢s)
٣ ≤ (ns + ٧r)

٣
C∗

s کد است. ١ ≤ s ≤ ٣r+٢ که بیفزایید C∗ سابق ساختار سمتچپ به کدواژه s باشد، فرد r اگر
خواهد n∗

s = k(٣r+٣)+٢r+١+s طول به یکزنجیر در عنصر k(r+١)+r+١+sدارای شده ساخته
:k(٣r+٣)+٢r+٣+١r+٢ = (k+١)(٣r+٣)+٢r و k(٣r+٣)+٢r+٢ بین در حرکت با بود،
خواهد زیر اندازه با مکانی r-احاطه�گر کد شده، گرفته نظر در ∗Cهای

s و n ≥ ٢r + ١ طول�های تمام

.
(ns + r + ٢s+ ٢)

٣ ≤ (ns + ٧r + ۶)
٣ بود.

نیازی وضوح به چون یابد. بهبود اندکی می�تواند ٣ بند ١٠.٣.۴ قضیه نتایج بیشتر، بررسی�های با
باشند. کدواژه ساختار، چپ سمت به شده اضافه کدواژه�های تمام که نیست

بپردازیم. زیر حدس بیان به تا می�دهند ایده�ای r = ٣ و r = ٢ برای ساختارها

نامساوی که طوری به دارد وجود n مقادیر از نامتناهی تعداد به ثابت، r ≥ ٢ هر برای .١.٣.۴ حدس
است. برقرار زیر

MLD
r (CHn) ≤

⌈
n+ ١
٣

⌉
·

دورها ۴.۴

مجموعه و Vn = {١, . . . , n} رئوس مجموعه دارای ،G = CYn رأسی، n دور [١] .١.۴.۴ تعریف
می�باشد. En = {{i, i+ ١} : ١ ≤ i ≤ n− ١} ∪ {{n,١}} یال�های
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با ترتیب به را CYn در مکانی r-احاطه�گر و r-شناسایی کد تراکم کمترین [١] .٢.۴.۴ تعریف
می�کنیم. تعریف MLD

r (CYn) و M I
r (CYn)

سیاه�اند. رنگ به کدواژه�ها نیستند. r-شناسایی که کدهایی :۶.۴ شکل

بررسی است، دور در شناسایی کد یک C کنیم ثابت که این برای زنجیرها، برخلاف .٣.۴.۴ ملاحظه
جفت�های اگرچه می�بینید، ۶.۴ شکل در که همان�طور نیست. کافی ،C توسط متوالی رئوس بودن مجزا
کدهای برای نیز یکسانی حالت نیست. شناسایی کد C اما می�گردند مجزا C توسط رئوس از متوالی
در ٣.٢.۴ لم از ٢ و ١ بندهای که معناست بدان این است. برقرار C-متوالی رئوس و مکانی احاطه�گر

ندارند. کاربرد دورها
لم از ۴ و ٣ بندهای کنیم، CH∞ جایگزین را CYn اگر که، دید می�توان راحتی به وجود، این با

بود. خواهند معتبر ٣.٢.۴

ارائه CYn در r-شناسایی کد اندازه کمترین روی پایین کران ،r هر ازای به بعدی، زیربخش در
باشند. منطبق هم بر پایین و بالا کران تا می�کنیم ارائه ساختاری زوج nهای برای و می�نماییم

کران یک ،r ≥ ٢ هر ازای به و می�نماییم ارائه را MLD
١ (CYn) دقیق ٢.۴.۴مقدار بخش در سپس

تا می�نماییم ارائه ساختاری nخاص مقادیر از بی�نهایت برای و می�کنیم تعیین MLD
r (CYn) برای پایین

گردند. منطبق هم بر پایین و بالا کران

دورها در شناسایی کدهای ١.۴.۴

است. معتبر ،n ≥ ٢r + ٢ و r ≥ ١ هر برای که می�نماییم ارائه پایین کران یک ابتدا

رئوس تمام ازای به زیرا ندارد، وجود CYn در r-شناسایی کد آن�گاه ،n ≤ ٢r+١ اگر .۴.۴.۴ ملاحظه
است. Br(i) = Vn ،i

است. برقرار زیر نامساوی ،n ≥ ٢r + ٢ و r ≥ ١ برای [١] .۵.۴.۴ قضیه

M I
r (CYn) ≥

⌈
n

٢

⌉
·

r-شناسایی کد C کنید فرض است: ۴.٢.۴ قضیه از بخش اولین برهان مشابه قضیه این برهان برهان.
نمی�تواند نیز i با برابر (که باشد. کدواژه باید i+ ٢r + ١ ( mod n) آن�گاه نباشد، کدواژه i اگر باشد؛

است. |C| ≥ n

٢ با معادل عبارت این و است n− |C| ≤ |C| بنابراین ، باشد)
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برقرار زیر نامساوی باشد، n ≥ ٢r+۴ که n زوج مقادیر برای و r ≥ ١ هر ازای به [١] .۶.۴.۴ قضیه
است.

M I
r (CYn) ≤

n

٢ ·

C توسط رئوس تمام اولا است. r-شناسایی کد C = {١,٣, . . . , n − ١} که می�کنیم ادعا برهان.
می�شوند. پوشیده

بدون دارند، یکسانی نقش نیز غیرکدواژه�ها تمام و دارند یکسانی نقش کدواژه�ها تمام چون ثانیاً،
نشان است کافی بگیرید، نظر در را ٢ مانند غیرکدواژه�ای و ١ مانند کدواژه�ای برهان، کلیت از کاستن

طوری�که، به ندارد وجود j مانند دیگری رأس هیچ که دهیم

KC,r(j) = KC,r(٢) KC,r(j)یا = KC,r(١)·

که، دید خواهیم است. زوج r کنید فرض ابتدا

KC,r(١) = {n+ ١− r, n+ ٣− r, . . . , n− ١,١,٣, . . . , r − ١, r + ١},
KC,r(٢) = {n+ ٣− r, n+ ۵− r, . . . ,١,٣, . . . , r − ١, r + ١}.

برقرارند. زیر خاص حالت�های آن�گاه ،KC,r(j) = KC,r(١) که باشد طوری j اگر

که، معناست بدین این می�شود: پوشیده ١ توسط j •

n+ ١− r ≤ j ≤ r + ١;

متعلق KC,r(١) به نمی�تواند و است n+ ١− r از کوچکتر (که نمی�شود پوشیده r+ ٣ توسط j •
که، معناست بدین این و باشد)

j /∈ {٣,۴,۵, . . . ,٢r + ٢,٢r + ٣};

متعلق KC,r(١) به نمی�تواند و است r + ١ از بزرگتر (که نمی�شود پوشیده n− ١− r توسط j •
که، معناست بدین این و باشد)

j /∈ {n− ١− ٢r, n− ٢r, . . . , n− ٢, n− ١};

پوشیده r + ١ توسط n اما بود؛ خواهد n یا ٢,١ رأس سه از یکی ،j برای ممکن مقادیر تنها بنابراین
خواهند مجزا ١ از C توسط رأس دو این بنابراین شود. پوشیده n+١− r توسط نمی�تواند ٢ و نمی�شود

است. j = ١ الزاماً و شد
مشابه: طور به آن�گاه ،KC,r(j) = KC,r(٢) که باشد طوری j اگر
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n+ ١− r ≤ j ≤ r + ١
j /∈ {٣,۴,۵, . . . ,٢r + ٢,٢r + ٣}; j /∈ {n+ ١− ٢r, n+ ٢− ٢r, . . . , n,١}.

است. j = ٢ الزاماً بنابراین
آن�گاه باشد، فرد r اگر

KC,r(١) = {n+ ٢− r, n+ ۴− r, . . . , n− ١,١,٣, . . . , r − ٢, r},
KC,r(٢) = {n+ ٢− r, n+ ۴− r, . . . ,١,٣, . . . , r, r + ٢}.

: آن�گاه ،KC,r(j) = KC,r(١) که باشد طوری j اگر

n+ ١− r ≤ j ≤ r + ١
j /∈ {٢,٣,۴, . . . ,٢r + ١,٢r + ٢}; j /∈ {n− ٢r, n− ٢r + ١, . . . , n− ١, n}.

است. j = ١ الزاماً بنابراین
: آن�گاه ،KC,r(j) = KC,r(٢) که باشد طوری j اگر

n+ ١− r ≤ j ≤ r + ١
j /∈ {۴,۵,۶, . . . ,٢r + ٣,٢r + ۴}; j /∈ {n− ٢r, n− ٢r + ١, . . . , n− ١, n}.

r + ٢ توسط ١ اما بود؛ خواهند ٣ یا ٢,١ اعداد j برای ممکن مقادیر تنها فوق، بیانات از استفاده با
مجزا ٢ از C توسط رأس دو این بنابراین نمی�شود. پوشیده n + ٢ − r توسط ٣ و نمی�شود پوشیده

است. j = ٢ الزاماً و می�شوند

جدی تخریب یک باشد، n = ٢r + ٢ اگر است. مهم بسیار قضیه۶.۴.۴ در n ≥ ٢r + ۴ شرط
این در می�کند بیان بعد قضیه زیرا می�آید، وجود به ۶.۴.۴ قضیه با مقایسه در کدها کیفیت و ساختار در

شد! خواهند انتخاب کدواژه عنوان به یکی جز به رئوس تمام حالت

است. برقرار زیر نامساوی ،r ≥ ١ برای [١] .٧.۴.۴ قضیه

MLD
١ (CY٢r+٢) = ٢r + ١.

باشد، CY٢r+٢ در r-شناسایی کد C اگر کنیم ثابت است کافی است، n− ١ = ٢r+ ١ چون برهان.
نیست. C در رأس یک حداکثر آن�گاه

متمایز رأس دو هر برای و Br(i) = Vn\{i + r + ١( mod n)} داریم: i ∈ Vn رأس هر برای
طرفی از .Br(i)∆Br(j) = {i+r+١( mod n), (j+r+١ mod n)} داریم: j ∈ Vn و i ∈ Vn

گردند. مجزا هم از j و i تا باشد داشته وجود باید کدواژه یک حداقل Br(i)∆Br(j) در که می�دانیم
،j ̸= r + ٢ تمام برای آن�گاه است. ١ /∈ C که کنید فرض مساله، کلیت از کاستن بدون
است: برقرار زیر عبارت فوق استدلال به بنا و Br(r + ٢)∆Br(j) = {١, j + r + ١( mod n)}

∅ ̸= (Br(r + ٢)∆Br(j)) ∩ C ⊆ {j + r + ١( mod n)}.
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قرار C در هستند j + r + ١ مانند کدواژه n − ١ مجموعاً که ، یکی جز به j مقادیر تمام بنابراین
دارند.

دورها در مکانی احاطه�گر کدهای ٢.۴.۴

زنجیرهاست. در حالت همین مشابه دورها در r = ١ حالت

است. برقرار زیر تساوی ،n ≥ ١ هر [٢۵]برای .٨.۴.۴ قضیه

MLD
١ (CYn) =

⌈
٢n
۵

⌉
·

این است اهمیت بی و دارد وجود که تفاوتی تنها ببینید. را ٨.٣.۴ قضیه برهان پایین کران برای برهان.
استفاده با ، می�دهد رخ بالا کران در تساوی است. |B١(c)\{C}| = ٢ ،n ≥ ٣ برای دورها در که است
تکرار چپ سمت در مرتبه k− ١ که، است رأس ۵ شامل کروشه داخل چپ سمت الگوی ،٣.۴ شکل از
می�شود، حاصل n طول به دوری کنید. وصل رأس راست�ترین سمت به را رأس چپ�ترین سمت و نمایید

است. بررسی قابل راحتی به CYn در الگو این بودن مکانی ١-احاطه�گر کد حال

می�نماییم. ارائه پایین کران ابتدا باشد r > ١ که زمانی برای

است. برقرار زیر نامساوی ،n ≥ ١ و r ≥ ٢ برای [١] .٩.۴.۴ قضیه

MLD
r (CYn) ≥

⌈
n

٣

⌉
·

ملاحظه و ۴ بند ٣.٢.۴ لم از استفاده با باشد. CYn در مکانی r-احاطه�گر کد C کنید فرض برهان.
و می�رسیم ٢ · |C| ≥ n− |C| نامساوی به داریم متوالی جفت n که حقیقت این از استفاده با و ٣.۴.۴

است. تمام برهان

رخ فوق پایین کران در تساوی حالت n مقادیر از نامتناهی تعداد برای شده، داده پایین کران برای
می�دهد.

n = k(٣r+٣) و فرد r اگر باشد؛ k ≥ ١ و r > ٢ یا k ≥ ٢ و r = ٢ فرضکنید [١] .١٠.۴.۴ قضیه
آن�گاه باشد، n = ٣kr و زوج r یا

M I
r (CYn) ≤

n

٣

وصل با و (ب) ٢.۴ شکل الگوی از مرتبه k تعداد به مناسب استفاده با دارد؛ r که توازنی طبق برهان.
است. تمام برهان رأس راست�ترین سمت به رأس چپ�ترین سمت نمودن

را می�شوند پوشیده یکسان کدواژه دو توسط که غیرکدواژه دو ،(n = ۶)k = ١ و r = ٢ که حالتی
است. MLD

٢ (CYn) = ٣ که می�شود دیده آسانی به می�کنیم. حذف
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جدید گوی�های ۵.۴

مانند متوالی صحیح عدد ٢r + ١ از مجموعه�ای ،Br(i) گوی ،CH∞ بی�نهایت زنجیر در که کنید توجه
می�توان عوض در است. فرد طول با قطعه�ای معادل طور به که است {i − r, . . . , i, . . . , i + r}

در مکان بهترین در قطعه�ها این دادن قرار چگونه مساله و گرفت نظر در را s زوج طول با قطعه�هایی
به صحیحی عدد دو هیچ و باشد متعلق قطعه یک به حداقل صحیح عدد هر که، گرفت نظر در را CH∞

مجموعه�ای به غیرکدواژه�ای دو هیچ یا شناسایی)؛ (کدهای نباشند متعلق قطعه�ها از یکسان مجموعه�ای
در مساله [٢٢]این مرجع در کلی، طور به .( مکانی احاطه�گر (کدهای نباشند متعلق قطعه�ها از یکسان

است. شده گرفته نظر در مختلف الگوهای با شناسایی کدهای برای ،Z٢

اما ندارد اثری شناسایی کدهای طبیعت بر موضوع این نیست. Z در مرکز زوج، قطعه یک در حال
کنیم. تکیه جدید پارامتری بر ناچاریم مکانی احاطه�گر کدهای مورد در

شناسایی کدهای ١.۵.۴

کدواژه�ها زیرا هستند، معادل شناسایی کدهای در کدواژه یک با قطعه یک ساختن مرتبط راه�های تمامی
به حداقل باید رأس هر و دارند شناسایی کدهای در ویژگی�ها جنبه از یکسانی وضعیت غیرکدواژه�ها، و
این البته باشد. متعلق نباید قطعه�ها از یکسان مجموعه�ای به رأسی دو هیچ و باشد متعلق قطعه یک

است. برقرار فرد قطعه�های همانند زوج، قطعه�های برای نکته

سیاه�اند. رنگ به کدواژه�ها .CH∞ در بهینه شناسایی کدهای :٧.۴ شکل

از استفاده با C شناسایی کدهای تراکم بهترین باشد. زوج s و s ∈ N∗ کنید فرض [١] .١.۵.۴ قضیه
باشد. s > ٢ اگر است ١

٢ با برابر و باشد s = ٢ اگر است ٢
٣ با است برابر CH∞ در s طول با قطعاتی

مجزایی و پوشش ویژگی�های از آسان�تر استفاده و قطعه�ها کردن مشخص منظور به برهان این در برهان.
یک در که رأسی کوچکترین مثال برای می�سازیم. مربوط هم به را رأس�اش یک و قطعه یک رئوس،
این به می�دهیم تغییر آن طبق بر را پوشش مفهوم و بود خواهد قطعه این دهنده�ی ارائه است کدواژه قطعه
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ببینید را ٧.۴ شکل بود. خواهد i, i+ ١, . . . , i+ s− ١ صحیح اعداد s-پوشش �،i کدواژه که صورت
می�باشد. خود به مربوط قطعه ارائه�دهنده کدواژه چپ�ترین که

می�گیریم نظر در را ٣,٢,١ مانند متوالی عدد سه می�نماییم. ارائه پایین کران s = ٢ حالت برای ابتدا
باشد، C در ٣ فقط کنید فرض باشند. C در باید ٣,٢,١ رئوس از رأس دو حداقل می�کنیم اثبات و
C توسط ٣,٢ آن�گاه باشد، کدواژه ٢ فقط کنید فرض بعد مرحله در نمی�شود. پوشیده C توسط ٢ آن�گاه

نمی�شود. پوشیده C توسط ٣ آن�گاه باشد، کدواژه ١ فقط اگر نهایت، در نمی�گردند. مجزا

جفت هر که کنیم ثابت است کافی ،s > ٢ زوج مقادیر تمام برای نیم حداقل تراکم اثبات برای
تنها آن�گاه نباشد، کدواژه j اگر زیرا است برقرار این و است، کدواژه یک حداقل شامل {j − s, j}

است. j − s کند مجزا هم از را j − ١ و j می�تواند که کدواژه�ای

شناسایی کد و می�آید بدست ٧.۴ شکل در شده ارائه ساختار از s = ٢ حالت برای بالا کران سپس
است. بررسی قابل راحتی به ساختار این بودن

دهید: قرار می�نماییم. ارائه است زوج s که ،s > ٢ برای ساختاری نهایت در

C٠ = {٠,٢, . . . , s− ۴, s− ٢, s+ ١, s+ ٣,٢s− ١} Cو = ∪k∈Z(C٠ + k٢s)

مانند نقاط از متوالی جفت�های است. شناسایی کد C می�کنیم ادعا ببینید). s = ۶ برای را ٧.۴ (شکل
می�پوشاند. را آن�ها از یکی دقیقاً که دارد وجود کدواژه�ای الزاماً می�دهیم نشان بگیرید، نظر در را i+١ و i

را زیر حالت دو بنابراین نمی�پوشاند را i نقطه i+ ١ چون است، تمام برهان باشد کدواژه i+ ١ اگر
داشت: خواهیم

باشد. متعلق C٢}\٠s− ١} به i کنید فرض مساله کلیت از کاستن بدون +i؛ ١ /∈ C و i ∈ C .١
i اگر عوض در است؛ کدواژه i−s+١ و نمی�پوشاند را i+١ و می�پوشاند را i نقطه i−s+١ حال
است C٠ در j−s+١ = ٢j+٢ آن�گاه باشد، ٠ ≤ ٢j ≤ s−۴ که باشد s+٢+١j صورت به
i−s+١ = (٢j+s+١)−٢s آن�گاه است، ٠ ≤ ٢j ≤ s−١ که باشد ٢j صورت به i اگر و ،

بود. خواهد (C٠ − ٢s) ⊂ C در

کدواژه�ای ٠ که می�بینیم و باشد i = s−١ کنید فرض مساله کلیت از کاستن بدون ,i؛ i+١ /∈ C .٢
نمی�پوشاند. را i+ ١ و می�پوشاند را i که است

مکانی احاطه�گر کدهای ٢.۵.۴

چگونگی به مکانی احاطه�گر کد برای ممکن تراکم بهترین زوج، های قطعه همانند فرد قطعه�های برای
داده�ایم. نشان را موضوع این ۴ طول به قطعه�ای برای بعدی مثال در دارد، بستگی قطعه با کدواژه ارتباط



٧٧ جدید گوی�های .۵.۴

قطعه ارائه�دهنده کدواژه رأس کوچکترین که بگیرید نظر در را s = ۴ طول با قطعه�ای .٢.۵.۴ مثال
مکانی احاطه�گر کد تراکم بهترین قطعه�ها این از استفاده با می�کنیم ادعا ببینید. را (آ) ٨.۴ شکل باشد.

است. ٢۵ با برابر
پایین، کران برای می�آوریم. بدست (آ) ٢.۴ شکل الگوی تکرار با را متناوبی C احاطه�گر کد ابتدا
کدواژه باید رئوس این از یکی حداقل وضوح به بگیرید. نظر در را ١٠,٩,٨,٧,۶ متوالی رأس پنج
توسط ١٠ رأس آن�گاه باشد، ۶ کدواژه این اگر است. C به متعلق رئوس از یکی کنید فرض حال باشد،
مجزا هم از C توسط ١٠ و ٩ رئوس آن�گاه باشد، کدواژه ٨ رأس یا ٧ رأس اگر نمی�شود؛ پوشیده C
فوق حالت�های جمع�بندی با نمی�شود. پوشیده C توسط ٩ رأس باشد، کدواژه ١٠ رأس اگر نمی�گردند؛
نمودن مجزا منظور به اما می�ماند. باقی C ∩ {۶,٧,٨,٩,١٠} = {٩} صورت به ممکن حالت تنها

باشند. کدواژه باید ۵ و ۴,٣ رئوس الزاماً ، ٨ رأس پوشاندن همچنین و ٨ و ٧ رئوس
این که کردیم ثابت را C ∩ {١, . . . ,١٠} ≥ ١+ ٣ = ۴ یا C ∩ {۶,٧,٨,٩,١٠} ≥ ٢ بنابراین

است. ٢۵ تراکم نشان�دهنده

قطعه ارائه�دهنده دوم عنصر کوچکترین که بگیریم نظر در را ۴ طول با قطعه�هایی اگر دیگر، طرفی از

C = که کنید بررسی می�توانید راحتی به زیرا می�رسد. ١
٣ به تراکم آن�گاه ٨.۴(ب)، شکل مانند باشد.

برای بنابراین . ببینید) را ۶.۴.۴ قضیه برهان (همچنین است مکانی احاطه�گر کد یک {٣p : p ∈ Z}

سعی و شود گرفته نظر در قطعه یک در کدواژه�ها مکان برای ممکن حلات تمام است لازم s از مقدار هر
آوریم. بدست آن اساس بر را تراکم بهترین کنیم

سیاه�اند. رنگ به کدواژه�ها چهار. طول به قطعه�ای در کدواژه یک انتخاب برای راه دو :٨.۴ شکل

با قطعاتی از استفاده با مکانی احاطه�گر کد تراکم بهترین باشد؛ s ∈ N∗ کنید فرض [١] .٣.۵.۴ قضیه

است. ١٣ با برابر حداقل CH∞ در s طول

این با و ۵.٢.۴ قضیه برهان دوم حالت پذیرفتن با و ۴ بند ٣.٢.۴ لم در لازم تغییرات انجام با برهان.
است تمام برهان ندارد، تراکم مقدار در تاثیری قطعه�ها در کدواژه�ها مکان که جانبی نتیجه

یا s = ۶k + ٢(k ≥ ١) صورت به یا باشد فرد s اگر باشد. s ∈ N∗ کنید فرض [١] .۴.۵.۴ قضیه
بهترین ،s طول به قطعه�های در کدواژه�ها برای مناسب مکان انتخاب با آن�گاه باشد، ۶k + ۴(k ≥ ٠)

است. ١٣ برابر CH∞ در مکانی r-احاطه�گر کد برای ممکن تراکم



دورها و زنجیرها در مکانی احاطه�گر و شناسایی کدهای .۴ ٧٨

مرکز در کدواژه�ها که بگیرید نظر در را ۵.٢.۴ قضیه برهان مشابه برهانی باشد، فرد s ≥ ۵ اگر برهان.
هستند. قطعه�ها

کد آن�گاه باشد، قطعه ارايه�دهنده قطعه هر عنصر کوچکترین اگر باشد، s = ۶k + ٢, s ≥ ٨ هرگاه
،i+ ١ = ٣p+ ٢ و i = ٣p+ ١ متوالی کدواژه�های زیرا است مکانی احاطه�گر C = {٣p : p ∈ Z}

را i و است کدواژه ٣p + ١ − (s − ١) = ٣p − ۶k همچنین و می�گردند مجزا یکدیگر از C توسط
نمی�پوشاند. را i+ ١ اما می�پوشاند

کد آن�گاه باشد، قطعه ارايه�دهنده قطعه هر کوچک عنصر دومین اگر باشد، s = ۶k+۴, s ≥ ۴ هرگاه
a−١, a, a+١, . . . , a+s−رئوس٢ ،a مانند کدواژه�ای زیرا است مکانی Cاحاطه�گر = {٣p : p ∈ Z}

و می�گردند مجزا C توسط i+٢ = ٣p+۴ و i = ٣p+٢ مانند C-متوالی کدواژه غیر در و می�پوشاند را
نمی�پوشاند. را i+٢ اما می�پوشاند را i که است کدواژه�ای ٣p+٢−(s−٢) = ٣p−۶k همچنین

می�بریم. پایان به حدس یک با را فصل این

مناسب مکان انتخاب با آن�گاه باشد s = ۶k(k ≥ ١) اگر باشد. s ∈ N∗ کنید فرض .١.۵.۴ حدس
برابر CH∞ در مکانی r-احاطه�گر کد برای ممکن تراکم بهترین ،s طول به قطعه�های در کدواژه�ها برای

است. ١٣

نتایج ۶.۴

می�نماییم ارائه دورها و زنجیرها در مکانی احاطه�گر کدهای و شناسایی کدهای مورد در را نتایجی حال
شدند. اثبات فصل این در که

داریم: نامتناهی زنجیرهای در .١

.dIr(CH∞) = ١
٢ ،r ≥ ١ هر برای •

.dLD١ (CH∞) = ٢
۵ •

.dLD١ (CH∞) = ١
٣ ،r ≥ ٢ هر برای •

داریم: نامتناهی زنجیرهای در .٢

•

M I
١ (CHn) =


n+ ١
٢ باشد فرد nو ≥ ١ اگر

n

٢ + ١ باشد زوج nو ≥ ۴ اگر

است. برقرار زیر نامساوی ،n ≥ ٢r + ١ و r ≥ ٢ برای •
M I

r (CHn) ≥
⌈
n+ ١
٢

⌉
·
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است. برقرار زیر تساوی ،n ≥ ١٠ هر ازای به •

MLD
r (CHn) =

⌈
٢n
۵

⌉
است. برقرار زیر نامساوی n ≥ ١ و r ≥ ٢ برای •

MLD
r (CHn) ≥

⌈
n+ ١
٣

⌉
.

آن�گاه باشد، n = ٣kr + ٢r + ١ و زوج r اگر •

MLD
r (CHn) ≤

n+ ١
٣ +

r + ١
٣ ;

آن�گاه باشد، n = k(٣r + ٣) + ٢r + ١ و فرد r اگر •

MLD
r (CHn) ≤

n+ ١
٣ +

r + ١
٣ ;

،n ≥ ٢r + ١ هر برای •

MLD
r (CHn) ≤

⌈
n+ ١
٣ +

٧r + ۵
٣

⌉
.

برقرارند: زیر نتایج دورها در .٣

است. برقرار زیر نامساوی ،n ≥ ٢r + ٢ و r ≥ ١ برای •

M I
r (CYn) ≥

⌈
n

٢

⌉
·

است. برقرار زیر تساوی ،n ≥ ١ هر برای •

MLD
١ (CYn) =

⌈
٢n
۵

⌉
·
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Aabstract

Consider a connected undirected graph G = (V,E), a subset of vertices C ⊆ V ,and
an integer r ≥ 1; for any vertex v ∈ V ,let Br(v) denote the ball of radius r
centered at v, i.e., the set of all vertices within distance r from v. If for all vertices
v ∈ V (respectively, v ∈ V \C), the sets Br(v) ∩ C are all nonempty and different,
then we call C an r-identifying code (respectively, an r-locating-dominating code).
We study the smallest cardinalities or densities of these codes in this dissertation.
In the first chapter of this dissertation, we state required definitions and theorems
of graph theory. In Chapter 2, we describe some properties of translations in
Z2, properties which will be necessary to our study of periodic codes in the four
grids including square lattice, triangular lattice, king lattice and hexagonal grid
for small r. In Chapter 3, We prove here that for all r > 1, D(Gk, r) = 1

4r
. In

Chapter 4, we determine the exact value of the smallest possible density of an
r-identifying code and r-locating-dominating code in the finite and infinite chains
and finite cycles , for all r ≥ 1.
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