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یده چ
حلقه�های خواص بررس به سپس و �کنیم م تعریف را تمیز fـ حلقه پایان�نامه این در ابتدا

تحت که را شرایط باشد. س موریتاکانت حلقه ی C =

(
A V
W B

)
کنیم فرض �پردازیم. م تمیز ـ f

کامل عنصر تعدادی شامل که حلقه�های همچنین �کنیم. م بیان را باشد تمیز ـ f حلقه ی C آن
�دهیم م نشان ادامه در �دهیم، م قرار بررس مورد را ها حلقه این ساختار و کنیم م تعریف را هستند
معرف به آخر در است. چنین نیز Mn(R) آن�گاه باشد، کامل عنصر تعدادی شامل R حلقه اگر که

�دهیم. م قرار بررس مورد را حلقه�ها این خواص برخ و �پردازیم م تا ی تمیز و تمیز حلقه�های
مقالات از برگرفته نامه، پایان این در شده ارائه مطالب

. باشد م [١٠] و [١]



م قد
و ما

م ر



اری... پاس
همنشین به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید �مان هست که را تا ی پروردگار �کران ب سپاس

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از خوشه�چین و نمود مفتخرمان ودانش علم رهروان

�دانم م لازم خود بر رسانده�ام، پایان به را تحصیلم از پرخاطره دوره�ی این متعال، خداوند یاری به که اکنون

در من راه�گشای و راهنما همواره که هاشم دکتر آقای جناب فرزانه، و فرهیخته استاد �دریغ ب زحمات از

نمایم. قدردان و ر تش صمیمانه است، بوده پایان�نامه این اتمام

دعای و بوده همراهم ، زندگ بلندی�های و پست در همواره که �نهم م ارج را مهربانم مادر زحمات پایان، در

همچنین است. بوده من وپشتیبان همراه که صبورم همسر از �کنم م ر تش و است بوده راهم ی بدرقه خیرش

مرا که حیدری سمیه خانم و وزیری زهرا خانم پاسبان، خدیجه خانم زاده، مم سمیه خانم عزیزم دوستان از

�کنم. م موفقیت آرزوی برایشان و دارم را زاری سپاس نهایت نمودند یاری مهم این در

ی یدو اوزو ه ی ی
۱۳۹۲
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١ فصل

مقدمات مفاهیم و نیازها پیش

١



مقدمه ١.١

را تمیز های حلقه زیادی نویسنده�های او بر علاوه شد. تعریف ،[١١] ١ لسون نی بوسیله تمیز حلقه�های

۵ خورانا. و ۴ یو ،٣ اندرسون ،٢ کامیلو جمله از داده�اند: قرار بررس مورد

تمیز ناصفر تعویض�پذیر حلقه روی جمله�ای�ها چند حلقه که دادند نشان [١] در کامیلو و اندرسون

آن�گاه باشند، کامل عنصر تعدادی شامل B و A حلقه�های اگر که داد نشان [٣] در چن همچنین نیست.

است. چنین نیز T س موریتاکانت حلقه

حلقه�های ابتدا دوم فصل در �کنیم. م بیان را مقدمات مفاهیم تعاریفو نمادها، اول فصل در پایان�نامه این در

آن تحت که شرایط و �پردازیم م تمیز ـ f حلقه�های خواص بررس به سپس و �کنیم م تعریف را تمیز ـ f

اگر �دهیم م نشان همچنین و �کنیم م بیان را باشد تمیز fـ حلقه ی T =

(
A V
W B

)
س موریتاکانت حلقه

معرف به ادامه در است. تمیز ـ f نیز Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آن�گاه باشد، تمیز ـ f حلقه ی R حلقه

شامل R حلقه اگر که �دهیم م نشان همچنین و �پردازیم م هستند کامل عنصر تعدادی شامل که حلقه�های

است. چنین نیز Mn(R) آن�گاه باشد، کامل عنصر تعدادی

برای معادل�های همچنین �کنیم. م بیان آن از مثال�های و �پردازیم م تمیز حلقه�های معرف به سوم فصل در

نمود، بررس را تمیز حلقه�های �های ویژگ �توان م که ری دی روش�های ادامه در �دهیم. م ارائه تمیز حلقه

�کنیم. م بیان مورد این در گزاره�های و قضایا و �کنیم م معرف را تا ی تمیز آخرحلقه�های در �دهیم. م ارائه

باشد. م [١٠] و [١] مقالات از برگرفته پایان�نامه، این در شده ارائه مطالب

١Nicholson
٢Comillo
٣Anderson
۴Yu
۵Khurana



٣ مقدمات مفاهیم و تعاریف .٢.١

مقدمات مفاهیم و تعاریف ٢.١

شود ذکر آن خلاف آن�که ر م است دار ی و شرکت�پذیر صفر غیر حلقه�ی ی ر نمایان R نامه پایان این در

�کنیم: م استفاده زیر نمادهای از و

،R حلقه�ی ه�های ی مجموعه�ی :U(R)

،R حلقه�ی ه�های ی غیر مجموعه�ی :N(R)

،R روی n× n بالامثلث ماتریس�های حلقه :Tn(R)

،R روی n× n ماتریس�های حلقه :Mn(R)

،R روی n−بعدی عموم خط گروه :GLn(R)

،R حلقه بسون جی ال رادی :J(R)

،R حلقه کامل عناصر مجموعه : K(R)

،Xصفرساز : Ann(X)

جمله�ای�ها، چند حلقه : R[X]

، توان سریهای حلقه�های :R[[X]]

، اصل ایده��آل دامنه :PID

،R حلقه اول ایده�آل�های تمام مجموعه :Spec(R)

،R حلقه�ی ماکسیمال ایده�آل�های تمام مجموعه�ی :Max(R)

.R حلقه�ی مینیمال اول ایده�آل�های تمام مجموعه :Min(R)

، R حلقه خودتوان�های مجموعه :Id(R)

،
{ x١

...
xn

 | x١, . . . , xn ∈ R

}
مجموعه : Rn×١

،
{(

x١, . . . , xn
)
| x١, . . . , xn ∈ R

}
مجموعه :R١×n

�دهیم: م قرار ،a, b ∈ R و α, β ∈ U(R) هر برای



۴ مقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١

B١٢(a) =

(
١ a
٠ ١

)
, B٢١(a) =

(
١ ٠
a ١

)
, [α, β] =

(
α ٠
٠ β

)
.

برقرارند: زیر رابطه�های ،١ ≤ i, j ≤ ٢ و x, y ∈ R ،α١, α٢, β١, β٢ ∈ U(R) هر برای بوضوح

،Bij(x)Bij(y) = Bij(x+ y) (١)

،Bij(x)[α١, α٢] = [α١, α٢]Bij(α
−١
i xαj) (٢)

،[α١, α٢]Bij(x) = Bij(αixα
−١
j )[α١, α٢] (٣)

،[α١, α٢][β١, β٢] = [α١β١, α٢β٢] (۴)

،[α١, α١−[٢ = [α−١
١ , α−١

٢ ] (۵)

.B−١
ij (x) = Bij(−x) (۶)

�نامیم. م ∆ های رابطه را فوق رابطه�های

،BWA و دو�مدول -(A,B) ،AVB که کنیم فرض �گیریم. م نظر در را B و A حلقه�های .١.٢.١ تعریف

دو�مدول همومورفیسم�های ψ : V ⊗B W −→ A و ϕ : W ⊗A V −→ B و باشند دو�مدول -(B,A)

.ψ(v ⊗ w)v
′
= vϕ(w ⊗ v

′
), ϕ(w ⊗ v)w

′
= wψ(v ⊗ w

′
) بطوری�که باشند

.T =

(
A V
W B

)
کنیم فرض �نامیم. م ست موریتاکانت را (A,B, V,W,ψ, ϕ) این�صورت در

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را T روی ضرب دوتای عمل

(
a v
w b

)(
a
′

v
′

w
′
b
′

)
=

(
aa

′
+ ψ(v ⊗ w

′
) av

′
+ vb

′

wa
′
+ bw

′
ϕ(w ⊗ v

′
) + bb

′

)
.

است. حلقه ی فوق دوتای ضرب و ماتریس�ها معمول جمع دوتای عمل دو با T که داد نشان �توان م

�نامیم. م ست موریتاکانت حلقه را T

مثلث ماتریس�های حلقه و ٢×٢ ماتریس�های حلقه شامل ست موریتاکانت حلقه�های کلاس که است واضح



۵ مقدمات مفاهیم و تعاریف .٢.١

است.

.a ∈ aRa هرگاه �نامیم، م منظم نیومن فون را a ∈ R عنصر ( الف .٢.٢.١ تعریف

باشد. منظم نیومن فون آن عنصر هر هرگاه �نامیم، م منظم نیومن فون را R حلقه ( ب

.e٢ = e هرگاه �نامیم، م خودتوان را R حلقه�ی از e عنصر ( الف .٣.٢.١ تعریف

باشد. خودتوان آن عنصر هر هرگاه �نامیم، م بول را R حلقه�ی ( ب

.re = er ،r ∈ R هر برای هرگاه �نامیم، م مرکزی را e ∈ R خودتوان ( ج

باشد. نداشته ناصفری پوچ�توان عنصر هیچ هرگاه �نامیم، م یافته تقلیل را R حلقه�ی .۴.٢.١ تعریف

بعدی ـ n عموم خط گروه را R حلقه از درایه�های با ،n×n وارون�پذیر ماتریس�های تمام .۵.٢.١ تعریف

�دهند. م نمایش GLn(R) نماد با و �نامند م R روی

باشد. دار ی و جابجای حلقه ی R کنیم فرض .۶.٢.١ تعریف

باشد. ه ی y یا x آن�گاه باشد، a = xy اگر و نباشد ه ی a هرگاه �نامیم، م تحویل�ناپذیر را ٠ ̸= a ∈ R ( الف

.p | y یا p | x آن�گاه ،p | xy اگر و نباشد ه ی p هرگاه �نامیم، م اول را ٠ ̸= p ∈ R ب)

.b | a و a | b هرگاه هستند، شری b و a عنصر دو گوییم ( پ

هرگاه �دهیم م نمایش UFDعلامت با و �نامیم م تا ی تجزیه دامنه ی را R صحیح دامنه�ی تعریف٧.٢.١.

کند: صدق زیر شرایط در

بطوری�که بنویسیم، a = p١ . . . . . . pm صورت به بتوانیم را R حلقه�ی از a ه ی غیر ناصفر هرعنصر ( الف

هستند. تحویل�ناپذیر عناصری pm, . . . , p١

آن�گاه هستند، تحویل�ناپذیر عناصر�ی qn, . . . , q١ و pm, . . . , p١ بطوری�که ،p١ . . . pm = q١ . . . qn اگر ( ب

باشند. شری pδ(i) و qi بطوری�که باشد داشته وجود δ ∈ Sn و باشد n = m



۶ مقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١

دنباله�های تمام مجموعه R[[x]] کنیم فرض باشد. دار ی حلقه ی R کنیم فرض الف) .٨.٢.١ تعریف

�کنیم: م تعریف زیر صورت به آن روی را ضرب و جمع اعمال باشد. R روی a٠ + a١x+ . . .

و (a٠ + a١x+ . . .) + (b٠ + b١x+ . . .) = ((a٠ + b٠) + (a١ + b١)x+ . . .)

در .ck =
∑k

i=٠ aibk−i ،k هر برای بطوری�که (a٠ + a١x+ . . .)(b٠ + b١x+ . . .) = (c٠ + c١x+ . . .)

آن است. آن ضرب خنث عضو (١,٠, . . .) و بوده دار ی حلقه ی R[[x]] داد نشان �توان م سادگ به نتیجه

هستند. R روی توان سریهای همان R[[x]] عناصر و نامیده توان سریهای حلقه�های را

با را اریب توان سریهای حلقه باشد. R روی درون��ریخت ی δ و حلقه ی R کنیم فرض ب)

بطور K روی ضرب و جمع است. توان سریهای عناصر همانند آن عناصر �دهیم. م نمایش K = R[[x; δ]]

.xa = δ(a)x ،a ∈ R هر برای بطوری�که �شود، م تعریف طبیع

اگر است بسته ضرب R جابجای حلقه از S مجموعه�ی زیر که �گوییم م .٩.٢.١ تعریف

و ١ ∈ S الف)

.s١s٢ ∈ S آن�گاه ، s١, s٢ ∈ S اگر ب)

روی را ∼ رابطه باشد. R جابجای حلقه از بسته ضرب زیر�مجموعه�ای S کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف

(a, b)و (b, t) ∈ R× S ازای به �کنیم: م تعریف زیر صورت به R× S

(a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃u ∈ S : u(ta− sb) = ٠.

است. R× S روی هم�ارزی رابطه�ای ∼ این�صورت در

نمایش S−١R با را ∼ هم�ارزی رده�های مجموعه و a
s
یا a/s با را (a, s) ∈ R × S شامل هم�ارزی رده

عمل�های تحت S−١R این�صورت در �دهیم. م

a

s

b

t
=
ab

st
و a
s
+
b

t
=
ta+ sb

st

R کسرهای حلقه را S−١R جدید حلقه این است. جابجای حلقه�ای ،s, t ∈ S و a, b ∈ R ازای به

�نامیم. م S به نسبت



٧ مقدمات مفاهیم و تعاریف .٢.١

کنیم فرض باشد. R حلقه از اول ایده�آل P و جابجای حلقه�ای R کنیم فرض .١١.٢.١ تعریف

سازی موضع از حاصل حلقه را Rp �دهیم. م نمایش Rp با را S−١R حلقه این�صورت در .S := R \ P

�نامیم. م P در R

آن��گاه ،P ∩ S = ∅ و P ∈ Spec(R) اگر .١٢.٢.١ قضیه

.P e = {λ ∈ S−١R : λ =
a

s
, a ∈ P, s ∈ S} ∈ Spec(S−١R)

کنید. رجوع ٣٢.۵ قضیه [١٢] به برهان.

در .α ∈ U(R) و A ∈ GL٢(R) که ،A =

(
α a
b c

)
و باشد حلقه ی R کنیم فرض .١٣.٢.١ گزاره

بطوری�که دارند وجود β ∈ U(R) و d, e ∈ R عناصر این�صورت

A = [α, β]B٢١(d)B١٢(e),

.e = α−١a و d = β−١b ،β = −bα−١a+ c آن در که

که دارند وجود x, y ∈ R �کنیم م ثابت برهان.

B٢١(x)

(
α a
b c

)
B١٢(y) = [α, β].

کنند: صدق زیر تساوی در باید x, y ∈ R واقع )در
α αy + a

xa+ b (xα+ b)y + xa+ c

)
=

(
α ٠
٠ β

)
.

چون .β = −bα−١a + c و x = −bα−١ ،y = −α−١a نتیجه در .xα + b = ٠ و αy + a = ٠ پس

[α, β] پس �باشد.)، م B١٢(−y)A−١B٢١(−x) بصورت آن (وارون است وارون�پذیر B٢١(x)AB١٢(y)

پس .β ∈ U(R) لذا است. وارون�پذیر

B٢١(−bα−١)AB١٢(−α−١a) = [α, β].



٨ مقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١

در چپ از و B−١
١٢ (−α

−١a) = B١٢(α
−١a) در راست از فوق تساوی ضرب با

داریم: ،B−١
٢١ (−bα

−١) = B٢١(bα
−١)

A = B٢١(bα
−١)[α, β]B١٢(α

−١a).

پس .B٢١(bα
−١)[α, β] = [α, β]B٢١(β

−١b) داریم ،∆ روابط (٢) ازبند

A = [α, β]B٢١(β
−١b)B١٢(α

−١a).

در .β ∈ U(R) و A ∈ GL٢(R) که ،A =

(
a b
c β

)
و باشد حلقه ی R کنیم فرض .١۴.٢.١ گزاره

بطوری�که دارند وجود α ∈ U(R) و d, e ∈ R عناصر این�صورت

A = [α, β]B١٢(d)B٢١(e),

.e = β−١c و d = α−١b ،α = a− bβ−١c که

شود. م اثبات قبل گزاره�ی مشابه برهان.

R از (n > ١) In, . . . , I١ ایده�آل�های هرگاه �نامیم، م پذیر تجزیه را R حلقه�ی الف) .١۵.٢.١ تعریف

.R = I١ ⊕ I٢ ⊕ · · · ⊕ In بطوری�که باشند موجود

�نامیم. م ناپذیر تجزیه نباشد، پذیر تجزیه� که حلقه�ای ب)

باشد. R حلقه غیرصفر مرکزی خودتوان تنها ١ اگر تنها و اگر است، ناپذیر تجزیه R حلقه�ی .١۶.٢.١ نتیجه

کنید. رجوع ٧.٧ نتیجه [٢] به برهان.

هر برای بطوری�که باشند R حلقه از ایده�آل�های In, . . . , I١ و حلقه ی R کنیم فرض .١٧.٢.١ نتیجه

. R

I١ ∩ . . . ∩ In
∼=

∏n
i=١

R

Ii
این�صورت در .Ii + Ij = R ،i ̸= j



٩ مقدمات مفاهیم و تعاریف .٢.١

کنید. رجوع ٢.٢٧ نتیجه� [٩] به برهان.

این�صورت در .f =
∑n

i=٠ aix
i ∈ R[x] و بوده دار ی و جابجای حلقه ی R کنید فرض .١٨.٢.١ قضیه

باشد. R از پوچ��توان عناصر a١, . . . , an و بوده R در ه ی ی a٠ اگر تنها و اگر است، R در ه ی ی f

کنید. رجوع [٩] به برهان.

داشته بفرد منحصر ماکسیمال ایده�آل هرگاه �نامیم، م موضع را R تعویض�پذیر حلقه .١٩.٢.١ تعریف

�دهیم. م نمایش (R,M) صورت به را آن آن�گاه باشد، R بفرد منحصر ماکسیمال ایده�آل M اگر باشد؛

: معادلند زیر شرایط آن�گاه دارباشد، ی و جابجای حلقه ی R هرگاه .٢٠.٢.١ قضیه

است. موضع حلقه ی R (١)

هستند. M مانند سره ایده�آل مشمول R ه�های غیری تمام (٢)

�دهند. م یل تش ایده�آل ی R ه�های ی غیر (٣)

ایده�آل مشمول (a) بنابراین .(a) ̸= R آن�گاه باشد، ه غیری ی a ∈ R هرگاه :(٢) ⇐= (١) برهان.

است. M فرد منحصربه ماکسیمال

است. واضح :(٣) ⇐= (٢)

R از سره�ای ایده�آل N(R) لذا ،١ /∈ N(R) چون .N(R) = ∪m∈Max(R)m⊴R �دانیم م : (١) ⇐= (٣)

ماکسیمال mایده�آل فرضکنیم حال .N(R) ⊆ n که دارد وجود n مانند R از ماکسیمال ایده�آل لذا و است

این�صورت در باشد. R از دلخواه

m ⊆ ∪m∈Max(R)m ⊆ n.

است. موضع R حلقه�ی یعن .m = nپس است، ماکسیمال m چون

به اگر تنها و اگر r ∈ J(R) این�صورت در .r ∈ R و باشد جابجای حلقه��ای R کنیم فرض .٢١.٢.١ لم

باشد. وارون�پذیر R در ١− ra ،a ∈ R هر ازای



١٠ مقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١

کنید. رجوع ١٧.٣ لم [١٢] به برهان.

آن�گاه ،a, b ∈ R که aR + bR = R هرگاه دارد، ی پایدار برد خاصیت R حلقه گوییم .٢٢.٢.١ تعریف

.a+ by ∈ U(R) بطوری�که باشد داشته وجود y ∈ R

نیز Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آن�گاه باشد، داشته ی پایدار برد خاصیت R حلقه اگر .٢٣.٢.١ نتیجه

دارد. ی پایدار برد خاصیت

کنید. رجوع ١.١.۶ نتیجه [۵] به برهان.

Mتوسط اگر باشد. راست مدول -R Mی و باشد ی پایدار برد با حلقه�ای R کنیم فرض .٢۴.٢.١ لم

بطوری�که دارد وجود U ∈ GLn(R) آن�گاه شود، تولید {b١, . . . , bn} و {a١, . . . , an} مجموعه زیر دو

.(a١, . . . , an) = (b١, . . . , bn)U

چون .a١, a٢, · · · , an, b١, b٢, · · · , bn ∈M و باشد راست مدول - R ی M کنیم فرض برهان.

.(a١, . . . , an)Mn(R) = (b١, . . . , bn)Mn(R)پس ،a١R+a٢R+. . .+anR = b١R+b٢R+. . .+bnR

و (a١, . . . , an)A = (b١, . . . , bn) که دارند وجود Mn(R) از B و A ماتریس�های لذا

،٢٣.٢.١ نتیجه به بنا پس دارد، ی پایدار برد خاصیت R حلقه چون .(a١, . . . , an) = (b١, . . . , bn)B

C ∈ Mn(R) پس ،BA + (In − BA) = In چون طرف از دارد. ی پایدار برد خاصیت نیز Mn(R)

بنابراین .B + (In −BA)C = U ∈ GLn(R) که دارد وجود

(b١, . . . , bn)U = (b١, . . . , bn)(B + (In −BA)C) = (a١, . . . , an).

،٠ =
x

١ ∈ Rm ،m ∈Max(R) هر برای اگر .x ∈ R و باشد جابجای حلقه Rی فرضکنیم .٢۵.٢.١ لم

.x = ٠ آن�گاه



١١ مقدمات مفاهیم و تعاریف .٢.١

.r ∈ Ann(x) لذا و rx = ٠ بطوری�که دارد وجود r ∈ R −m پس .٠ =
x

١ ∈ Rm کنیم فرض برهان.

،m ∈ Max(R) هر برای بنابراین .(R − m) ∩ Ann(x) ̸= ∅ ،m ∈ Max(R) هر برای نتیجه در

.x = ٠ نتیجه در .Ann(x) = R لذا .Ann(x) ⊈ m



٢ فصل

تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های
هستند کامل عنصر زیادی

١٢



تمیز ـ f حلقه�های ١.٢

�کنیم. م بیان را تمیز ـ f حلقه�های از گزاره�های ابتدا بخش این در

.sxt = ١ بطوری�که باشند داشته وجود s, t ∈ R هرگاه �نامیم، م کامل را x ∈ R عنصر .١.١.٢ تعریف

�دهیم. م نمایش K(R) علامت با را کامل عناصر مجموعه

هستند. K(R) در دوطرفه و طرفه ی وارون�پذیر عناصر که است واضح

ی از جمع حاصل صورت به بتوان را آن هرگاه �نامیم، م تمیز fـ را x ∈ R عنصر ( الف .٢.١.٢ تعریف

نوشت. خودتوان ی و کامل عنصر

باشد. تمیز fـ آن عنصر هر هرگاه �نامیم، م تمیز ـ f را R حلقه�ی ( ب

است. تمیز ـ f تمیز، ـ f حلقه�ی ی از همریخت تصویر هر (١) .٣.١.٢ گزاره

تمیز ـ f ،Ri هر اگر تنها و اگر است، تمیز fـ ،{Ri} حلقه�های از R =
∏
Ri مستقیم حاصلضرب (٢)

باشد.

باشد. حلقه�ای همریخت ی ψ : R −→ R

I
و باشد تمیز ـ f حلقه�ی ی R کنیم فرض (١) برهان.

است خودتوان عنصر ی e که r = e+ w داریم r ∈ R هر برای پس است، تمیز ـ f حلقه R چون

.r + I = e+ w + I ∈ R

I
بنابراین .swt = ١ بطوری�که دارند وجود s, t ∈ R لذا .w ∈ K(R) و

است. R
I
از کامل عنصر ی w + I که �دهیم م نشان حال

swt = ١ =⇒ (s+ I)(w + I)(t+ I) = swt+ I = ١+ I.

است. تمیز ـ f حلقه ی نیز R
I
نتیجه در است. R

I
از کامل عنصر ی w + I لذا

xi = ei+wi داریم ، i هر و x = (xi) ∈ R برای باشد. تمیز ـ f حلقه ی Ri هر که =⇐فرضکنیم (٢)

e = (ei) ∈
∏
Ri که x = e + w بنابراین .siwiti = ١ داریم ،si, ti ∈ R برای و خودتوان ei که



١۴ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

x نتیجه در .(si)(wi)(ti) = (١) ∈
∏
Ri که w = (wi) ∈ K(

∏
Ri) و است خودتوان عنصر ی

است. تمیز ـ f عنصر

است
∏
Ri از همریخت تصویر Ri هر چون باشد. تمیز fـ حلقه ی

∏
Ri که کنیم فرض : =⇒

نیز Riها ،(١) بند به بنا پس است.)، حلقه�ای همریخت (xi) 7→ xk ضابطه با θk :
∏
Ri −→ Rk)

هستند. تمیز fـ حلقه�های

،١ �شوند م برده بالا L پیمانه به خودتوان�ها گوییم باشد. R حلقه از ایده�آل ی L فرضکنیم تعریف١.٢.۴.

.(e−x) ∈ L بطوری�که باشد داشته وجود e ∈ R خودتوان آن��گاه ،x−x٢ ∈ L اگر ،x ∈ R هر برای هرگاه

R آن�گاه شوند، برده بالا J(R) پیمانه�ی به خودتوان�ها اگر باشد. حلقه ی R کنیم فرض .۵.١.٢ گزاره

باشد. تمیز fـ حلقه R =
R

J(R)
اگر تنها و اگر است، تمیز ـ f حلقه

است. تمیز ـ f حلقه نیز R ،٣.١.٢ گزاره�ی طبق پس باشد. تمیز fـ حلقه ی R کنیم فرض :⇐= برهان.

e٢ − e ∈ J(R) که x = e + w آن�گاه ،x ∈ R اگر باشد. تمیز ـ f حلقه R که کنیم فرض :=⇒

از e′ خودتوان پس �شوند، م برده بالا J(R) پیمانه�ی به خودتوان�ها چون .s, t ∈ R و swt = ١ و

داریم h ∈ J(R) برای پس ،swt = ١ چون .r ∈ J(R) و x = e
′
+ w + r که دارد وجود R

بنابراین .s١wt١ = ١ که دارند وجود s١, t١ ∈ R لذا .swt = ١ + h ∈ ١ + J(R) ⊆ U(R)

.s١(w + r)t١u
−١ = ١ داریم u ∈ U(R) برای پس .s١(w + r)t١ = ١+ s١rt١ ∈ ١+ J(R) ⊆ U(R)

است. تمیز ـ f عنصر x نتیجه در است. R حلقه از کامل عنصر ی w + r بنابراین

آن�گاه شوند، برده بالا J(R) پیمانه�ی به خودتوان�ها اگر باشد. تمیز ـ f حلقه�ی R کنیم فرض .۶.١.٢ گزاره

است. تمیز ـ f نیز R[x]

< xn+١ >
،n ≥ ١ هر برای

١Idempotents can be lifted modulo L



١۵ تمیز ـ F حلقه�های .١.٢

نماد با را R[x]

< xn+١ >
در x = x+ < xn+١ > عنصر باشد. تمیز fـ حلقه ی R که کنیم فرض برهان.

آسان به �توان م .un+١ = ٠ و R[x]

< xn+١ >
= R[u] = R + Ru + . . . + Run پس �دهیم. م نشان u

طبق لذا است. R[u] از u توسط شده تولید ایده�آل < u > که J(R[u]) = J(R)+ < u > که داد نشان

خودتوان�ها که �کنیم م ادعا حال است. تمیز ـ f حلقه نیز R[u]

J(R[u])
≃ R

J(R)
،٣.١.٢ گزاره�ی (١) بند

پس باشد. R[u]

J(R[u])
در خودتوان ی f + J(R[u]) کنیم فرض �شوند. م برده بالا J(R[u]) پیمانه�ی به

پس .J(R[u]) = J(R)+ < u > �دانیم م .a٠, a١, . . . , an ∈ R که f = a٠ + a١u + . . . + anu
n

خودتوان�ها چون طرف از .a٢٠ − a٠ ∈ J(R) لذا و (a٠ + J(R[u]))٢ = a٢٠ + J(R[u]) = a٠ + J(R[u])

.e−a٠ ∈ J(R) ⊆ J(R[u]) که دارد وجود e = e٢ ∈ R ⊆ R[u]پس ��شوند، م برده بالا J(R) پیمانه�ی به

�شود. م حاصل نتیجه ،۵.١.٢ گزاره�ی به بنا پس

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R حلقه از ریخت درون ی α کنیم فرض .٧.١.٢ گزاره

است. تمیز ـ f حلقه�ی ی R (١)

است. تمیز ـ f ،R[[x]] توان سریهای حلقه�ی (٢)

است. تمیز fـ ،R[[x, α]] اریب توان سریهای حلقه�ی (٣)

است. واضح (١) ⇐= (٣) ،(١) ⇐= (٢) برهان.

و e٢٠ = e٠ که a٠ = e٠ + u٠ فرض به بنا .h = a٠ + a١x + . . . ∈ R[[x, α]] کنیم فرض (٣) ⇐= (١)

.h′
= h−e٠ = u٠+a١x+. . . �دهیم م قرار .s٠u٠t٠ = ١ که دارند وجود s٠, t٠ ∈ Rپس .u٠ ∈ K(R)

رابطه

u = (s٠ + ٠+ . . .)h
′
(to + ٠+ . . .) = ١+ s٠a١α(t٠)x+ . . .

.e٢٠ = e٠ ∈ R[[x;α]] که h = e٠+h
′ و h′ ∈ K(R[[x;α]]) نتیجه در .u ∈ U(R[[x;α]]) که �دهد م نشان

است. تمیز ـ f حلقه R[[x;α]] نتیجه در است. R[[x;α]] حلقه از تمیز fـ عنصر ی h بنابراین



١۶ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

است. (٣) ⇐= (١) مشابه برهان لذا است، R[[x]] = R[[x;١R]] چون : (٢) ⇐= (١)

است. تمیز ـ f نیز Mn(R) ،n ≥ ١ برای آن�گاه باشد، تمیز ـ f حلقه�ی R اگر .٨.١.٢ گزاره

و e٢ = e که x = e + w داریم ،x ∈ R هر برای پس باشد. تمیز ـ f حلقه R که کنیم فرض برهان.

.swt = ١ که دارند وجود s, t ∈ R لذا .w ∈ K(R)

است. تمیز fـ نیز Mk+١(R) �دهیم م نشان باشد. تمیز ـ f ،Mk(R) حلقه و ،k ≥ کنیم١ فرض

کنیم فرض

A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
∈Mk+١(R)

که

a١١ ∈ R, a١٢ ∈ R١×k, a٢١ ∈ Rk×و١a٢٢ ∈Mk.

پس ،a٢٢ − a٢١tsa١٢ ∈ Mk(R) چون .swt = ١ داریم ،s, t ∈ R برای و e٢ = e که a١١ = e+ w لذا

برای لذا .a٢٢− a٢١tsa١٢ = E +W که دارند Wوجود کامل ماتریس و E خودتوان ماتریس فرض به بنا

بنابراین .SWT = Ik داریم ،S, T ∈Mk×k(R)

A = diag(e,E) +

(
w a١٢
a٢١ W + a٢١tsa١٢

)
.diag(e,E) =

(
e ٠
٠ E

)
که

است. Mk+١(R) در خودتوان ماتریس ی diag(e,E) که است واضح

طرف از

P =

(
s ٠

−Sa٢١ts S

)
, Q =

(
t −tsa١٢T
٠ T

)
∈Mk+١(R)

که دارند وجود

P

(
w a١٢
a٢١ W + a٢١ta١٢

)
Q =

(
١ ٠
٠ In

)
= Ik+١



١٧ تمیز ـ F حلقه�های .١.٢

است. تمیز ـ fعنصر ی A بنابراین است. کامل ماتریس ی
(
w a١٢
a٢١ W + a٢١tsa١٢

)
�دهد م نشان که

است. تمیز ـ f ،Mk+١(R) نتیجه در

،M٢(R) در A =

(
a b
٠ ٠

)
،b ∈ R هر برای آن�گاه باشد، تمیز fـ عنصر ی a ∈ R اگر .٩.١.٢ گزاره

است. تمیز - f

داریم ،s, t ∈ R برای و e = e٢ که a = e + w پس است، تمیز fـ عنصر ی a ∈ R چون برهان.

.swt = ١

لذا

A =

(
e ٠
٠ ١

)
+

(
w b
٠ −١

)
داریم: همچنین است. خودتوان عنصر ی

(
e ٠
٠ ١

)
)که

s ٠
٠ −١

)(
w b
٠ −١

)(
t −tsb
٠ ١

)
=

(
١ ٠
٠ ١

)
است. تمیز ـ f ، A بنابراین است. کامل عنصر ی

(
w b
٠ −١

)
�دهد م نشان که

C این�صورت در .ψ,φ = ٠ که باشد س موریتاکانت حلقه C =

(
A V
W B

)
کنیم فرض .١٠.١.٢ قضیه

باشند. تمیز fـ حلقه�های B و A اگر وتنها اگر است، تمیز ـ f حلقه ی

.J =

(
A V
W ٠

)
و I =

(
٠ V
W B

)
کنیم فرض باشد. تمیز fـ حلقه�ی ی C کنیم فرض :⇐= برهان.

بنا پس است، تمیز ـ f حلقه C چون .C
J

≃ B ،C
I

≃ A که هستند C حلقه از ایده�آل�های J و I بوضوح

تمیز ـ f حلقه�های نیز B و A نتیجه در هستند. تمیز ـ f حلقه�های نیز C
J
و C
I
،٣.١.٢ گزاره�ی (١) بند به

هستند.

داریم ،r =

(
a v
w b

)
∈ C هر برای پس باشند. تمیز ـ f حلقه�های B و A که کنیم فرض :=⇒

فرض .u١, u٢ ∈ K(R) و هستند R ازحلقه خودتوان�های e١, e٢ ∈ R که ،b = e٢ + u٢ و a = e١ + u١

داریم: پس .s١, t١, s٢, t٢ ∈ R که s٢u٢t٢ = ١ و s١u١t١ = ١ که کنیم



١٨ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

r =

(
e١ ٠
٠ e٢

)
+

(
u١ v
w u٢

)
= E + U.

رابطه همچنین .E٢ = E که است واضح

(
s١ ٠

−s٢wt١s١ s٢

)(
u١ v
w u٢

)(
t١ −t١s١vt٢
٠ t٢

)
=

(
١ ٠
٠ ١

)
.

است. تمیز fـ عنصر ی r پس است. کامل ماتریس ی U که �دهد م نشان

کنیم فرض باشد. مدول دو -(R,S) ی M و حلقه دو S ،R کنیم فرض (١) .١١.١.٢ گزاره

است، تمیز ـ f حلقه�ی E این�صورت در باشد. مثلث بالا ماتریس�های حلقه�ی E =

(
R M
٠ S

)
باشند. تمیز fـ حلقه�های ،S و R اگر وتنها اگر

ی ،Tn(R) مثلث بالا ماتریس�های حلقه اگر تنها و اگر است، تمیز fـ حلقه�ی R �،n ≥ ١ هر برای (٢)

باشد. تمیز ـ f حلقه

همورفیسم�های با س کانت موریتا حلقه�های از خاص حالت مثلث بالا ماتریس�های حلقه چون (١) برهان.

است. ١٠.١.٢ قضیه برهان مشابه ،(١) بند برهان پس است، صفر

است. واضح ،٨.١.٢ گزاره به بنا :⇐= (٢)

است. واضح :=⇒

ی ،R از ماکسیمال چپ ایده�آل هر هرگاه �نامیم، م چپ د��ئو شبه را R حلقه .١٢.١.٢ تعریف

باشد. طرفه دو ایده�آل

دارند. تعلق ازحلقه�ها دسته این به موضع حلقه�های و جابجای حلقه�های



١٩ تمیز ـ F حلقه�های .١.٢

از جمع حاصل صورت به را آن بتوان هرگاه �نامیم، م تمیز را R حلقه از x عنصر ( الف .١٣.١.٢ تعریف

نوشت. خودتوان ی و ه ی ی

باشد. تمیز آن عنصر هر هرگاه �نامیم، م تمیز را R حلقه ( ب

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. چپ �دئو شبه حلقه R کنیم فرض .١۴.١.٢ قضیه

است. تمیز حلقه R (١)

است. تمیز ـ f حلقه R (٢)

است. واضح :(٢) ⇐= (١) برهان.

،s, t ∈ R برای کنیم فرض .w ∈ U(R) آن�گاه ،w ∈ K(R) اگر که دهیم نشان است کاف :(١) ⇐= (٢)

پس نباشد. چپ وارون�پذیر s که کنیم فرض ( خلف (فرض است. راست وارون�پذیر s بنابراین .swt = ١

حلقه�ی ی R چون .Rs ⊆ M ̸= R که دارد وجود R از M مانند ماکسیمال چپ ایده�آل لذا .Rs ̸= R

با این که sR ⊆ M ̸= R پس ،s ∈ M طرف از است. طرفه دو ایده�آل ی M پس است، چپ شبه�دئو

عنصر ی w که �دهد م نشان تساوی این که wts = ١ بنابراین دارد. تناقض s بودن راست وارون�پذیر

فرض ( خلف (فرض است. چپ وارون�پذیر w ∈ K(R) که �دهیم م نشان حال است. وارون�پذیرراست

که دارد وجود R از N مانند ماکسیمال چپ ایده�آل لذا .Rw ̸= R پس نباشد، چپ وارون�پذیر w که کنیم

،w ∈ N ازطرف است. طرفه دو ایده�آل ی N پس است، چپ دئو شبه حلقه ی R چون .Rw ⊆ N ̸= R

چپ وارون�پذیر عنصر ی w پس دارد. تناقض w بودن راست وارون�پذیر با این که ،wR ⊆ N ̸= R پس

است. وارون�پذیر w نتیجه در است.

.yx = ١ آن�گاه ،xy = ١ اگر ،x, y ∈ Rهر برای هرگاه است، متناه ددکیند حلقه ی R .١۵.١.٢ تعریف

باشند. مرکزی آن خودتوان�های هرگاه �نامیم، م آبل حلقه ی را R .١۶.١.٢ تعریف

است. تمیز حلقه ی تمیز، ـ f آبل حلقه هر .١٧.١.٢ نتیجه



٢٠ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

، a, b ∈ R که ab = ١ که کنیم فرض است. متناه ددکیند آبل حلقه هر که کنیم ثابت است کاف برهان.

مرکزی فرض به بنا پس است، R حلقه از خودتوان عنصر ی baلذا .(ba)٢ = ba.ba = b(ab)a = baپس

نشان که ba = ba · ١ = ba(ab) = a(ba)b = (ab)(ab) = ١ پس است، مرکزی خودتوان ba چون است.

قضیه�ی به بنا پس است. چپ دئو شبه حلقه�ی ی R بنابراین است. متناه ددکیند حلقه ی R �دهد م

است. حاصل نتیجه ١۴.١.٢

�کنیم: م تعریف چنین را RGاین�صورت در باشد. حلقه ی R و گروه ی G فرضکنیم .١٨.١.٢ تعریف

RG =
{∑n

i=١ rigi | ri ∈ R, gi ∈ G,n ∈ N
}
.

زیر صورت به RG روی را ضرب و جمع دوتای عمل ،gi, hi ∈ G و ri, si ∈ R هر ازای به همچنین

�کنیم: م تعریف

∑n
i=١ rigi +

∑m
j=١ sjhj = r١g١ + · · ·+ rngn + s١h١ + · · ·+ smhm,

(
∑n

i=١ rigi)(
∑m

j=١ sjhj) =
∑n

i=١
∑m

j=١(risj)(gihj).

G گروه حلقه را RG است. حلقه ی فوق ضرب و جمع عمل با RG که داد نشان �توان م سادگ به

�نامیم. م R روی

این�صورت در باشد. گروه ی G = {١, g} و ٢ ∈ U(R) که باشد حلقه� ی R فرضکنیم .١٩.١.٢ گزاره

ریشه و کامل عنصر ی از جمع حاصل آن عنصر هر اگر تنها و اگر است، تمیز ـ f حلقه ی R (١)

باشد. ی دوم

باشد. تمیز ـ f حلقه R اگر تنها و اگر است، تمیز ـ f حلقه RG (٢)

و e٢ = e که (x+ ١)
٢ = e + u پس .x ∈ R و باشد تمیز ـ f حلقه R کنیم فرض :⇐= (١) برهان.

.٢u ∈ K(R) و (٢e− ٢(١ = ١ که x = (٢e− ١) + ٢u لذا .u ∈ K(R)

این در باشد. ی دوم ریشه و کامل عنصر ی از جمع حاصل R از عنصر هر کنیم فرض :=⇒



٢١ تمیز ـ F حلقه�های .١.٢

است. R از کامل عنصر ی w و t٢ = ١ که ٢x − ١ = t + w داریم ،x ∈ R هر برای صورت

است. تمیز fـ حلقه R نتیجه در .w٢ ∈ K(R) و ( t+ ١
٢ )٢ =

t+ ١
٢ که x =

t+ ١
٢ +

w

٢ بنابراین

تمیز ـ f حلقه نیز Rپس است، RG از تصویری R چون باشد. تمیز fـ حلقه RG کنیم فرض :⇐= (٢)

است.

ضابطه با θ : RG −→ R×Rپس ،٢ ∈ U(R) چون باشد. تمیز fـ حلقه R که کنیم فرض : =⇒

fـ حلقه ی R چون .RG ≃ R × R بنابراین است. ریخت ی ی θ : a+ bg 7→ (a+ b, a− b)

نیز RG نتیجه در است. تمیز ـ f حلقه نیز R × R ،٣.١.٢ گزاره�ی (٢) بند به بنا پس است، تمیز

است. تمیز fـ حلقه�ی

eReنیز این�صورت در باشد. R در مرکزی خودتوان ی e و تمیز fـ حلقه R کنیم فرض .٢٠.١.٢ گزاره

است. تمیز ـ f حلقه�ی

با θ : R −→ eRe = Re پس است، مرکزی خودتوان e چون باشد. تمیز fـ حلقه R کنیم فرض برهان.

تمیز fـ حلقه�ی نیز eRe ،٣.١.٢ گزاره�ی (١) بند به بنا لذا است. حلقه�ای همریخت ی r 7→ re ضابطه

است.

v, w ∈ V هر برای که باشد مدول دو (R,R)ـ ی RVR و باشد حلقه ی V کنیم فرض .٢١.١.٢ تعریف

بوسیله R حلقه از یافته توسعه ایده�آل .(rv)w = r(vw) و (vr)w = v(rw) ،(vw)r = v(wr) ،r ∈ R و

صورت به آن روی را ضرب و جمع دوتای عمل که است I(R, V ) = R ⊕ V جمع آبل گروه ی ،V

�کنیم: م تعریف زیر

(r, v)(s, w) = (rs, rw + vs+ vw)، (r, v) + (s, w) = (r + s, v + w).



٢٢ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

باشد داشته وجود w ∈ R عنصر ،v ∈ R هر برای و باشد تمیز fـ حلقه�ی R کنیم فرض .٢٢.١.٢ گزاره

است. تمیز fـ نیز E = I(R, V ) یافته توسعه ایده�آل این�صورت در .v + w + wv = ٠ بطوری�که

لذا .u ∈ K(R)و e٢ = e که r = e + u فرض به بنا پس .s = (r, v) ∈ E کنیم فرض برهان.

که �دهیم م نشان حال است. E در خودتوان ی (e,٠) که است واضح .s = (e,٠) + (u, v)

دارد وجود w ∈ V فرض به بنا پس ،svt ∈ V چون .s, t ∈ R که sut = ١ کنیم فرض .(u, v) ∈ K(E)

داریم: لذا .svt+ w + wsvt = ٠ که

(s, ws)(u, v)(t,٠) = (sut,٠+ svt+ wsut+ wsvt+ ٠) = (١,٠).

است. تمیز ـ f حلقه�ی E لذا و (u, v) ∈ K(E) نتیجه در



هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که حلقه�های ٢.٢

م بررس را هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که حلقه�های �های ویژگ از برخ ابتدا بخش این در

ماتریس حلقه آن�گاه باشد، کامل عنصر زیادی تعداد شامل R حلقه�ی اگر که �دهیم م نشان آخر در و کنیم

است. عنصرکامل زیادی تعداد شامل نیز R روی n× n

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. حلقه ی R کنیم فرض .١.٢.٢ لم

.uw,wu ∈ K(R) ،u ∈ U(R) هر برای آن�گاه ،w ∈ K(R) اگر (١)

.R =
R

J(R)
که w ∈ K(R) اگر تنها و اگر ،w ∈ K(R) (٢

لذا .swt = ١ که دارند وجود s, t ∈ Rپس .u ∈ U(R) و w ∈ K(R) کنیم فرض (١ برهان.

.wuوuw ∈ K(R) نتیجه در .swuu−١t = ١ و su−١uwt = ١

.swt = ١ بنابراین .swt = ١ دارندکه ,sوجود t ∈ Rپس .w ∈ K(R) کنیم فرض : ⇐= (٢)

بنابراین .swt = ١ که دارند وجود s, t ∈ Rپس .w ∈ K(R) کنیم فرض : =⇒

.w ∈ K(R) �دهد م نشان که swt(١+ r)−١ = ١ نتیجه در .r ∈ J(R) که swt = ١+ r ∈ U(R)

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. حلقه ی R کنیم فرض .٢.٢.٢ گزاره

.a+ bw ∈ U(R) بطوری�که وجوددارد w ∈ K(R) آن�گاه ،aR+ bR = R و a, b ∈ R هرگاه (١)

چپ وارون�پذیر a+ bw بطوری�که دارد وجود w ∈ K(R) آن�گاه ،aR+ bR = R و a, b ∈ R هرگاه (٢)

است.

راست وارون�پذیر a + bw بطوری�که دارد وجود w ∈ K(R) آن�گاه ،aR + bR = R و a, b ∈ R هرگاه (٣)

است.



٢۴ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

است. واضح (٣) ⇐= (١) ،(٢) ⇐= (١) برهان.

a + bw = u که دارد وجود w ∈ K(R) فرض به بنا پس ،aR + bR = R کنیم فرض :(١) ⇐= (٣)

فرض به بنا پس ،vR+(١− vu)R = R چون .uv = ١ ،v ∈ R برای کنیم فرض است. راست وارون�پذیر

داریم: لذا است. راست وارون�پذیر v + (١− vu)w١ = w٢ که دارد وجود w١ ∈ K(R)

uw٢ = u(v + (١− vu)w١) = ١

Rاست. در ه ی ی نیز u نتیجه در است. R در ه ی ی w٢ �دهد م نشان که

a + bw = u که وجوددارد w ∈ K(R) فرض به بنا پس .aR + bR = R کنیم فرض : (١) ⇐= (٢)

،vR+٠R = R چون است). راست وارون�پذیر v ) vu = ١ ،v ∈ Rبرای فرضکنیم است. چپ وارون�پذیر

در و v ∈ U(R) لذا است. چپ وارون�پذیر v + ٠w١ = v که دارد وجود w١ ∈ K(R) فرض به بنا پس

.a+ bw = u ∈ U(R) نتیجه

،a, b ∈ R که aR+ bR = R هرگاه است، کامل عنصر زیادی تعداد شامل R حلقه گوییم .٣.٢.٢ تعریف

.a+ bw ∈ U(R) بطوری�که باشد داشته وجود w ∈ K(R) آن�گاه

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. حلقه ی R کنیم فرض .۴.٢.٢ گزاره

. است کامل عنصر زیادی تعداد شامل R (١)

.a+ bw ∈ U(R) بطوری�که دارد وجود w ∈ K(R) آن�گاه ،ax+ b = ١ و a, b ∈ R هرگاه (٢)

.١−xy ∈ K(R) و a+by ∈ U(R) بطوری�که دارد وجود y ∈ R آن�گاه ،ax+b = ١ و a, b ∈ R هرگاه (٣)

است. واضح تعریف، به بنا :(٢) ⇐= (١) برهان.

بطوری�که دارد وجود w ∈ K(R) فرض به بنا پس ،xa + (١ − xa) = ١ چون :(٣) ⇐= (٢)

بنابراین .x+ (١− xa)w = u ∈ U(R)



٢۵ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که حلقه�های .٢.٢

(
a −b
١ x

)−١
B٢١(w) =

(
x ١− xa
−١ a

)
B٢١(w) =

(
u ١− xa

aw − ١ a

)
∈ GL٢(R). (ℏ)

بطوری�که دارند وجود e, d ∈ R و v−١ ∈ U(R) ،١٣.٢.١ گزاره بنا نتیجه در

(
u ١− xa

aw − ١ a

)
= [u, v−١]B٢١(e)B١٢(d)

.d = u−١)١− xa) و e = v(aw − ١) ،v−١ = (١− aw)u−١)١− xa) + a که

داریم: ،△ رابطه (۴) و (٣) بند به بنا طرف از

[u,١][١, v−١] = [u, v−١] ، [١, v−١]B٢١(e) = B٢١(v
−١e)[١, v−١].

بنابراین

(
u ١− xa

aw − ١ a

)
= [u,١]B٢١(v

−١e)[١, v−١]B١٢(d).

داریم: ،△ رابطه (۶) و (۵) بند به بنا لذا �گیریم. م وارون بالا تساوی طرفین از

B−١
٢١ (v

−١e) = B٢١(−v−١e) ١−Bو
١٢ (d) = B١٢(−d) ، [١, v−١−[١ = [١, v] و [u,١]−١ = [u−١,١].

پس

(
u ١− xa

aw − ١ a

)−١
= B١٢(−d)

(
١ ٠
٠ v

)
B٢١(−v−١e)

(
u

−١ ٠
٠ ١

)

=

(
u−١ + deu−١ −dv

eu−١ v

)
. (ℏℏ)

داریم: ،(ℏℏ) و (ℏ) به بنا نتیجه در

B٢١(−w)
(
a −b
١ x

)
=

(
u−١ + deu−١ −dv

eu−١ v

)
∈ GL٢(R).

که دارند وجود c, y ∈ R و q ∈ U(R) ،١۴.٢.١ گزاره به بنا پس

(
u−١ + deu−١ −dv

eu−١ v

)
= [q, v]B١٢(c)B٢١(y)

داریم: لذا .c = −q−١dv و ،y = v−١eu−١ ، q = (u−١ + deu−١) + d که
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B٢١(−w)
(
a −b
١ x

)
= [q, v]B١٢(c)B٢١(y).

داریم: ،B−١
٢١ (y) = B٢١(−y) در راست از و B−١

٢١ (−w) = B٢١(w) در چپ از فوق تساوی ضرب با

(
a −b
١ x

)
B٢١(−y) = B٢١(w)

(
q ٠
٠ v

)
B١٢(c) =

(
q qc
wq wqc+ v

)
.

.١− xy = wq ∈ K(R) و a+ by = q ∈ U(R) نتیجه در

وجود y ∈ Rفرض به بنا پس ،xa+ (١− xa) = ١ چون .ax+ b = ١ کنیم فرض :(٢) ⇐= (٣)

.١− ay ∈ K(R) و x+ (١− xa)y = u ∈ U(R) که دارد

داریم: )لذا
a b
−١ x

)−١
B٢١(−y) =

(
x xa− ١
١ a

)
B٢١(−y) =

(
u xa− ١
w a

)
∈ GL٢(R). (ℓ)

که دارند وجود z, h ∈ R و v ∈ U(R) ،١٣.٢.١ گزاره به بنا نتیجه در

(
u xa− ١
w a

)
= [u, v]B٢١(h)B١٢(z)

.z = u−١(xa− ١) و h = v−١w ، v = −wu−١)١− xa) + a که

داریم: ،△ رابطه (۴) و (٣) بند به بنا طرف از

بنابراین .[u, v] = [u,١][١, v] و [١, v]B٢١(v
−١w) = B٢١(w)[١, v](

u xa− ١
w a

)
= [u,١]B٢١(w)[١, v]B١٢(z). (ℓℓ)

داریم: ،(ℓℓ) و (ℓ) به بنا نتیجه در

(
a b
−١ x

)−١
B٢١(−y) = [u,١]B٢١(w)[١, v]B١٢(z).

داریم: ،B−١
٢١ (−y) = B٢١(y) در راست از فوق رابطه ضرب با

(
a b
−١ x

)−١
= [u,١]B٢١(w)[١, v]B١٢(z)B٢١(y).
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�گیریم. م وارون فوق رابطه طرفین از

داریم: بنابراین

(
a b
−١ x

)
= B٢١(−y)B١٢(−z)[١, v

−١
]B٢١(−w)[u−١,١].

پس .B٢١(−w)[u−١,١] = [u−١,١]B٢١(−wu−١) داریم ،△ رابطه (٢) بند به بنا طرف از

(
a b
−١ x

)
= B٢١(−y)B١٢(−z)[١, v−١][u−١,١]B٢١(−wu−١).

داریم: ،B−١
٢١ (−wu

−١) = B٢١(wu
−١) در فوق رابطه ضرب با

(
a b
−١ x

)
B٢١(wu

−١) = B٢١(−y)B١٢(−z)[١, v−١][u−١,١].

بنابراین

(
a+ bwu−١ b

−١+ xwu−١ x

)
=

(
u−١ −zv−١

−yu−١ (yz + ١)v−١
)
.

.wu−١ ∈ K(R) ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و a+ bwu−١ = u−١ ∈ U(R) نتیجه در

فرض بنابه لذا .x, y ∈ R که ax+ by = ١ داریم، پس .aR+ bR = R کنیم فرض : (١) ⇐= (٢)

بنابه پس .axw١q
−١ + bq−١ = ١ بنابراین .b + axw١ = q ∈ U(R) که دارد وجود w١ ∈ K(R)

.q−١w٢ ∈ K(R) ،١.٢.٢ لم به بنا که ،a + bq−١w٢ ∈ U(R) که دارد وجود w٢ ∈ K(R) فرض

است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل R حلقه نتیجه در

بصورت دهیم، Ropنمایشم با که ،R متقابل حلقه�ی باشد. حلقه Rی فرضکنیم تعریف٢.٢.۵.

�شوند: م تعریف زیر ت صور به ضرب و جمع عمل دو آن در که aop}است، : a ∈ R}

aop + bop = (a+ b)op, aop.bop = (ba)op.

معادلند: زیر گزاره�های این��صورت در باشد. حلقه ی R کنیم فرض .۶.٢.٢ گزاره

.a+ bw ∈ U(R) بطوری�که دارد وجود w ∈ K(R) آن�گاه ،ax+ b = ١ و a, b ∈ R هرگاه (١)
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.x+ wb ∈ U(R) بطوری�که دارد وجود w ∈ K(R) آن�گاه ،ax+ b = ١ و a, b ∈ R هرگاه (٢)

که دارد وجود y ∈ R ،۴.٢.٢ گزاره�ی بنابه پس .ax + b = ١ کنیم فرض :(٢) ⇐= (١) برهان.

.١− xy ∈ K(R) و a+ by ∈ U(R)

�دهیم م قرار

u = a+ by ∈ U(R) , w = (١− xy)u−١

v = x+ (١− xy)u−١b , z = a+ y(١− xa).

.u−١a+ u−١by = ١ پس ،a+ by = u چون

است. z آن وارون و است پذیر وارون v که �کنیم م ادعا حال

داریم: فرض به بنا

va = xa+ (١− xy)u−١ba (١)

vy = xy + (١− xy)u−١by = xy + ١− u−١a− xy + xyu−١a

= ١− (١− xy)u−١a (٢)

vy(١− xa) = ١− xa− (١− xy)u−١a(١− xa) = ١− xa− (١− xy)u−١)١− ax)a

= ١− xa− (١− xy)u−١ba (٣)

.vz = ١ که �گیریم م نتیجه (٣) و (١) رابطه از

طرف از

zx = ax+ y(١− xa)x = ax+ yx(١− ax) = ax+ yxb (۴)

z(١− xy) = a− axy + y(١− xa)− y(١− xa)xy = a− axy + y(١− xa)− yxby

= a+ (١− ax)y − yx(a+ by) = a+ by − yxu = (١− yx)u (۵)

z(١− yx)u−١b = (١− yx)b (۶)
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که �گیریم م نتیجه (۶) و (۴) رابطه از

zv = ax+ b = ١.

.(١− xy)u−١ ∈ K(R) ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و v = x+ (١− xy)u−١b ∈ U(R) نتیجه در

x+ wb ∈ که دارد وجود w ∈ K(R) ،(٢) بند به بنا پس .ax+ b = ١ کنیم فرض : (١) ⇐= (٢)

،۴.٢.٢ گزاره�ی به بنا لذا .xop + bopwop ∈ U(Rop) که دارد وجود wop ∈ K(Rop) یعن .U(R)

وجود y ∈ R یعن .xop + bopyop ∈ U(R) و ١ − aopyop ∈ K(Rop) که دارد وجود yop ∈ Rop

پس .x+ yb ∈ U(R) و ١− ya ∈ K(R) که دارد

(
١ ٠
−y ١

)(
a −b
١ x

)
=

(
a −b
w u

)
∈ GL٢(R).

بطوری�که دارند وجود z, d ∈ R و α ∈ U(R) ،١۴.٢.١ گزاره�ی به بنا لذا

(
a −b
w u

)
= [α, u]B١٢(z)B٢١(d).

بنابراین

(
a −b
w u

)
=

(
α+ αzd αz
ud u

)
.

قرار با بنابراین .a− αzd = α و d = u−١w نتیجه در .α + αzd = a و ud = w ،−b = αz پس

داریم: a− αzd = α در αz و d مقدار دادن

a+ bu−١w ∈ U(R).

است. حاصل نتیجه بنابراین

حلقه اگر تنها و اگر است، کامل عنصر زیادی تعداد شامل R حلقه که �دهد م نشان ،۶.٢.٢ گزاره

به نسبت کامل، عنصر زیادی تعداد شامل حلقه بنابراین باشد. کامل عنصر زیادی تعداد شامل Rop

است. متقارن راست و چپ
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است، کامل عنصر زیادی تعداد شامل Rاین�صورت در باشد. حلقه ی R کنیم فرض .٧.٢.٢ گزاره

باشد. کامل عنصر زیادی تعداد شامل R =
R

J(R)
اگر تنها و اگر

لذا .ax + b = ١ + r ∈ U(R) ،r ∈ J(R) برای پس .ax + b = ١ کنیم فرض : ⇐= برهان.

که دارد وجود w ∈ K(R) ،۴.٢.٢ گزاره�ی به بنا نتیجه در .ax(١ + r)−١ + b(١ + r)−١ = ١

لم١.٢.٢، به بنا لذا و a+ b(١+ r)−١w ∈ U(R) بنابراین .a+ b(١+ r)−١w ∈ U(R)

است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل R ،۴.٢.٢ گزاره�ی طبق پس .(١+ r)−١w ∈ K(R)

a + bw = بطوری�که دارد وجود w ∈ K(R) فرض به بنا پس .ax + b = ١ کنیم فرض : =⇒

و a + bw = u + r ∈ U(R) که دارد وجود w ∈ K(R) ،١.٢.٢ لم به بنا نتیجه در .u ∈ U(R)

است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل نیز R بنابراین .r ∈ J(R)

تعداد شامل R این�صورت در .٢ /∈ J(R) و باشد موضع حلقه ی R که کنیم فرض .٨.٢.٢ مثال

است. کامل عنصر زیادی

ازطرف است. تقسیم حلقه�ی Rی =
R

J(R)
قضیه٢٠.٢.١، به بنا پس است، موضع R چون حل.

در کنیم فرض است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل R که دهیم نشان است کاف قبل گزاره�های بنابه

.x−١ ∈ U(R) ⊆ K(R) که a+ bx−١ = x−١ ∈ U(R) داریم آن�گاه ،x ̸= ٠ اگر .ax+ b = ١ ،R

که a + b(١ − a) = ١ ∈ U(R) آن�گاه ،a ̸= ١ اگر این�صورت در .b = ١ آن�گاه ،x = ٠ اگر

.a ∈ U(R) ⊆ K(R) که a+ b · a = ٢ ∈ U(R) آن�گاه ،a = ١ اگر .(١− a) ∈ U(R) ⊆ K(R)

�شود. م کامل برهان ترتیب این به

معادلند: زیر گزاره�های R حلقه برای .٩.٢.٢ قضیه

است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل R (١)

بطوری�که دارند وجود u ∈ U(R) و w ∈ K(R) آن�گاه ،a, b, d ∈ R که aR+ bR = dR هرگاه (٢)

.au+ bw = d
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و u ∈ U(R) آن�گاه ،a١, . . . , am, d ∈ R و m ≥ ٢ که a١R + · · · + amR = dR هرگاه (٣)

.a١u١ + a٢w٢ + · · ·+ amwm = d بطوری�که دارند وجود w٢, . . . , wm ∈ K(R)

است. واضح (٢) ⇐= (٣) و (١) ⇐= (٢) برهان.

دارد. ی پایدار برد خاصیت R پس است، کامل عنصر زیادی تعداد شامل R چون (٢) ⇐= (١)

R٢ از مجموعه�های زیر {d,٠} و {a, b} مجموعه�های .a, b, d ∈ R که aR+ bR = dR کنیم فرض

لذا هستند. برابر هم با ({d,٠}) و ({a, b}) توسط شده تولید مدول�های -Rفرض به بنا پس هستند.

که است واضح .(a, b) = (d,٠)U بطوری�که دارد وجود U = (uij) ∈ GL٢(R) ،٢۴.٢.١ لم به بنا

u١١+u١٢w = u ∈ U(R) بطوری�که دارد وجود w ∈ K(R)فرض به بنا پس .u١١R+u١٢R = R

u−١ ∈ U(R) که au−١+bwu−١ = d بنابراین .a+bw = du نتیجه در .du١١+du١٢w = du لذا و

.wu−١ ∈ K(R) و

که a١R+ · · ·+ amR = dR که کنیم فرض �کنیم. م ثابت را قضیه m روی استقرا با (٣) ⇐= (٢)

که کنیم فرض است. حاصل نتیجه ،(٢) بند به بنا آن�گاه ،m = ٢ اگر .a١, . . . , am, d ∈ R mو ≥ ٢

وجود x١, . . . , xk+١ ∈ Rپس .m = k+١ فرضکنیم باشد. mبرقرار ≤ k(k ≥ ٢) هر برای نتیجه

.a١R+ · · ·+ak−١R+(akxk+ak+١xk+١)R = dR لذا .a١x١+ · · ·+ak+١xk+١ = d که دارند

و u١ ∈ U(R) که a١u١ + a٢w٢ + · · · + (akxk + ak+١xk+١wk) = d استقرا فرض به بنا پس

.(a١u١ + a٢w٢)R+ · · ·+ akR+ ak+١R = dR نتیجه در .w٢, . . . , wk ∈ K(R)

که دارند وجود v٢, . . . , vk ∈ K(R) و v١ ∈ U(R) استقرا فرض بنابه لذا

(a١u١+a٢w٢)v١+· · ·+akvk−١+ak+١vk = a١u١v١+a٢w٢w١+· · ·+akvk−١+ak+١vk = d.

است. حاصل نتیجه پس ،w٢v١, v٢, . . . , vk ∈ K(R) و u١v١ ∈ U(R) این�که به توجه با

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. حلقه ی R کنیم فرض .١٠.٢.٢ نتیجه
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است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل R (١)

u١ ∈ U(R) این�صورت در ، a١, . . . , am, d ∈ R و m ≥ ٢ که Ra١ + · · ·+Ram = Rd هرگاه (٢)

.u١a١ + w٢a٢ + · · ·+ wmam = d بطوری�که دارند وجود w٢, . . . , wm ∈ K(R) و

شامل ،Rop حلقه اگر تنها و اگر است، کامل عنصر زیادی تعداد شامل R حلقه که �دانیم م برهان.

�شود. م اثبات ،٩.٢.٢ قضیه مشابه پس باشد. کامل عنصر زیادی تعداد

Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آن�گاه باشد، کامل عنصر زیادی تعداد شامل R حلقه�ی اگر .١١.٢.٢ قضیه

است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل نیز

آن�گاه باشد، Mn(R) در BC +D = In اگر برهان.

A =

(
B D
−In C

)
=

(
C CB − In
In B

)−١
∈ GL٢n(R).

بنابراین .١ ≤ s, t ≤ n و ،Aij = (aijst) ∈ Mn(R) و ١ ≤ i, j ≤ ٢ که ،A = (Aij) �دهیم م قرار

که دارند وجود A−١ اول ستون در x١, . . . , xn, y١, . . . , yn ∈ R عناصر

a١١١١x١ + · · ·+ a١١١nxn + a١٢١١y١ + · · ·+ a١٢١nyn = ١,

...

a١١n١x١ + · · ·+ a١١nnxn + a١٢n١y١ + · · ·+ a١٢nnyn = ٠, (℘)

a٢١١١x١ + · · ·+ a٢١١nxn + a٢٢١١y١ + · · ·+ a٢٢١nyn = ٠,

...

a٢١n١x١ + · · ·+ a٢١nnxn + a٢٢n١y١ + · · ·+ a٢٢nnyn = ٠.

که دارد وجود z١ ∈ R ،۴.٢.٢ گزاره�ی به بنا ،(℘) اول بند در

a١١١١ + (a١١٢١x٢ + · · ·+ a١١١nxn + a١٢١١y١ + · · ·+ a١٢١nyn)z١ = u١ ∈ U(R)
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پس ،a١١٢١x١ + · · ·+ a١١٢nxn + a١٢٢١y١ + · · ·+ a١٢٢nyn = ٠ چون .١− x١z١ = w١ ∈ k(R) و

a١١٢٢x٢z١ + · · ·+ a١١٢nxnz١ + a١٢٢١y١z١ + · · ·+ a١٢٢nynz١ = −a١١٢١x١z١.

نتیجه در

a١١٢١ + a١١٢٢x٢z١ + · · ·+ a١١٢nxnz١ + a١٢٢١y١z١ + · · ·+ a١٢٢nynz١ = a١١٢١ − a١١٢١x١z١

= a١)١١٢١− x١z١) = a١١٢١w١.

داریم: (℘) ر دی بند�های به توجه با مشابه بطور

a١١٣١ + a١١٣٢x٢z١ + · · ·+ a١١٣nxnz١ + a١٢٣١y١z١ + · · ·+ a١٢٣nynz١ = a١١٣١w١,

...

a١١n١ + a١١n٢x٢z١ + · · ·+ a١١nnxnz١ + a١٢n١y١z١ + · · ·+ a١٢nnynz١ = a١١n١w١,

a٢١١١ + a٢١١٢x٢z١ + · · ·+ a٢١١nxnz١ + a٢٢١١y١z١ + · · ·+ a٢٢١nynz١ = a٢١١١w١,

...

a٢١n١ + a٢١n٢x١z١ + · · ·+ a٢١nnxnz١ + a٢٢n١y١z١ + · · ·+ a٢٢nnynz١ = a٢١n١w١.

بنابراین

A



١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١ ٠ · · · ٠
y١z١ ٠ · · · ٠ ١ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

ynz١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ١


=



u١ a١١١٢ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
a١١٢١w١ a١١٢٢ · · · a١١٢n a١٢٢١ · · · a١٢٢n
... ... . . . ... ... . . . ...

a١١n١w١ a١١n٢ · · · a١١nn a١٢n١ · · · a١٢nn
a٢١١١w١ a٢١١٢ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١w١ a٢١n٢ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


.



٣۴ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

طرف از

١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١ ٠ · · · ٠
y١z١ ٠ · · · ٠ ١ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

ynz١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ١


=




١ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠
... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١

 , In



×B٢١


y١z١ ٠ · · · ٠

... ... . . . ...
ynz١ ٠ · · · ٠


 .

پس

A١ =




١ ٠ · · · ٠
−a١١٢١w١u

−١
١ ١ · · · ٠

... ... . . . ...
−a١١n١w١u

−١
١ ٠ · · · ١

 , In

A



١ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠
... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١

 , In



×B٢١


y١z١ ٠ · · · ٠

... ... . . . ...
ynz١ ٠ · · · ٠




=



u١ a١١١٢ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ b١١٢٢ · · · b١١٢n b١٢٢١ · · · b١٢٢n
... ... . . . ... ... . . . ...
٠ b١١n٢ · · · b١١nn b١٢n١ · · · b١٢nn

a٢١١١w١ a٢١١٢ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١w١ a٢١n٢ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


∈ GL٢n(R).

که دارند وجود A−١
١ دوم ستون در x′١, . . . , x′n, y′١, . . . , y′n ∈ R عناصر بنابراین

u١x
′
١ + a١١١٢x

′
٢ + · · ·+ a١١١nx

′
n + a١٢١١y

′
١ + · · ·+ a١٢١ny

′
n = ٠,

٠× x′١ + b١١٢٢x
′
٢ + · · ·+ b١١٢nx

′
n + b١٢٢١y

′
١ + · · ·+ b١٢٢ny

′
n = ١,

...

٠×x′١+ b١١n٢x
′
٢+ · · ·+ b١١nnx

′
n+ b١٢n١y

′
١+ · · ·+ b١٢nny

′
n = ٠, (℘℘)

a٢١١١w١x
′
١ + a٢١١٢x

′
٢ + · · ·+ a٢١١nx

′
n + a٢٢١١y

′
١ + · · ·+ a٢٢١ny

′
n = ٠,



٣۵ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که حلقه�های .٢.٢

...

a٢١n١w١x
′
١ + a٢١n٢x

′
٢ + · · ·+ a٢١nnx

′
n + a٢٢n١y

′
١ + · · ·+ a٢٢nny

′
n = ٠.

که دارد وجود z٢ ∈ R ،۴.٢.٢ گزاره�ی از استفاده با و ،(℘℘) دوم بند به توجه با

b١١٢٢ +
(
٠× x′١ + b١١٢٣x

′
٣ + · · ·+ b١١٢nx

′
n + b١٢٢١y

′
١ + · · ·+ b١٢٢ny

′
n

)
z٢

= ٠× z٢ + b١١٢٢ + b١١٢٣x
′
٣z٢ + · · ·+ b١١٢nx

′
nz٢ + b١٢٢١y

′
١z٢ + · · ·+ b١٢٢ny

′
nz٢ = u٢ ∈ U(R)

.١− x′٢z٢ = w٢ ∈ U(R) و

داریم: قبل روند مشابه

A١



١ x′١z٢ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
٠ x′٣z٢ ١ · · · ٠ ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ x′nz٢ ٠ · · · ١ ٠ · · · ٠
٠ y′١z٢ ٠ · · · ٠ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ y′nz٢ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ١



=



u١ a١١١٢w٢ a١١١٣ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ u٢ b١١٢٣ · · · a١١٢n a١٢٢١ · · · a١٢٢n
٠ b١١٣٢ b١١٣٣ · · · a١١٣n a١٢٣١ · · · a١٢٣n
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ b١١n٢ b١١n٣ · · · a١١nn a١٢n١ · · · a١٢nn

a٢١١١w١ a٢١١٢w٢ a٢١١٣ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١w١ a٢١n٢w٢ a٢١n٣ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


.



٣۶ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

بنابراین

A٢ =




١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ −b١١٣٢w٢u

−١
٢ ١ · · · ٠

... ... ... . . . ...
٠ −b١١n٢w٢u

−١
٢ ٠ · · · ١

 , In

A١




١ x′١z٢ ٠ · · · ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ x′٣z٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ x′nz٢ ٠ · · · ١

 , In



×B٢١


٠ y′١z٢ ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ y′nz٢ ٠ · · · ٠




=



u١ a١١١٢w٢ a١١١٣ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ u٢ b١١٢٣ · · · b١١٢n b١٢٢١ · · · b١٢٢n
٠ ٠ c١١٣٣ · · · c١١٣n c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ ٠ c١١n٣ · · · c١١nn c١٢n١ · · · c١٢nn

a٢١١١w١ a٢١١٢w٢ a٢١١٣ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١w١ a٢١n٢w٢ a٢١n٣ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


.

�نویسیم: م سادگ برای

A٢ = [∗, ∗]A١ [∗, ∗]B٢١(∗).

پس ،A١ = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗) طرف از

A٢ = [∗, ∗] [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗) [∗, ∗]B٢١(∗).

نوشت: �توان م ،∆ روابط (۴) و (١) ،(٢) ازبندهای استفاده با نتیجه در

A٢ = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗).



٣٧ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که حلقه�های .٢.٢

که دارند وجود u٣, . . . , un, w٣, . . . , wn ∈ U(R) عناصر بالا روند دادن ادامه با مشابه بطور

An = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗)

=



u١ ∗ ∗ · · · ∗ a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ u٢ ∗ · · · ∗ b١٢٢١ · · · b١٢٢n
٠ ٠ u٣ · · · ∗ c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · un d١٢n١ · · · d١٢nn

a٢١١١w١ a٢١١٢w٢ a٢١١٣w٣ · · · a٢١١nwn a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١w١ a٢١n٢w٢ a٢١n٣w٣ · · · a٢١nnwn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


∈ GL٢n(R).

و V =


a١٢١١ · · · a١٢١n
b١٢٢١ · · · b١٢٢n
c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... . . . ...
d١٢n١ · · · d١٢nn

 ،U =


u١ ∗ ∗ · · · ∗
٠ u٢ ∗ · · · ∗
٠ ٠ u٣ · · · ∗
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · un

 �دهیم م قرار

a
٢١
١١w١ a٢١١٢w٢ a٢١١٣w٣ · · · a٢١١nwn

... ... ... . . . ...
a٢١n١w١ a٢١n٢w٢ a٢١n٣w٣ · · · a٢١nnwn

 = −


w١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ w٢ ٠ · · · ٠
٠ ٠ w٣ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · wn

 =

−diag (w١, . . . , wn) .

پس

An =

(
U V

−diag (w١, . . . , wn) A٢٢

)
.

که دارد وجود E ∈ GLn(R) ،١٣.٢.١ گزاره�ی از استفاده با لذا ،U ∈ GLn(R) چون

An = [U,E]B٢١
(
−E−١diag (w١, . . . , wn)

)
B١٢

(
U−١V

)
,

.E = A٢٢ + diag (w١, . . . , wn)U
−١V که

وجود S ∈ Mn(R) و W,X, Y, Z ∈ GLn(R) پس ،An = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗) چون طرف از

پس .An = [W,X]A [Y, Z]B٢١(S) که دارند



٣٨ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

[W,X]A[Y, Z]B٢١(S) = [U,E]B٢١(−E−١diag(v١, . . . , vn))B١٢(U
−١V ).

بنابراین

A = [W−١, X−١][U,E]B٢١(−E−١diag(w١, . . . , wn))B١٢(U
−١V )B٢١(−S)[Y −١, Z−١]

= [W−١U,X−١E]B٢١(−E−١diag(w١, . . . , wn))B١٢(U
−١V )B٢١(−S)[Y −١, Z−١].

داریم: ،∆ روابط (٢) بند از استفاده با پس

A = [W−١UY −١, X−١EZ−١]B٢١(−ZE−١diag(w١, . . . , wn)Y
−١)

B١٢(Y U
−١V Z−١)B٢١(−ZSY −١).

داریم: ،∆ روابط (٢) بند از

[W−١UY −١, X−١EZ−١]B٢١(−ZE−١diag(w١, . . . , wn)Y
−١) =

B٢١(−ZE−١XZE−١diag(w١, . . . , wn)Y
−١W−١UY −١)[W−١UY −١, X−١EZ−١].

پس .W ′ = −ZE−١XZE−١diag(w١, . . . , wn) �دهیم م قرار

A = B٢١(W
′)[W−١UY −١, X−١EZ−١]B١٢(Y U

−١V Z−١)B٢١(−ZSY −١).

داریم: ،B٢١(−W ′) در چپ از فوق عبارت ضرب با

B٢١(−W ′)

(
B D
−In C

)
= [W−١UY −١, X−١EZ−١]B١٢(Y U

−١V Z−١)B٢١(−ZSY −١).

گزاره�ی طبق نتیجه در .−W ′ ∈ GLn(R) که C + (−W ′)D = X−١EZ−١ ∈ GLn(R) بنابراین

است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل Mn(R) ،۴.٢.٢

،R روی n × n ماتریس هر آن�گاه باشد، کامل عنصر زیادی تعداد شامل R اگر .١٢.٢.٢ نتیجه

است. کامل ماتریس ی و وارون�پذیر ماتریس ی مجموع بصورت



٣٩ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که حلقه�های .٢.٢

قبل، قضیه�ی از پس است، عنصرکامل زیادی تعداد شامل R چون .A ∈Mn(R) کنیم فرض برهان.

،AMn(R)+InMn(R) =Mn(R) چون طرف از است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل Mn(R)نیز

A = (−IW ) + بنابراین .A + In ×W = U ∈ GLn(R) که دارد وجود W ∈ K(Mn(R) پس

.U

ست موریتاکانت حلقه آن�گاه باشند، کامل عنصر زیادی تعداد شامل B و A اگر .١٣.٢.٢ قضیه

است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل نیز T =

(
A V
W B

)

،T در که کنیم فرض برهان.

F =

(
b١ n١
m١ b٢

)
, C =

(
c١ n٢
m٢ c٢

)
, D =

(
d١ n
m d٢

)
.

آن�گاه ،FC +D = I٢ اگر

G =

(
F D
−I٢ C

)
=

(
C CF − I٢
I٢ F

)−١
∈ GL٢(T ).

که دارند وجود A−١ اول ستون در x٢, y٢ ∈M و x١, y١ ∈ Aپس

b١x١ + ψ(n١, x٢) + d١y١ + ψ(n, y٢) = ١,

m١x١ + b٢x٢ +my١ + d٢y٢ = ٠, (℘)

−x١ + ψ(٠, x٢) + c١y١ + ψ(n٢, y٢) = ٠,

٠× x١ − x٢ +m٢y١ + c٢y٢ = ٠.

که دارد وجود z١ ∈ A ،۴.٢.٢ گزاره�ی از استفاده با و ،(℘) اول بند به توجه با

b١ + ψ(n١, x٢)z١ + d١y١z١ + ψ(ψn٢, y٢)z١ = u١ ∈ U(A)١و− x١z١ = w١ ∈ K(A).

بنابراین

G


(

١ o
x٢z١ ١

) (
٠ ٠
٠ ٠

)
(
y١z١ ٠
y٢z١ ٠

) (
١ ٠
٠ ١

)
 =


(

u١ n١
m١w١ b٢

) (
d١ n
m d٢

)
(
−w١ ٠
o −١

) (
c١ n٢
m٢ c٢

)
 ∈ GL٢(T ).



۴٠ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

طرف از
(

١ ٠
x٢z١ ١

) (
٠ ٠
٠ ٠

)
(
y١z١ ٠
y٢z١ ٠

) (
١ ٠
٠ ١

)
 =

[(
١ ٠

x٢z١ ١

)
, I٢

]
×B٢١

((
y١z١ ٠
y٢z١ ٠

))
.

پس

G١ =

[(
١ ٠

−m١w١u
−١
١ ١

)
, I٢

]
G

[(
١ ٠

x٢z١ ١

)
, I٢

]
B٢١

((
y١z١ ٠
y٢z١ ٠

))

=


(
u١ n١
٠ b

′

٢

) (
d١ n

m
′

٢ d
′

٢

)
(
−w١ ٠
٠ −١

) (
c١ n٢
m٢ c٢

)
 ∈ GL٢(T ).

که دارند وجود G−١
١ دوم ستون در x′

٢, y
′

٢ ∈ B و x′

١, y
′

١ ∈ N عناصر بنابراین

u١x
′

١ + n١x
′

٢ + d١y
′

١ + ny
′

٢ = ٠,

ϕ(٠, x′

١) + b
′

٢x
′

٢ + ϕ(m
′

٢, y
′

١) + d
′

٢y
′

٢ = ١,

w١x
′

١ + c١y
′

١ + n٢y
′
٢ = ٠, (℘℘)

ϕ(٠, x′

١)− x
′

٢ + ϕ(m٢, y
′

١) + c٢y
′

٢ = ٠.

که دارد وجود z٢ ∈ B ،۴.٢.٢ گزاره�ی از استفاده با و ،(℘℘) دوم بند به باتوجه

b
′

٢ + ϕ(٠, x′

١)z٢ + ϕ(m
′

٢, y
′

١)z٢ + d
′

٢y
′

٢z٢ = u٢ ∈ U(B)١و− x
′

٢z٢ = w٢ ∈ K(B).

داریم: قبل روند مشابه

G١


(
١ x

′

١z٢
٠ ١

) (
٠ ٠
٠ ٠

)
(
٠ y

′

١z٢
٠ y

′

٢

) (
١ ٠
٠ ١

)
 =


(
u١ n١
٠ u٢

) (
d٢ n٢
m

′

٢ d
′

٢

)
(
−w١ ٠
٠ −w٢

) (
c١ n٢
m٢ c٢

)
 .

بنابراین

G٢ = G١

[(
١ x

′

١z٢
٠ ١

)
, I٢

]
B٢١

((
٠ y

′

١z٢
٠ y

′

٢z٢

))
=


(
u١ n١
٠ u٢

) (
d٢ n

m
′

٢ d
′

٢

)
−w١ ٠

٠ −w٢

 (
c١ n٢
m٢ c٢

)
 .

�نویسیم: م سادگ برای



۴١ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که حلقه�های .٢.٢

G٢ = G١[∗, ∗]B٢١(∗).

پس ،G١ = [∗, ∗]G[∗, ∗] چون طرف از

G٢ = G١[∗, ∗]B٢١(∗) = [∗, ∗]G[∗, ∗]B٢١(∗)[∗, ∗]B٢١(∗).

نوشت �توان م ،∆ رابطه (۴) و (٢) بندهای از استفاده با نتیجه در

G٢ = [∗, ∗]G[∗, ∗]B٢١(∗).

بنابراین

[∗, ∗]G[∗, ∗]B٢١(∗) =


(
u١ n
٠ u٢

) (
d٢ n

m
′

٢ d
′

٢

)
(
−w١ ٠
٠ −w٢

) (
c١ n٢
m٢ c٢

)
 ∈ GL٢(T ).

�دهیم م قرار

U =

(
u١ n
٠ u٢

)
, V =

(
d٢ n

m
′

٢ d
′

٢

)
,

(
−w١ ٠
٠ w٢

)
= −dig(w١, w٢), C =

(
c١ n٢
m٢ c٢

)
.

پس

G٢ =

(
U V

−dig(w١, w٢) C

)
.

بطوری�که دارد وجود E ∈ U(T ) ،١٣.٢.١ گزاره�ی به بنا پس ،U ∈ U(T ) چون

[∗, ∗]G[∗, ∗]B٢١(∗) = [U,E]B٢١(−E−١dig(w١, w٢)B١٢[U
−١V ]

که

E =

(
c١ n
m c٢

)
−
(
w١ ٠
٠ w٢

)(
u١ n

′

١
٠ u٢

)−١(
d١ n٢
m

′

٢ d
′

٢

)
∈ U(T و( W = −E−١dig(w١, w٢).

که دارند وجود S ∈ T و F,X, Y, Z ∈ GL٢(T ) پس ،G٢ = [∗, ∗]G[∗, ∗]B٢١(∗) چون طرف از

بنابراین .G٢ = [F,X]G[Y, Z]B٢١(S)

[F,X]G[Y, Z]B٢١(S) = [U,E]B٢١(−E−١dig(w١, w٢))B١٢(U
−١V ).



۴٢ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�های تمیز ـ f حلقه�های .٢

داریم: پس

G = [F−١U,X−١][U,E]B٢١(W )B١٢(U
−١V )B٢١(−S)[Y −١, Z−١]

= [F−١U,X−١E]B٢١(W )B١٢(U
−١V )B٢١(−S)[Y −١, S−١].

داریم: ،△ روابط (٢) بند از استفاده با لذا

G = [F−١UY −١, X−١EZ−١]B٢١(−ZE−١WY −١)B١٢(Y U
−١V Z−١)B٢١(−ZSY −١).

داریم: ، ∆ روابط (٣) بند از

[F−١UY −١, X−١EZ−١]B٢١(−ZE−١WY −١) = B٢١(−X−١WU−١F )[F−١UY −١, X−١EZ−١].

.W ′
= X−١WU−١F �دهیم م قرار

پس

G = B٢١(−W
′
)[F−١UY −١, X−١EZ−١]B١٢(Y U

−١V Z−١)B٢١(−ZSY −١).

داریم: ،B٢١(W
′
) در چپ از فوق عبارت ضرب با

B٢١(W
′
)

(
F D
−I٢ C

)
= [F−١UY −١, X−١EZ−١]B١٢(Y U

−١V Z−١)B٢١(−ZSY −١).

نیز T ،۴.٢.٢ قضیه طبق نتیجه در .W ′ ∈ K(T Cکه( + (W
′
)D = Y −١EZ−١ ∈ U(T ) بنابراین

است. کامل عنصر زیادی تعداد شامل



٣ فصل

تمیز جابجای حلقه�های

۴٣



۴۴ تمیز جابجای حلقه�های .٣

تمیز جابجای حلقه�های ١.٣

�کنیم. م بیان تمیز حلقه�های از مثال�های بخش این در است. دار ی و جابجای Rحلقه�ای فصل این در

نشان همچنین باشد. تمیز حلقه R√٠ اگر تنها و اگر تمیزاست، R حلقه�ی که �دهیم م نشان ادامه در

نیست. تمیز جمله�ای�ها چند حلقه که �دهیم م

گزاره�های و قضایا از توانیم م لذا هستند. معادل تمیز و تمیز ـ f حلقه�های جابجای حلقه�های در

کنیم. استفاده قبل فصل در شده ارائه

است. تمیز حلقه ی ، موضع هرحلقه .١.١.٣ گزاره

x ∈ U(R) ،٢٠.٢.١ قضیه به بنا ،x ∈ R و است موضع حلقه ی (R,M) کنیم فرض برهان.

که x = (x − ١) + ١ آن�گاه ،x ∈ M اگر .x = x + ٠ آن�گاه ،x ∈ U(R) اگر .x ∈ M یا

است. تمیز حلقه R نتیجه در است. تمیز عنصر ی x بنابراین .١ ∈ Id(R) و x− ١ ∈ U(R)

معادلند: زیر شرایط ،R جابجای حلقه برای .٢.١.٣ قضیه

است. موضع R (١)

است. ناپذیر تجزیه و تمیز R (٢)

.e ∈ {٠,١} و u ∈ U(R) که است x = u+ e صورت به x ∈ R عنصر هر (٣)

تجزیه حلقه R اگر زیرا است. ناپذیر تجزیه R پس است، موضع R چون (٢) ⇐= (١) برهان.

چون طرف از .R = I ⊕ J که دارند وجود R از I, J بدیه غیر ایده�آل�های آن�گاه نباشد، ناپذیر

Rکه ⊆M نتیجه در .I, J ⊆M لذا Mدارد. مانند ماکسیمال ایده�آل ی تنها پس است، موضع R

گزاره�ی به بنا پس است، موضع R چون طرف از است. ناپذیر تجزیه R بنابراین است. تناقض این

است. ناپذیر تجزیه و تمیز Rپس است. تمیز R ،١.١.٣

نوشت x = u+eصورت به ��توان م را x ∈ R عنصر هر پس باشد. تمیز R فرضکنیم (٣) ⇐= (٢)



۴۵ تمیز جابجای حلقه�های .١.٣

.Id(R) = {٠,١} ،١۶.٢.١ نتیجه بنابه پس است، ناپذیر Rتجزیه چون .e ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که

که فرضکنیم �گیرد. م قرار J(R) در R از ه ی غیر عنصر هر که دهیم نشان است کاف (١) ⇐= (٣)

.u ∈ U(R) که rx = u+ ١ لذا است. ه ی غیر نیز rx ،r ∈ R هر برای پس باشد. ه ی غیر ،x ∈ R

.x ∈ J(R) ،٢١.٢.١ گزاره�ی به بنا نتیجه در .١− rx = u ∈ U(R) بنابراین

در مشمول R از اول ایده�آل هر هرگاه �نامیم، م pm حلقه ی را R جابجای حلقه .٣.١.٣ تعریف

باشد. بفرد منحصر ماکسیمال ایده�آل ی

باشد. موضع R
P
حلقه ،P اول ایده�آل هر برای اگر است pm ،R حلقه که داد نشان �توان م سادگ به

است. pm حلقه�ی ی R آن�گاه باشد، تمیز R حلقه اگر .۴.١.٣ نتیجه

،٣.١.٢ قضیه (١) بند به بنا پس باشد. R از اول ایده�آل ی P و تمیز R حلقه کنیم فرض برهان.

{٠,١} لذا است. صحیح دامنه R
P

پس است، اول ایده�آل P چون طرف از است. تمیز حلقه ی R
P

ی R بنابراین است. موضع حلقه ی R
P
،٢.١.٣ قضیه طبق نتیجه در هستند. آن خودتوان�های تنها

است. pm حلقه

عنوان به ) باشد مینیمال اول ایده�آل متناه تعداد با جابجای حلقه ی R فرضکنیم .۵.١.٣ قضیه

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در ،( نوتری حلقه مثال،

است. موضع حلقه�های از متناه تعداد حاصلضرب R (١)

است. Rتمیز حلقه (٢)

است. pm حلقه ی R (٣)

پس است. موضع حلقه ی Ri هر که R = R١ × . . .×Rn که کنیم فرض (٢) ⇐= (١) برهان.

است. تمیز حلقه نیز R ،٣.١.٢ گزاره�ی (٢) بند طبق بنابراین هستند. تمیز ها Ri ،١.١.٣ گزاره�ی بنابه

است. ۴.١.٣واضح نتیجه به بنا (٣) ⇐= (٢)



۴۶ تمیز جابجای حلقه�های .٣

است، بفرد منحصر ماکسیمال ایده��آل ی در مشمول R از مینیمال اول ایده�آل هر چون (١) ⇐= (٣)

.Ii = ٠RMi ∩ R کنیم فرض دارد. Mn ، . . . ، M١ مانند ماکسیمال ایده�آل متناه تعداد R پس

.I١ ∩ I٢ ∩ . . . ∩ In = ٠ ،٢۵.٢.١ لم به بنا لذا .Ii =
{
a ∈ R | ∃s ∈ R −Mi; as = ٠

}
پس

هرایده�آل چون .
√
Ii =

√
٠RMi ∩R = ∩

{
P |Miدر مشمول Rمینیمال اول Pایده�آل

}
داریم حال

�موضع حلقه�های ها R

Ii
پس است، منحصربفرد ماکسیمال ایده�آل ی در مشمول R از مینیمال اول

و |Min(R)| <∞ طرف از .Ii ⊆ n اه آن ،R
Ii
از ماکسیمال ایده�آل n

Ii

اگر زیرا ∏هستند.
P∈Min(R)

P⊆Mi

P ⊆
∩

P∈Min(R)
P⊆Mi

P =
√
Ii ⊆ n.

.n =Mi بنابراین .P ⊆ n که دارد وجود P ∈Min(R) اول ایده�آل نتیجه در

ایده�آل پس خلف). (فرض
√
Ii +

√
Ij ̸= R کنیم فرض هستند. متباین Iiها �دهیم م نشان حال

که دارد وجود m مانند ∩ماکسیمال
p∈Min(R)

p⊆Mi

P =
√
Ii ⊆

√
Ii +

√
Ij ⊆ m.

طرف از .m =Mi ∩لذا
p∈Min(R)

p⊆Mj

P =
√
Ij ⊆

√
Ii +

√
Ij ⊆ m.

دو Iiها لذا .
√
Ii +

√
Ij = R بنابراین است. تناقض که Mi = Mj بنابراین .m = Mj نتیجه در

R حلقه نتیجه در .R ∼=
R

I١
× · · · × R

In
داریم، ١٧.٢.١ نتیجه طبق بنابراین هستند. متباین دو به

است. �موضع حلقه�های از متناه تعداد حاصلضرب

این�صورت در باشد. خودتوان e ∈ R و جابجای حلقه ی R کنیم فرض .۶.١.٣ لم

و u ∈ U(R) که e = u+ f اگر .e = (٢e− ١) + (١− e) و ١− e ∈ Id(R) ،٢e− ١ ∈ U(R)

.f = ١− e و u = ٢e− ١ آن�گاه ،f ∈ Id(R)

پس ،١ − e ∈ M یا e ∈ M چون باشد. R از ماکسیمال ایده�آل ی M کنیم فرض برهان.



۴٧ تمیز جابجای حلقه�های .١.٣

.e = (٢e− ١) + (١− e) و ١− e ∈ Id(R) درنتیجه .٢e− ١ ∈ U(R) لذا .٢e− ١ /∈M

بنابراین .f ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که e = u+ f که کنیم فرض

e = u+ f =⇒ ef = e(ef) = (u+ f)ef = uef + ef =⇒ uef = ٠.

لذا .ef = ٠ پس ،u ∈ U(R) چون

و ٠ = ef = (u+ f)f = uf + f =⇒ f = −uf

e = e٢ = (u+ f)e = ue+ fe = ue =⇒ ue = e = u+ f = u− uf = u(١− f).

.f = ١− e نتیجه در .e = ١− f پس ،u ∈ U(R) طرف از

خودتوان عنصر هر بطوری�که S ⊆ Id(R) اگر باشد. جابجای حلقه ی R کنیم فرض .٧.١.٣ لم

.S = Id(R) آن�گاه ،e ∈ S و u ∈ U(R) که نوشت x = u+ e صورت به بتوان را x ∈ R

u ∈ U(R) که ١−f = u+eفرض بنابه لذا .١−f ∈ Id(R)پس .f ∈ Id(R) فرضکنیم برهان.

.Id(R) ⊆ S لذا و f ∈ S بنابراین .e = ١− (١−f) = f ،۶.١.٣ لم به بنا پس .e ∈ S ⊆ Id(R) و

.Id(R) = S نتیجه در

معادلند: زیر گزاره�های ،R جابجای حلقه برای .٨.١.٣ قضیه

است. موضع حلقه�های از متناه تعداد مستقیم حاصلضرب R (١)

تعداد حاصلضرب که است تمیزی حلقه R معادلا یا است، خودتوان متناه تعداد با تمیز Rحلقه (٢)

است. ناپذیر تجزیه حلقه�های از متناه

بتوان را x ∈ R عنصر هر بطوری�که دارند وجود R های خودتوان از {e١, . . . , en} متناه مجموعه (٣)

.ei ∈ {e١, e٢, . . . , en} و u ∈ U(R) که نوشت x = u+ ei صورت به



۴٨ تمیز جابجای حلقه�های .٣

است. موضع حلقه Ri هر که R = R١ × R٢ × . . . × Rs که کنیم فرض :(٢) ⇐= (١) برهان.

تمیز حلقه نیز R ،٣.١.٢ گزاره (٢) بند بنابه لذا هستند. تمیز حلقه�های ها Ri ،١.١.٣ گزاره بنابه پس

است.

است. واضح ،٢.١.٣ نتیجه به بنا :(٣) ⇐= (٢)

x = u+ei صورت به �توان م را x ∈ R عنصر هر و {e١, e٢, . . . , en} ⊆ Id(R) چون :(١) ⇐= (٣)

.Id(R) = {e١, e٢, . . . , en} ،٧.١.٣ لم به بنا پس ،ei ∈ {e١, e٢, . . . , en} و u ∈ U(R) که نوشت

حلقه�ای R فرض بنابه طرف از است. ناپذیر تجزیه Ri هر که R ∼= R١ × R٢ × · · · × Rs بنابراین

قضیه به بنا نتیجه در هستند. تمیز حلقه�های نیز Riها ،٣.١.٢ گزاره�ی (٢) بند بنابه پس است، تمیز

هستند. موضع حلقه�های �Riها ،٢.١.٣

اگر تنها و اگر است، تمیز حلقه R این�صورت در باشد. جابجای حلقه R کنیم فرض .٩.١.٣ قضیه

باشد. تمیز حلقه R√٠

است. تمیز حلقه نیز R√٠ ،٣.١.٢ گزاره�ی به بنا بنابراین باشد. تمیز حلقه R کنیم فرض :⇐= برهان.

خودتوان هر همچنین باشد. ه ی ی x اگر تنها و اگر است، ه ی ی x ∈ R√٠ ،x ∈ R برای :=⇒

�یابد. م انتقال R از خودتوان ی به R از

و u ∈ U(R) که x = u + e فرض بنابه بنابراین .x ∈ R =
R√٠ پس ،x ∈ R کنیم فرض

.x− f = x− e = uپس یابد. انتقال f مانند R از خودتوان ی به e که کنیم فرض .e ∈ Id(R)

تمیز حلقه R بنابراین است. تمیز عنصر ی x = (x − f) + f نتیجه در .x − f ∈ U(R) لذا

است.

است. تمیز R آن�گاه باشد، منظم نیومن فون جابجای حلقه ی R اگر .١٠.١.٣ قضیه

که دارد وجود y ∈ R پس است، منظم نیومن فون حلقه R چون .x ∈ R که کنیم فرض برهان.

و e = xy ∈ Id(R) که نوشت x = ue صورت به �توان م را x لذا .x = xyx



۴٩ تمیز جابجای حلقه�های .١.٣

داریم: حال .(u−١ = ye+ ١− e) u = (xe+ ١− e) ∈ U(R)

x = ue− (١− e) + (١− e)

.(١− e) ∈ Id(R) و (v−١ = e− ١+ u−١e)v = ue− (١− e) ∈ U(R) که

است. تمیز R حلقه نتیجه در است. تمیز x ∈ R لذا

باشد: ناصفر و جابجای حلقه�ای R کنیم فرض .١١.١.٣ تعریف

چون عبارت ( الف

p٠ ⊂ p١ ⊂ . . . ⊂ pn

این طول �نامیم. م R اول ایده�آل�های از زنجیره ی هستند، R اول ایده�آل�های pn, . . . , p٠ آن در که

است. آن در موجود اول ایده�آل�های تعداد از کمتر ی یعن ،⊂ علامات تعداد زنجیره

با برابر را R بعد ( ب

sup
{
n ∈ N٠ : باشد داشته اولRوجود ایده�آل�های از n طول به زنجیره�ای

}
این�صورت غیر در و باشد، داشته بالا کران ترین کوچ فوق مجموعه ه براین مشروط �کنیم م تعریف

�دهیم. م نشان dimR با را R بعد �نامیم. م ∞ را آن

است. تمیز حلقه ی باشد، صفر آن بعد که جابجای حلقه هر .١٢.١.٣ نتیجه

پس ،dimR = ٠ چون .dimR = ٠ که باشد جابجای حلقه ی R کنیم فرض برهان.

منظم نیومن فون حلقه ی معادلا یا صفر بعد با یافته تقلیل حلقه ی R√٠ نتیجه در .dim R√٠ = ٠

حلقه نیز R ،٩.١.٣ قضیه به بنا لذا و است تمیز حلقه ی R√٠ ،١٠.١.٣ قضیه طبق بنابراین است.

است. تمیز

نیست. تمیز حلقه R[X] این��صورت در باشد. جابجای حلقه ی R کنیم فرض .١٣.١.٣ گزاره



۵٠ تمیز جابجای حلقه�های .٣

١ + x = (e٠ + e١x) + (b٠ + کنیم فرض �گیریم. م نظر در R[X] در را ١ + x عنصر برهان.

R[x] در ه ی ی b٠ + b١x و خودتوان عنصر ی e٠ + e١x که b١x) = (e٠ + b٠) + (e١ + b١)x

که دارد وجود m ∈ N پس است. پوچ�توان b١ و b٠ ∈ U(R) ،١٨.٢.١ قضیه به بنا پس باشد.

طرفین .(e١+ b١)m+٢ = ٠ بنابراین .e٢١ = پس٠ است، خودتوان e٠+e١x چون طرف از .bm١ = ٠

داریم: پس �رسانیم. م m+ ٢ توان به را ١+ x = (e٠ + b٠) + (e١ + b١)x تساوی

١+ · · ·+ xm+٢ = (e٠ + b٠) + · · ·+ (e٠ + b٠)(e١ + b١)
m+١xm+١.

نیست. تمیز R[x] حلقه�ی لذا و نیست تمیز ١+ xپس است. تناقض ی این که

کنیم فرض .R = K[[X,Y ]] و باشد میدان ی K کنیم فرض .١۴.١.٣ مثال

نیست. تمیز Rsحلقه این�صورت در .S = R− {(X) ∪ (Y )}

است. آن ماکسیمال ایده�آل (X,Y ) که است موضع حلقه ی R پس است، میدان K چون حل.

لذا . Y ∤ f, g و X ∤ f, g پس .f, g ∈ S کنیم فرض است. تمیز حلقه R ،١.١.٣ گزاره�ی طبق لذا

.X ∤ fg بنابراین .fg = X(hXm+ hn+ em)) + en نتیجه در .g = Xm+ n و f = Xh+ e

مجموعه ی S نتیجه در .١ ∈ S همچنین .fg ∈ S پس است. برقرار نیز Y ∤ f, g برای مشابه بطور

است. بسته ضرب

Rs لذا است. صحیح دامنه Rپس است، میدان K چون است. PID ی Rs که �دهیم م نشان حال

J و I بوضوح .f, g ∈ Rs و باشد J = (Y g) و I = (Xf) کنیم فرض است. صحیح دامنه نیز

J = (Y g) و I = (Xf) صورت به Rs سره ایده�آل�های که �کنیم م ادعا حال هستند. Rs ایده�آل�های

و K ∩ S ̸= ∅ این�صورت در نباشد. برابر J و I با که باشد Rs از ایده�آل K کنیم فرض است.

پس ،(X) ∩ S = ∅ و (X) ∈ spec(R) طرف از است. PID ی Rs نتیجه در .K = Rs لذا

ایده�آل دو ،Rs بنابراین .(
Y

١ ) ∈ spec(Rs) مشابه بطور .(
X

١ ) ∈ spec(Rs) ،١٢.٢.١ قضیه طبق

همچنین هستند. Rs ماکسیمال ایده�آل�های (
Y

١ ) و (
X

١ ) پس است، PID Rsی چون دارد. اول



۵١ تمیز جابجای حلقه�های .١.٣

تمیز حلقه Rs اما است. ناپذیر تجزیه حلقه ی Rs ،١۶.٢.١ نتیجه به بنا پس .Id(Rs) = {٠,١}

�شود م موضع ،٢.١.٣ قضیه به بنا باشد، نیز تمیز اگر پس است، ناپذیر تجزیه حلقه Rs چون نیست.

نیست. تمیز حلقه Rs بنابراین دارد. ماکسیمال ایده�آل دو Rs زیرا است. تناقض این که

نیست. تمیز همیشه تمیز، حلقه ی از سازی موضع که دریافتیم بالا مثال از



۵٢ تمیز جابجای حلقه�های .٣

نمود رابررس تمیز حلقه�های �توان م که ری دی روش�های ٢.٣

،R = U(R) ∪ Id(R) این�صورت در باشد. جابجای حلقه ی R کنیم فرض .١.٢.٣ قضیه

باشد. بول حلقه ی یا میدان ی R اگر تنها و اگر

است. واضح =⇒ برهان.

،m ∈ M هر برای M؛ ⊆ Id(R) پس باشد. R از ماکسیمال ایده�آل ی M کنیم فرض ⇐=

ایده�آل ی فقط دارای R اگر است. میدان ی RM پس .m١ =
٠
١ ،RM در لذا و (١−m)m = ٠

کنیم فرض حال بود. خواهد میدان R لذا و R ∼= RM حالت این در آن�گاه Mباشد، مانند ماکسیمال

عنصر هر که R

MN
≃ R

M
× R

N
پس باشد. داشته N و M مانند متمایز ماکسیمال ایده�آل دو R که

خودتوان لذا و نیست ه ی (x,٠) ∈ R

M
× R

N
پس .x ∈ R

M
کنیم فرض است. خودتوان یا ه ی آن

است، میدان ی RM چون طرف از . R
M

≃ Z٢ درنتیجه است. خودتوان نیز x ∈ R

M
بنابراین است.

است. بول حلقه ی R بنابراین .RM ≃ RM

MM
≃ R

M
≃ Z٢ پس

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. جابجای حلقه ی R کنیم فرض .٢.٢.٣ گزاره

است. تمیز R حلقه (١)

.i ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که دارد x = u− i صورت به نمایش x ∈ R عنصر هر (٢)

.i ∈ Id(R) و u ∈ U(R) ∪ {٠} که دارد x = u+ i صورت به نمایش x ∈ R عنصر هر (٣)

i ∈ Id(R). و u ∈ U(R) ∪ {٠} که دارد x = u− i صورت به نمایش x ∈ R عنصر هر (۴)

.i ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که −x = u+ i �دهیم م قرار .x ∈ R کنیم فرض :(٢) ⇐= (١) برهان.

.i ∈ Id(R) و −u ∈ U(R) که x = (−u)− i بنابراین

.i ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که −x = u − i فرض به بنا پس .x ∈ R کنیم فرض :(١) ⇐= (٢)

.i ∈ Id(R) و −u ∈ U(R) که x = (−u) + i بنابراین



۵٣ نمود رابررس تمیز حلقه�های �توان م که ری دی روش�های .٢.٣

�شود. م اثبات (١) ⇐⇒ (٢) مشابه (۴) ⇐⇒ (٣)

است. واضح (٣) ⇐⇒ (١)

.٢ ∈ U(R) و دارد ماکسیمال ایده�آل دو دقیقا که باشد جابجای حلقه R کنیم فرض .٣.٢.٣ گزاره

و u ∈ U(R) که دارد x = u − e یا x = u + e صورت به نمایش ،x ∈ R هر این�صورت در

.e ∈ Id(R)

،x ∈ U(R) اگر .x ∈ R کنیم فرض باشند. R ماکسیمال ایده�آل�های M٢ و M١ کنیم فرض برهان.

x+ ١ = u١ آن�گاه ،x ∈M١ ∩M٢ ∈ J(R) اگر .٠ ∈ Id(R) و x ∈ U(R) که x = x+ ٠ آن�گاه

فرض حال .١ ∈ Id(R) و u١, u٢ ∈ U(R) که x = u١ − ١ = u٢ + ١ بنابراین .x − ١ = u٢ و

پس .x − ١, x + ١ ∈ M٢ که کنیم فرض .x − ١, x + ١ /∈ M١ پس .x ∈ M١ −M٢ که کنیم

x−١, x+١ /∈M٢ نتیجه در تناقضدارد. بافرض که x ∈M٢ لذا .٢x = (x−١)+(x+١) ∈M٢

و u ∈ U(R) که x = u − ١ یا x = u + ١ بنابراین .x + ١ ∈ U(R) یا x − ١ ∈ U(R) لذا و

برای نتیجه در شود. م اثبات قبل روند مشابه x ∈M٢−M١ که حالت برای همچنین .١ ∈ Id(R)

.e ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که x = u+ e یا x = u− e ،x ∈ R هر

این�صورت در .R = Z(٣) ∩Z(۵) =

{
a

b
| a, b ∈ Z, b ̸= ٠ ٣و ∤ b,۵ ∤ b

}
کنیم فرض .۴.٢.٣ مثال

.e ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که نوشت x = u+e یا x = u−eصورت به �توان م را x ∈ R عنصر هر

نیست. تمیز حلقه R اما

و است Z(٣) ماکسیمال ایده�آل تنها M١ =

{
a

b
| a ∈< ٣ >, b ̸= ٠ ٣و ∤ b

}
که �دانیم م حل.

داریم: پس است. Z۵ ماکسیمال ایده�آل تنها M٢ =

{
a

b
| a ∈< ۵ >, b ̸= ٠ ۵و ∤ b

}
و I = R ∩M١ =

{
a

b
| a ∈< ٣ >, b ̸= ٠ ٣و ∤ b,۵ ∤ b

}
.J = R ∩M٢ =

{
a

b
| a ∈< ۵ >, b ̸= ٠ ٣و ∤ b,۵ ∤ b

}
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نباشد. ماکسیمال ایده��آل I که کنیم فرض ( (فرضخلف .Max(R) = {I, J} که �کنیم م ادعا حال

.٣ ∤ aپس دارد. وجود a
b
∈ N − I نتیجه در I ⊊ N . که دارد وجود N مانند ماکسیمال ایده�آل پس

و b.a
b
∈ N پس ،a

b
∈ N (چون am + ٣n = ١ که دارند وجود m,n ∈ Z پس .(٣, a) = ١ لذا

برقرار هم J برای مشابه بطور است. تناقض این که I = R یعن ،١ ∈ N پس .( ٣ ∈ N طرف از

است.

پس .a
b
∈ R−(I∪J) فرضکنیم هستند. R ماکسیمال ایده�آل�های تنها J و I که �دهیم م نشان حال

است. وارون�پذیر J و I از خارج عضو هر پس . b
a
∈ R لذا .(b,١۵) = ١ طرف از .(a,١۵) = ١

گزاره�ی طبق پس ،٢ ∈ U(R) و دارد ماکسیمال ایده�آل دو دقیقا R چون است. حاصل نتیجه بنابراین

.e ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که نوشت x = u−e یا x = u+eبصورت �توان م را آن عنصر هر ،٣.٢.٣

به بنا پس .Id(R) = {٠,١} لذا است. صحیح دامنه نیز Rپس است، صحیح دامنه Z چون طرف از

آن�گاه باشد، نیز تمیز R اگر زیرا نیست. تمیز حلقه R اما است. ناپذیر تجزیه حلقه R ،١۶.٢.١ نتیجه

نیست. تمیز حلقه Rپس است. تناقض این که �شود م موضع ،٢.١.٣ قضیه به بنا

R در شری غیر اول عناصر همه مجموعه {pα} و باشد UFD ی R کنیم فرض .۵.٢.٣ گزاره

صورت به نمایش x ∈ R عنصر هر صورت این در .pα ∤ pβ − ١ که بطوری باشد

.ei ∈ {٠,١} و ui ∈ U(R) که دارد x = (u١ + e١) . . . (un + en)

UFD ی R چون طرف از .pβ = uβ + ١ بنابراین .pβ − ١ = uβ پس ،pα ∤ pβ − ١ چون برهان.

از حاصل�ضرب صورت به �توان م را آن ه ی غیر ناصفر عنصر هر نتیجه در .ei ∈ {٠,١} پس است،

نوشت. uβ + ١ و ه ی ی

صورت به نمایش ،x ∈ R عنصر هر صورت این در .R = Z(٣) ∩ Z(۵) کنیم فرض .۶.٢.٣ مثال

.ei ∈ {٠,١} و ui ∈ U(R) که دارد x = (u١ + e١) . . . (un + en)

ی R که �دهیم م نشان حال .ei ∈ {٠,١} و است صحیح دامنه R که داریم ،۴.٢.٣ مثال از حل.



۵۵ نمود رابررس تمیز حلقه�های �توان م که ری دی روش�های .٢.٣

آن�گاه ،٣ | m اگر . ۵ | m یا ٣ | m پس نباشد. وارون�پذیر m
n

∈ R که کنیم فرض است. UFD

آن�گاه ١۵ | m اگر و m
n

= (
۵
١ .
t١
s١

) . . . (
۵
١ .
tm
sm

) آن�گاه ،۵ | m اگر .m
n

= (
٣
١ .
t١
s١

) . . . (
٣
١ .
tn
sn

)

�دهیم م قرار هستند. وارون�پذیر عناصری ti
si

که m

n
= (

٣
١ .
t١
s١

) . . . (
٣
١ .
tn
sn

)(
۵
١ .
tn+١
sn+١

) . . . (
۵
١ .
tm
sm

)

m,n ∈ Z چون طرف از هستند. تحویل�ناپذیر عناصری p′i و pi پس .(۵١ .
ti
si
) = p

′
i و (

٣
١ .
ti
si
) = pi

در . ۵١ ∤
٣
١ − ١ و ٣

١ ∤
۵
١ − ١ همچنین است. UFD ی R بنابراین تاست. ی تجزیه این پس ،

x = (u١ + e١) . . . (un + en) بصورت توان م را x ∈ R عنصر هر ،۵.٢.٣ گزاره�ی بنابه نتیجه

نیست. تمیز حلقه R که داریم ،۴.٢.٣ مثال از اما .ui ∈ U(R) و ei ∈ {٠,١} که نوشت

و باشند خودتوان e, f ∈ R اگر باشد. جابجای حلقه ی R کنیم فرض .٧.٢.٣ لم

.e = f آن�گاه ،e− f ∈ J(R)

پس است، R از ایده�آل J(R) چون .e− f ∈ J(R) کنیم فرض برهان.

f(١−e) = پس٠ است، خودتوان عنصری f(١−e) طرف از .f(١−e) = (e−f)(e−١) ∈ J(R)

.f−e ∈ J(R) همچنین .f = ef بنابراین .( است صفر عنصر ،J(R) در خودتوان عنصر تنها زیرا )

بنابراین .e = ef داریم قبل روند مشابه لذا

e− f = ef − ef = ٠ =⇒ e = f

صورت به بفردی منحصر نمایش x ∈ R هر هرگاه �نامیم، م تا ی تمیز را R حلقه .٨.٢.٣ تعریف

.i ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که باشد داشته x = u+ i

. R
M

∼= Z٢ ،R Mاز ماکسیمال ایده�آل هر برای و باشد جابجای حلقه Rی فرضکنیم .٩.٢.٣ قضیه

نمایش این آن�گاه ،i ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که باشد داشته x = u+ iصورت به نمایش x ∈ R اگر

است. فرد به منحصر
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فرض .e١, e٢ ∈ Id(R) و u١, u٢ ∈ U(R) که x = u١+ e١ = u٢+ e٢ ،x ∈ Rکنیم فرض برهان.

ه�های ی u١, u٢ که u١ + e١ = u٢ + e٢ ،
R

M
∼= Z٢ در پس باشد. R از ماکسیمال ایده�آل M کنیم

.e١ = e٢ ،٧.٢.٣ لم بنابه لذا و e١ − e٢ ∈M پس .e١ = e٢ نتیجه در .u١ = u٢ لذا هستند. Z٢ در

.u١ = u٢ بنابراین

. R
M

∼= Z٢ اگر وتنها اگر تاست، ی تمیز (R,M) موضع حلقه .١٠.٢.٣ نتیجه

تاست. ی تمیز R ،٩.٢.٣ قضیه بنابه ⇐= برهان.

u+ ١ = (u+ ١) + ٠ صورت این غیر در زیرا .u+ ١ /∈ U(R) پس .u ∈ U(R) کنیم فرض =⇒

نتیجه در دارد. وجود خودتوان ی و ه ی ی از جمع حاصل صورت به u+ ١ برای نمایش دو که

تصویری R از صفر غیر عنصر هر چون طرف از .u+ ١ = ٠ ،R =
R

M
در بنابراین .(u+ ١) ∈M

دو دقیقا R نتیجه در .x + ١ = ٠ ،٠ ̸= x ∈ R هر برای که میدان R پس است، R از ه ی ی از

.R ∼= Z٢ بنابراین و دارد. عضو

باشد. جابجای حلقه ی R کنیم فرض .١١.٢.٣ قضیه

هر اگر تنها و اگر تاست، ی تمیز {Rα} جابجای حلقه�های از R =
∏
Rα مستقیم حاصلضرب (١)

باشد. تا ی تمیز Rα

باشد. تا ی تمیز R√٠ اگر تنها و اگر تاست، ی تمیز R حلقه (٢)

باشد. تا ی تمیز R[[X]] اگر تنها و اگر تاست، ی تمیز R حلقه (٣)

�شود. م اثبات ،٣.١.٢ ی گزاره (٢) بند مشابه برهان.١)

حلقه ی نیز R =
R√٠ ،٩.١.٣ قضیه به بنا پس باشد. تا ی تمیز حلقه ی R که کنیم فرض :⇐= (٢)

که x = u١ + e١ = u٢ + e٢ ،x ∈ R کنیم فرض �کنیم. م ثابت را تابودن ی حال است. تمیز

fi ∈ Id(R) باشد. e١ ̸= e٢ که کنیم خلف)فرض (فرض .e١, e٢ ∈ Id(R) و u١, u٢ ∈ U(R)



۵٧ نمود رابررس تمیز حلقه�های �توان م که ری دی روش�های .٢.٣

نتیجه در .x− fi = ui ∈ U(R) پس .f١ ̸= f٢ بنابراین .fi = ei که �کنیم م انتخاب طوری را

هستند x ی برا متفاوت نمایش دو که x = v١ + f١ = v٢ + f٢ بنابراین .vi = x− fi ∈ U(R)

است. حاصل نتیجه بنابراین .u١ = u٢ نتیجه در .e١ = e٢ لذا دارد. تناقض R بودن تا ی با این که

حلقه ی R ،٩.١.٣ قضیه به بنا پس باشد. تا ی تمیز حلقه ی R =
R√٠ که کنیم فرض :=⇒

و u١, u٢ ∈ U(R) که x = u١ + e١ = u٢ + e٢ ،x ∈ R هر برای که کنیم فرض است. تمیز

.e١ = e٢ پس تاست، ی تمیز حلقه ی R چون .x = u١+ e١ = u٢+ e٢ پس .e١, e٢ ∈ Id(R)

حلقه R بنابراین .u١ = u٢ پس .e١ = e٢ ،٧.٢.٣ لم بنابه نتیجه در .e١− e٢ ∈
√٠ ⊆ J(R) لذا

تاست. ی تمیز

از بفرد منحصر جمع حاصل آن عنصر هر پس باشد، تا ی تمیز حلقه R[[X]] کنیم فرض :=⇒ (٣)

R بنابراین است. چنین نیز R[[X]] از R حلقه زیر عناصر بنابراین است. خودتوان ی و ه ی ی

تاست. ی تمیز حلقه نیز

که u١ + e١ = u٢ + e٢ ،R[[X]] در که کنیم فرض تاست. ی تمیز حلقه ی R کنیم فرض :⇐=

.e١, e٢ ∈ Id(R) پس ،Id(R) = Id(R[[X]]) چون .e١, e٢ ∈ R[[X]] و u١, u٢ ∈ U(R[[X]])

و e١ = e٢ پس .e١, e٢ ∈ Id(R) و u(٠)١, u(٠)٢ ∈ U(R) که u(٠)١ + e١ = u(٠)٢ + e٢ لذا

تاست. ی تمیز حلقه R[[X]] بنابراین .u١ = u٢ نتیجه در .u(٠)١ = u(٠)٢

زیر گزاره�های این�صورت در .dimR = ٠ و باشد جابجای حلقه ی R کنیم فرض .١٢.٢.٣ قضیه

معادلند:

تاست. ی تمیز R حلقه (١)

است. بول حلقه R√٠ (٢)

. R
M

∼= Z٢ ،R از M ماکسیمال ایده�آل هر برای (٣)



۵٨ تمیز جابجای حلقه�های .٣

نیز R√٠ ،١١.٢.٣ قضیه بنابه پس تاست، ی تمیز حلقه ی R فرض بنابه :(٢) ⇐= (١) برهان.

حلقه ی R√٠ پس است. صفر بعد با یافته تقلیل حلقه ی R√٠ طرف از . تاست ی تمیز حلقه ی

ی ، R منظم نیومن فون تای ی تمیز حلقه که کنیم ثابت است کاف بنابراین است. منظم نیومن فون

است، نیومن فون R حلقه چون .u ∈ U(R) که x = u+ ١ ،x ∈ R کنیم فرض است. بول حلقه

x = x− (١− ax) + (١− ax) داریم حال .x = xax = ax٢ بطوری�که دارد وجود a ∈ Rپس

آن�گاه ،x ∈ M و باشد R حلقه از ماکسیمال ایده�آل ی M (اگر x − (١ − ax) ∈ U(R) که

x−(١−ax) /∈M نتیجه در .١−ax ∈M لذا .ax /∈M آن�گاه ،x /∈M اگر و x−(١−ax) /∈M

پس تاست، ی تمیز حلقه ی R چون .(١ − ax) ∈ Id(R) لذا .(١ − ax)٢ = (١ − ax) و (

در u + ١ = ٠ بنابراین .x = ax٢ = ٠ پس .ax = ٠ لذا .١ − ax = ١ و x − (١ − ax) = u

به �توان م را x ∈ R هر پس است، منظم نیومن فون R حلقه چون طرف از .U(R) = {١} نتیجه

لذا .x = e · ١ = e ،U(R) = {١} چون .e ∈ Id(R) و u ∈ U(R) که نوشت x = eu صورت

است. بول حلقه ی R

پس ،dimR = ٠ چون باشد. R حلقه از ماکسیمال ایده�آل ی M کنیم فرض :(٣) ⇐= (٢)

پس است، بول حلقه ی R√٠ چون طرف از است. ماکسیمال ایده�آ�ل ی R حلقه اول ایده�آل هر

در .x(x − ١) ∈
√٠ = ∩M لذا .(x +

√٢(٠ = x٢ +
√٠ = x +

√٠ ،x ∈ R هر برای

است. اول ایده�آل M پس است، ماکسیمال ایده�آل M ه این به توجه با .x(x − ١) ∈ M نتیجه

آن�گاه ،x − ١ ∈ M اگر و x +M = M آن�گاه ،x ∈ M اگر .x − ١ ∈ M یا x ∈ M بنابراین

. R
M

∼= Z٢ نتیجه در .x+M = ١+M یعن .x− ١+M =M

است. واضح ،٩.٢.٣ قضیه بنابه :(١) ⇐= (٣)
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Abstract
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(
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