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ھد
ریاض علوم ده دانش کاربردی ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی حسین محمد اینجانبسید

، گراف�ها در ین�کمان رن احاطه�گری خصوص در نتایج عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، اه دانش
�شوم: م متعهد راد جعفری نادر دکتر راهنمای تحت

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، ر دی پژوهش�های نتایج از استفاده در •

در امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا

شاهرود اه دانش “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصل نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
�گردد. م رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است،

(یا یافته دسترس افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده)

ی مد دیماه۹۲ید

ر ق و ج تا ت مال
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
نحو به باید مطلب این �باشد. م شاهرود اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض

�باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
اختصار به (یا ین�کمان رن ٢-احاطه�گری تابع ی f : V (G) → P ({١,٢}) تابع ،G دلخواه گراف برای
باشیم داشته ،f(v) = ∅ که به�طوری v ∈ V (G)رأس هر برای هرگاه �شود، م نامیده Gگراف برای (2RDF

صورت به ،w(f) نمادگذاری با ،f ین�کمان رن ٢-احاطه�گری تابع ی وزن .
∪

u∈N(v) f(u) = {١,٢}
چنین همه�ی میان از G گراف 2RDF ی وزن کمترین .w(f) =

∑
v∈V (G) |f(v)| است شده تعریف ذیل

�شود. م داده نشان γr٢(G) با و شده نامیده G گراف ین�کمان رن ٢-احاطه�گری عدد ، توابع
فصل در �کنیم. م بیان را گراف�ها نظریه�ی در نیاز مورد قضیه�های و تعاریف پایان�نامه، این نخست فصل در
�دهیم. م ارایه خورشید گراف�های و دورها مسیرها، ین�کمان رن ٢-احاطه�گری عدد برای دقیق مقادیر ،٢
GP (n, k) یافته�ی توسعه پترسن گراف�های ین�کمان رن ٢-احاطه�گری عدد برای کران تعدادی همچنین،
و �کنیم م مطالعه را گراف�ها در ین�کمان رن ٢-احاطه�گری برای بحران مفهوم ،٣ فصل در �کنیم. م ارایه
٢-احاطه�گری گراف�های و بحران ( (یال رأس ین�کمان رن ٢-احاطه�گری گراف�های برای طبقه�بندی ی
بالای و پایین کران چندین ۴ فصل در آخر، در �آوریم. م به�دست ابربحران ( (یال رأس ین�کمان رن
٢-احاطه�گری بین ارتباط براین، علاوه �کنیم. م ارایه دلخواه گراف ی �γr٢ی برای (دقیق) دسترس در

�کنیم. م مطالعه را گراف�ها در احاطه�گری از ری دی نوع با ین�کمان رن

کلیدی: کلمات
ین�کمان رن احاطه�گری احاطه�گری، عدد احاطه�گری،
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٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گراف ١.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خورشید ١.٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . GP (۵,٢) ٢.٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . GP (۵,٢) ٣.٢

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . GP (۵,٢) ۴.٢

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . GP (۵,٢) ۵.٢

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . GP (۵,٢) ۶.٢
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٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .P (١۶,٣) برای ١۵ وزن با 2RDF ی ١٧.٢
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۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T درخت ۵.٣
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١ فصل

گراف مقدمات قضایای و تعاریف

تاریخچه� ١.١

است، مطرح موضوع تاریخچه�ی به�عنوان آن�چه لذا است، احاطه�گری انواع از ی ین�کمان رن احاطه�گری
آغاز ترکیبیات و گراف به�خصوص و ریاضیات عالم در قبل سال ١۵٠ حدود که است احاطه�گری تاریخچه�ی
صفحه�ی ی دادن پوشش برای بعد، به� ١٨۶٢ سال�های حدود یانیش١ امثال که پرسش�های ابتدا، �گردد. م
موضوع بنای سن کردند، مطرح این�دست، از مسایل و وزیر مهره�های حداقل به�وسیله�ی n× n شطرنج
١٩۵٨ در �شد. نم برده احاطه�گری از نام مشخص، به�طور چند هر گردید. گراف�ها در احاطه�گری به�نام
امروزه که �کند م معرف را بیرون پایداری عدد �نویسد، م گراف�ها نظریه�ی مورد در که کتاب در برگ٢ کلود
معرف را احاطه�گری عدد و گراف ی احاطه�گر مجموعه�ی ار٣ ١٩۶٢ در �شناسیم. م احاطه�گری عدد به�نام
مسأله�ی ی به�عنوان آن�چه اما است. گرفته قرار مطالعه مورد زیادی افراد توسط امروز به تا احاطه�گری کرد.
در شد. زده ویزین توسط ١٩۶٨ سال در که است حدس است، مطرح احاطه�گری در مهم نشده�ی حل
از خاص رده�ی �توان م ، ین�کمان رن احاطه�گری به�وسیله�ی که دادند نشان رال۵ و هارتنل۴ اخیر، سال�های

کرد. طبقه�بندی را ویزین حدس رابطه�ی در صادق گراف�های

١Jaenicsh
٢Claude Berge
٣Ore
۴Hartnell
۵Rall

١



٢ گراف مقدمات قضایای و تعاریف .١

مقدمه ٢.١

است. شده اتخاذ [١] از است شده آورده منبع ذکر بدون گراف�ها نظریه�ی مقدمات تعاریف از آن�چه

گراف: .١.٢.١ تعریف
هرگاه: گوییم، G گراف را (V (G), E(G), ψG) مرتب سه�تای ی

گوییم. گراف رأس�های آن�را اعضای که باشد ناته مجموعه�ای V (G) (i
�گیریم. م نظر در گراف یال�های آن�را عناصر و باشد V (G) از مجزا مجموعه�ای E(G) (ii

الزاما که V (G) از رأس دو E(G) از یال هر به که به�طوری باشد، V (G) به E(G) از وقوع تابع ی ψG (iii
�دهد. م اختصاص نیستند، متمایز

،e یال �گوییم م آن�گاه ،(ψG(e) = uv دهد(یعن اختصاص را v و u رأس دو e یال به ψG تابع اگر
و �نامیم م e یال سر) (دو انتهای دو را v و u رأس�های و است کرده متصل ر �دی ی به را v و u رأس دو

است. واقع v و u رأس�های روی بر e یال س، برع و هستند واقع e یال بر v و u رأس�های �گوییم، م
نمادهای ، سادگ برای دهیم. نمایش گرافی صورت به �توانیم م را (V (G), E(G), ψG) مرتب سه�تای
�دهیم. م نشان (V,E)به�صورت گرافGرا و �نویسیم Eم و V به�صورت به�ترتیب، گاه E(G)را و V (G)

گوییم. G گراف مرتبه��۶ را V (G) مجموعه�ی اعضای تعداد

E(G) = {e١, e٢, e٣, e۴, e۵, e۶} و V (G) = {a, b, c, d} آن در Gکه = (V (G), E(G), ψG)گراف .٢.٢.١ مثال
زیر گرافی نمایش دارای ψG(e٢) = ab, ψG(e٣) = bc, ψG(e۴) = ψG(e۵) = cd, ψG(e۶) = ad و

است.

.... a. ..b

.

..

c .

..

d

G گراف :١.١ ل ش

:٧ متناه گراف .٣.٢.١ تعریف
رأس�های تعداد گوییم. متناه گراف را باشد متناه آن یال�های مجموعه�ی و رأس�ها مجموعه�ي که گراف
گراف را باشد ١ مرتبه�ی از یعن باشد، داشته رأس ی فقط که گراف و گوییم گراف مرتبه�ی را گراف ی
گراف را باشد نداشته یال هیچ که گراف هم�چنین، گوییم. ٩ غیربدیه گراف را گراف�ها سایر و ٨ بدیه

گوییم. ١٠ ته

۶order
٧finite graph
٨trivial graph
٩nontrivial graph
١٠empty graph



٣ مقدمه .٢.١

بر که یال دو و مجاور١١ رأس دو را باشند واقع مشترک یال ی روی بر که رأس دو گراف، ی در
مشترک یال ی بر غیرواقع های رأس هم�چنین، گوییم. مجاور یال دو را باشند واقع مشترک رأس ی روی
یال ی هستند. غیرمجاور یال�های و غیرمجاور رأس�های به�ترتیب مشترک، رأس ی بر غیرواقع یال�های و
رأس دو بین اگر گوییم. پیوندی١٣ یال را متمایز انتهای دو با یال ی و طوقه١٢ را سان ی انتهای دو با
طوقه فاقد که گراف گوییم. موازی١۴ را یال�ها آن باشد، داشته وجود یال ی از بیش گراف، ی از مشخص
ساده و متناه گراف گراف، از منظور پایان�نامه، این در گوییم. ساده١۵ گراف را باشد موازی یال�های و

است.

باز١۶: همسای .۴.٢.١ تعریف
از است عبارت و �دهیم م نشان N(v) با را v ∈ V (G) رأس هر باز همسای ،G گراف در

N(v) = {u ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}.

از است عبارت و داده نشان N [v] با نیز را v ∈ V (G) رأس ی بسته١٧ همسای ،G گراف ی در
همسای ،G گراف رأس�های مجموعه از S زیرمجموعه�ی ی به�ازای هم�چنین، .N [v] = NG(v) ∪ {v}

به�صورت نیز G در S بسته�ی همسای و �کنیم م تعریف N(S) =
∪

v∈S N(v) به�صورت را G در S باز
�شود. م تعریف N [S] = N(S) ∪ S

رأس: درجه�١٨ی .۵.٢.١ تعریف
نمایش deg(v) یا degG(v) نماد با و گوییم رأس آن درجه��ی را v ∈ V (G) رأس ی بر واقع یال�های تعداد

گوییم. k−منظم گراف را است k آن رأس هر درجه�ی که گراف �دهیم. م

طوقه هر و داده (G)∆نمایش نماد با آن�را بیشترین و δ(G) نماد با را Gگراف رأس�های درجه�ی کمترین
�شماریم. م یال دو به�عنوان را

.
∑

v∈V (G) deg(v) = ٢|E| داریم G گراف هر در ([١] . مورت و (باندی .۶.٢.١ قضیه

کامل١٩: گراف .٧.٢.١ تعریف
از کامل گراف ی گوییم. کامل گراف را باشد داشته وجود یال ی آن، رأس دو هر بین که ساده�ای گراف

�دهیم. م نشان Kn با را n مرتبه�ی

همان نیز K١ گراف است. n − ١ با برابر آن رأس هر درجه�ی که �آید برم Kn کامل گراف تعریف از
است. بدیه گراف

١١adjacent
١٢loop
١٣link
١۴parallel
١۵simple graph
١۶open neighborhood
١٧closed neighborhood
١٨degree
١٩complete graph



۴ گراف مقدمات قضایای و تعاریف .١

:٢٠ دوبخش گراف .٨.٢.١ تعریف
بین گراف، از یال هر که به�طوری کنیم، تقسیم بخش دو به را گراف ی رأس�های مجموعه�ی بتوانیم اگر

گوییم. دوبخش را گراف آن�گاه باشد، ر دی بخش از رأس و بخش ی از رأس

را باشد موجود یال ی ر، دی بخش رأس هر به بخش ی رأس هر از آن، در که دوبخش گراف ی
رأس n و m دارای به�ترتیب آن بخش�های هرگاه �دهیم م نشان Km,n نماد با و گوییم کامل دوبخش گراف

باشند.

مل٢١: م گراف .٩.٢.١ تعریف
ر �دی ی به را غیرمجاور رأس دو هر و کرده حذف را E یال�های اگر �گیریم. م نظر در را G = (V,E)گراف

�دهیم. م نشان Ḡ با و نامیده G مل م گراف را حاصل گراف کنیم، وصل

زیرگراف٢٢: .١٠.٢.١ تعریف
با .ψH = ψG E(H) و E(H) ⊆ E(G) ،V (H) ⊆ V (G) هرگاه �گوییم، م G زیرگراف را H گراف
را H و باشد V (H) ̸= V (G) هرگاه گوییم G ٢٣ی زیرگرافسره� را H است، G از زیرگراف H آن�که فرض

باشد. V (H) = V (G) هرگاه گوییم G٢۴ فراگیر زیرگراف

:٢۵ القای زیرگراف .١١.٢.١ تعریف
رأس�های مجموعه با G از زیرگراف آن�گاه ،V ′ ̸= ∅ و V ′ ⊆ V اگر �گیریم. م نظر در را G = (V,E)گراف
V ′ توسط شده القا زیرگراف را باشد V ′ در آن�ها انتهای دو هر که E(G) یال�های از زیرمجموعه�ای و V ′

�دهیم. م نمایش G[V ′] با و �نامیم م

�دهیم. م نمایش نیز G− V ′ با را G[V \V ′] القای زیرگراف

:٢۶ یال القای زیرگراف .١٢.٢.١ تعریف
مجموعه�ی با G از زیرگراف آن�گاه ،E′ ̸= ∅ و E′ ⊆ E اگر �گیریم. م نظر در را G = (V,E) گراف
G[E′] با و �نامیم م E′ به�وسیله�ی شده القا زیرگراف را E′ یال�های مجموعه و E′ یال�های سر دو رأس�های

�دهیم. م نمایش

افزودن با که گراف مشابه، به�طور و �دهیم م نمایش نیز G − E′ با را G[E\E′] یال القای زیرگراف
�دهیم. م نمایش نیز G+ E′ با را �آید م به�دست G گراف به E′ یال�های مجموعه

مجزا٢٧: زیرگراف�های .١٣.٢.١ تعریف
ترتیب، به�همین گوییم. مجزا زیرگراف�های را ندارند مشترک رأس هیچ که گراف ی از زیرگراف�های

گوییم. یال�مجزا٢٨ زیرگراف�های را ندارند مشترک یال هیچ که گراف ی از زیرگراف�های
٢٠bipartite graph
٢١complement graph
٢٢subgraph
٢٣proper
٢۴spanning
٢۵induced subgraph
٢۶edge induced subgraph
٢٧disjoint subgraphs
٢٨edge-disjoint



۵ مقدمه .٢.١

مشترک رأس ٢ حداقل یال-مجزا، غیر زیرگراف دو هر و هستند نیز یال-مجزا مجزا، زیرگراف دو هر پس
دارند.

مستقل٢٩: مجموعه�ی .١۴.٢.١ تعریف
از مستقل مجموعه�ی ی نیستند، مجاور G در آن رأس دو هیچ که را V (G) مجموعه�ی از S زیرمجموعه�ی

�نامیم. م G گراف

زیرگراف٣٠: دو اشتراک و اجتماع .١۵.٢.١ تعریف
با است زیرگراف ،H ′ و H زیرگراف دو اجتماع �گیریم. م نظر در را G گراف از H ′ و H زیرگراف�های
داده نمایش H ∪H ′ نماد با و E(H) ∪ E(H ′) یال�های مجموعه و V (H) ∪ V (H ′) رأس�های مجموعه

.H +H ′ بنویسیم H ∪H ′ به�جای �توانیم م باشند، مجزا H ′ و Hاگر �شود. م

و V (H) ∩ V (H ′) آن رأس�های مجموعه� که زیرگراف آن�گاه نباشند، مجزا H ′ و H زیرگراف�های اگر
H ∩ H ′ نماد با و �نامیم م H ′ و H زیرگراف دو اشتراک را است E(H) ∩ E(H ′) آن یال�های مجموعه

�دهیم. م نمایش

گراف�ها٣١: ریخت ی .١۶.٢.١ تعریف
φ : E(G) → و θ : V (G) → V (H) دوسوی اشت�های ن هرگاه گوییم، ریخت ی را H و G گراف دو

باشیم: داشته که به�طوری باشند، داشته وجود E(H)

ریخت ی ی را (θ, φ)اشت ن زوج این�صورت، در .ψH(φ(e)) = θ(u)θ(v) اگر تنها و اگر ψG(e) = uv

�دهیم. م نشان G ≃ H صورت به را ر �دی ی با H و G گراف�های بودن ریخت ی ��نامیم. م H و G بین

هر گوییم. برگ٣٢ را ی درجه��ی با رأس هر ،G ̸≃ K٢ که به�طوری G مانند دلخواه گراف ی در
گوییم. پشتیبان٣٣ رأس را، برگ ی همسایه�ی

دور٣۴: و مسیر گذرگاه، گشت، .١٧.٢.١ تعریف
آن جملات که به�طوری است، w = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk متناه ناصفر دنباله�ی ،G گراف از گشت ی
انتهای دو viو vi−١ رأس�های ،vi−١eivi هر به�ازای و باشد ١ ≤ i ≤ k و بوده یال�ها و رأس�ها از میان در ی
را، رأس�ها بقیه و انتها و ابتدا رأس�های به�ترتیب را vk و v٠ و نامیده w گشت طول را k عدد باشند. ei یال

�نامیم. م w داخل رأس�های
گشت در vk تا v٠ رأس�های اگر و گذرگاه ی w باشند، متمایز ر �دی ی از w گشت در ek تا e١ یال�های اگر
از رأس�ها تمام ، گشت در اگر که است واضح است. vk به v٠ از مسیر ی w باشند، متمایز ر �دی ی از w
�باشد. م نیز گذرگاه ی مسیر هر بنابراین متمایزند، ر �دی ی از نیز یال�ها تمام باشند،آن�گاه متمایز ر �دی ی

است. دور ی مسیر آن باشند، ی مسیر ی انتهای و ابتدا رأس�های اگر
٢٩independent set
٣٠union and intersection of two graphs
٣١isomorphism of graphs
٣٢leaf
٣٣support vertex
٣۴walk, trail, path and cycle



۶ گراف مقدمات قضایای و تعاریف .١

همبند٣۵: گراف .١٨.٢.١ تعریف
است. همبند گراف ی G آن�گاه کرد، پیدا مسیری بتوان G مانند گراف رأس�های از رأس دو هر بین هرگاه

است. گراف آن همبندی مؤلفه�ی ی آن همبند زیرگراف هر دلخواه، گراف هر برای
�دهیم. م نمایش T با و شده نامیده درخت٣۶ باشد، نداشته دور) (زیرگراف دوری هیچ که همبندی گراف

آویزان٣٧:[٩] یال .١٩.٢.١ تعریف
ی کردن اضافه با باشد.) ی درجه�ی با رأس آن، سر (ی است. واقع ی درجه�ی با رأس ی بر که یال

�یابند. م افزایش واحد ی کدام هر گراف، آن یال�های تعداد و مرتبه گراف، ی از رأس ی به آویزان یال

همبند:[٩] گراف ی تاج٣٨ .٢٠.٢.١ تعریف
H گراف تاج �آید. م به�دست گراف آن تاج کنیم، اضافه آویزان یال ی همبند، گراف ی از رأس هر به اگر

�شود. م داده نشان cor(H) به�صورت

ستاره٣٩:[٩] .٢١.٢.١ تعریف
همان یا S١,k نماد با و �گویند م ستاره را K١,k دوبخش گراف ی با ریخت ی درخت ی k ≥ ١ هر برای

�شود. م داده نمایش K١,k نماد

فاصله۴٠: .٢٢.٢.١ تعریف
بین فاصله�ی است. موجود G در آن�ها بین مسیر ی حداقل که هستند Gگراف از رأس دو v و u فرضکنیم
dG(u, v) با را G گراف در v و u بین فاصله�ی است. v به u از مسیر کوتاه�ترین طول ،G گراف در v و u

�دهیم. م نشان d(u, v) با خلاصه�تر به�طور یا
بود. خواهد نامتناه d(u, v) تعریف، به بنا باشد نداشته وجود مسیری v به u از اگر

تعاریف به توجه با گوییم. گراف آن قطر۴١ را گراف ی رأس�های از رأس دو بین فاصله�ی بیشترین
است. درخت قطر درخت، ی در طول بیشترین با مسیر گراف، قطر و درخت

.|E(T )| = |V (T )| − ١ داریم T درخت هر برای ([١] . مورت و (باندی .٢٣.٢.١ قضیه

وتری۴٢:[٩] گراف .٢۴.٢.١ تعریف
نباشد. ۴ حداقل طول به القای دور هیچ شامل که گراف

گراف:[٩] ی احاطه�گر۴٣ مجموعه�ی .٢۵.٢.١ تعریف
رأس هر �ازای به که به�طوری است V (G) از زیرمجموعه�ای ،G گراف ی برای S احاطه�گر مجموعه�ی ی

باشد. E(G) از یال ی uv که باشد موجود u ∈ S رأس ی v ∈ V (G)\S
٣۵connected graph
٣۶tree
٣٧pendant edge
٣٨corona
٣٩star
۴٠distance
۴١diameter
۴٢chordal graph
۴٣Dominating set



٧ مقدمه .٢.١

احاطه�گری۴۴:[٩] عدد .٢۶.٢.١ تعریف
γ(G) با را آن و است G احاطه�گر مجموعه�ی ترین کوچ اعضای تعداد با برابر G گراف احاطه�گری عدد

�دهیم. م نشان

.٢٧.٢.١ مثال
γ(Kn) = ١

کنیم: تعریف زیر صورت به G گراف رأس�های روی را f تابع اگر
f : V (G) → P ({١})

باشیم داشته f(v) = ∅ که v رأس هر ازای ∪به
u∈N(v)

f(u) = {١}

روی معمول احاطه�گری تایع ی را f آن�گاه شود)، احاطه همسایه�هایش به�وسیله�ی vرأس ر، دی عبارت (به
�نامیم. م G گراف رأس�های

u ∈ S هر برای احاطه�گر، مجموعه�ی ی به�عنوان S انتخاب فرض با چون هستند معادل فوق تعریف دو
.f(v) = ∅ ،v ∈ V (G)\S هر برای و f(u) = {١} داد قرار �توان م

هم�چنین . w٠(f) =
∑

v∈V (G)|f(v)| �کنیم م تعریف و داده نشان w٠(f) را f معمول احاطه�گری تابع وزن
است. معمول احاطه�گری تابع ی f تابع هر که γ(G) =Minfw٠(f) که است واضح

آن ریاض نماد با تر کوچ دامنه�ی ی به تابع ی تحدید پایان�نامه، این کل در که است ذکر به لازم
�شود. م دیده g H به�صورت H زیردامنه�ی به g تابع تحدید مثال، عنوان به است. شده داده نشان

۴۴domination number





٢ فصل

از رده�های روی ین�کمان رن ٢�احاطه�گری
گراف�ها

مقدمه ١.٢

:١ ین�کمان رن احاطه�گری −k تابع .١.١.٢ تعریف
هرگاه �گوییم، م G گراف روی ین�کمان رن k−احاطه�گری تابع ی را f : V (G) → P ({١, . . . , k}) تابع

باشیم داشته ،f(v) = ∅ که v ∈ V (G) رأس هر برای

∪
u∈N(v)

f(u) = {١, . . . , k}

.

صورت به تابع چنین وزن آن تعریف با متناظر باشد، ین�کمان رن احاطه�گری −k تابع ی f اگر
با که G گراف ین�کمان رن احاطه�گری −k عدد �شود. م داده نشان W با و است

∑
v∈V (G) |f(v)|

است: زیر صورت به �شود م داده نمایش γrk(G)
γrk(G) =Minf

∑
v∈V (G)

|f(v)|

است. ین�کمان رن احاطه�گری −k تابع ی f درآن که
به�ازای که است ذکر به لازم �دهیم. م نمایش kRDF با مختصر طور به را ین�کمان رن احاطه�گر −k تابع هر
برقراری همسایه�هایش، به�وسیله�ی v ∈ V (G)رأس ی احاطه�شدن از منظور ،Gگراف ی روی kRDF هر

باشیم داشته توجه هم�چنین، �باشد. م
∪

u∈N(v) f(u) = {١, . . . , k} رابطه�ی
f(N(v)) = {f(u) : u ∈ N(v)}

و
f(N [V ]) = {f(u) : u ∈ N [v]}.

روی را توابع این اثر فصل، این در �کنیم. م بررس k = ٢ برای ویژه به�طور را مذکور توابع تحقیق، این در
�بینیم: م گراف�ها از زیر رده�های

١k-rainbow domination function

٩



١٠ گراف�ها از رده�های روی ین�کمان رن ٢-احاطه�گری .٢

یافته توسعه پترسن پ)گراف�های ب)خورشیدها، دورها، و مسیرها الف)

�کنیم: م تعریف زیر در را خورشید گراف ،١ فصل از وتری گراف ی تعریف آوردن یاد به� با

خورشید٢: .٢.١.٢ تعریف
مجموعه�ی هرگاه �دهیم، م نشان Sn نماد با و گوییم خورشید را (n ≥ ٣) رأس ٢n روی وتری گراف ی
به�طوری باشد، U = {u١, u٢, . . . , un} Wو = {w١, w٢, . . . , wn}مجموعه�ی دو به افراز قابل آن رأس�های
i ≡ j + ١ یا i = j اگر تنها و اگر wj رأس با باشد مجاور ui رأس و باشد مستقل مجموعه�ای W که

.(mod n)

باشد)، کامل گراف Sn[U ]) کند ایجاد کامل گراف ی U مجموعه�ی ،Sn تعریفخورشید در اگر البته
ل ش و S۴ خورشید ی چپ، سمت ل (١.٢).ش ل�های ش گوییم. ٣ کامل خورشید را حاصل گراف آن�گاه

�دهد. م نشان را S۴ کامل خورشید ی راست، سمت

.................

خورشید :١.٢ ل ش

معرف ۴ ینس وات به�وسیله�ی بار اولین برای که �بینیم م را گراف�ها از ری دی رده�ی تعریف پایین، در
شدند.

یافته۵: توسعه پترسن گراف .٣.١.٢ تعریف
رأس، (n ≥ ٢(٣n روی است گراف ،P (n, k) یافته�ی توسعه پترسن گراف ،١ ≤ k ≤ n − ١ هر به�ازای

و V (P (n, k)) = {ui, vi : ٠ ≤ i ≤ n− ١} که به�طوری
.E(P (n, k)) = {uiui+١, uivi, vivi+k : ٠ ≤ i ≤ n− ١ هستند n پیمانه�ی به اندیس�ها {و

گنجانده نیز هم” به نسبت k و n بودن ”اول شرط ،P (n, k) یافته�ی توسعه پترسن گراف تعریف در اگر
داده نمایش GP (n, k) نماد با که �آید م به�دست یافته توسعه پترسن گراف�های از زیررده�ای آن�گاه شود،
همین است، آمده یافته توسعه پترسن گراف برای ا۶ زلین به�وسیله�ی که زیر تعریف است واضح �شوند. م

�کند. م مشخص را یافته توسعه پترسن گراف�های از زیررده
٢Sun
٣complete sun
۴Watkins
۵generalized Petersen graph
۶Zelinka
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C ′
n و Cn کنیم فرض و k < n که به�طوری باشند اول هم به نسبت طبیع اعداد k و n ≥ ٣ کنیم فرض

همراه به i = ١, . . . , n − ١ که uiui+١ و Cn رأس�های u١, u١, . . . , un و باشند n طول به� مجزا دور دو
است n پیمانه�ی به i+ k و i = ١, . . . , n− ١ که vivi+k و C ′

n رأس�های v١, . . . , vn و Cn یال�های unu١
آن�گاه باشد. C ′

n یال�های

GP (n, k) = Cn ∪ C ′
n ∪ {uivi : ١ ≤ i ≤ n}.

�شود. م دیده (٢.٢) ل ش در که است مشهور پترسن گراف همان GP (۵,٢) مثال، به�عنوان

...........
GP (۵,٢) :٢.٢ ل ش

دورها و مسیرها ٢.٢

[٢] .١.٢.٢ گزاره

γr٢(Pn) =
⌊n
٢
⌋
+ ١

�کنیم: م تعریف زیر صورت به� را f : V (Pn) → P ({١,٢}) تابع برهان.
�دهیم م قرار ١ ≤ i ≤ n− ١ که به�طوری i هر برای ،n ≡ ٢یا٠ (mod ۴) اگر

f(vi) =


{١} i ≡ ١ (mod ۴)
{٢} i ≡ ٣ (mod ۴)
∅ o.w

�دهیم م قرار vn برای و

f(vn) = {١}

f لذا f(vi−١) ̸= f(vi+١) و |f(vi−١)| = |f(vi+١)| = ١ داریم f(vi) = ∅ که به�طوری vi رأس هر برای
ت مجموعه�ی ی و ∅ میان، در ی صورت به رأس�ها روی f چون است. Pn رأس�های روی 2RDF ی

بنابراین ،vn رأس به�استثنای �شود م تعریف عضوی

w(f) =
n

٢ + |f(vn)| =
n

٢ + ١

.w(f) = ⌊n٢ ⌋+ ١ پس است زوج n چون و
�دهیم م قرار ١ ≤ i ≤ n که به�طوری i هر برای ،n ≡ ٣یا١ (mod ۴) اگر

f(vi) =


{١} i ≡ ١ (mod ۴)
{٢} i ≡ ٣ (mod ۴)
∅ o.w
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ی و ∅ میان در ی صورت به رأس�ها روی و است 2RDF ی f ، قبل حالت مشابه نیز این�جا در
در .f(vn) ̸= ∅ و f(v١) ̸= ∅ و فرد عددی n ر، دی طرف از و �شود م تعریف عضوی ت مجموعه�ی
نشان ابتدا اثبات، ادامه�ی برای .γr٢(Pn) ≤ ⌊n٢ ⌋ + ١ پس .w(f) = n−١

٢ + ١ = ⌊n٢ ⌋ + ١ داریم نتیجه
از رأس اگر است. |h(v)| ≤ ١ شرط دارای v ∈ V (Pn) هر برای ،Pn روی h مانند γr٢−تابع هر �دهیم م
داریم h بودن γr٢−تابع و مسیر تعریف از آن�گاه ،h(vi) = ∅ که به�طوری باشد داشته وجود vi مانند V (Pn)

h(vi−١) = h(vi+١) = ∅

حال، بود.) نخواهد بهینه h این�صورت غیر� در چون باشد مسیر انتهای رأس �تواند نم vi که داریم (توجه
بنابراین است) رأس٢ هر (درجه�ی �کند �م ( ین�کمان (رن احاطه را vi+١ و vi−١ رأس�های فقط vi رأس چون

کرد: تعریف زیر به�صورت مذکور رأس�های روی را h �توان م

h(vi−١) = {١}, h(vi) = ∅, h(vi+١) = {٢}.

داریم Pn از vi رأس هر و Pn روی h مانند γr٢−تابع هر برای پس

|h(vi)| ≤ ١.

w(g) < w(f)که به�طوری کرد تعریف Pn روی g مانند 2RDF ی �توان م پس نباشد، γr٢−تابع ی f اگر
درجه�ی چون این�صورت، در اما .g(vi) = g(vi+١) = ∅ باشیم داشته vi رأس ی برای باید منظور این وبرای
است. تناقض واین w(f) ≤ w(g) بنابراین .g(vi−١) = g(vi+٢) = {١,٢} داریم است، ٢ رأس�ها همه�ی

است. Pn رأس�های روی γr٢−تابع ی f لذا

داریم n ≥ ٣ برای [٢]و[٣] .٢.٢.٢ گزاره

γr٢(Cn) =
⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋

�کنیم: م تعریف آن روی زیر صورت به را f و گرفته نظر در v١v٢ . . . vnv١ صورت به� را Cn دور برهان.

f(vi) =


{١} i ≡ ١ (mod ۴)
{٢} i ≡ ٣ (mod ۴)
∅ o.w

�کنیم م تعریف زیر صورت به را g : V (Cn) → P ({١,٢}) تابع ،n ≡ ٢ (mod ۴) اگر ، این
�دهیم م قرار ١ ≤ i ≤ n− ١ که به�طوری i هر برای

g(vi) = f(vi)

�دهیم م قرار vn رأس برای و

g(vn) = {٢}

رأس�های روی 2RDF ی g لذا g(vi−١) ̸= g(vi+١) و |g(vi−١)| = |g(vi+١)| = ١ آن�گاه g(vi) = ∅ اگر
بنابراین ⌈n۴ ⌉ − ⌊n۴ ⌋ = ١ و ⌊n٢ ⌋ = n

٢ داریم n ≡ ٢ (mod ۴) چون .w(g) = n
٢ + ١ و است Cn

w(g) =
⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋
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�کنیم: م تعریف زیر صورت به را g : V (Cn) → P ({١,٢}) تابع ،n ̸≡ ٢ (mod ۴) اگر و
�دهیم م قرار ١ ≤ i ≤ n که به�طوری i هر برای

g(vi) = f(vi)

داریم ،n عدد بودن فرد ان ام و g تعریف به توجه با است. 2RDF ی g نیز این�جا در قبل، حالت مشابه و
n ≡ ٣یا١ (mod ۴) اگر .⌈n٢ ⌉ = ⌊n٢ ⌋ و ⌈n۴ ⌉ − ⌊n۴ ⌋ = ٠ آن�گاه n ≡ ٠ (mod ۴) اگر .w(g) = ⌈n٢ ⌉

داریم n ̸≡ ٢ (mod ۴) برای بنابراین .⌈n٢ ⌉ = ⌊n٢ ⌋+ ١ و ⌈n۴ ⌉ − ⌊n۴ ⌋ = ١ آن�گاه

w(g) =
⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋

داریم n هر ازای به� پس

γr٢(Cn) ≤
⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋

.
.γr٢(Cn) ≥ ⌊n٢ ⌋+ ⌈n۴ ⌉ − ⌊n۴ ⌋ شود ثابت است کاف ، این

رأس ی حداقل آن�گاه باشد Cn برای تابع) −γr٢ (ی بهینه ین�کمان رن احاطه�گر −٢ تابع ی f اگر
ر، دی طرف از است. Cn−x برای 2RDF ی f |Cn−x صورت این در .f(x) = ∅ که هست x ∈ V (Cn)

بنابراین �باشد. م Pn−١ همان Cn − x

γr٢(Pn−١) ≤ γr٢(Cn)

داریم ١.٢.٢ گزاره به وبنا

γr٢(Cn) ≥
⌊n− ١

٢
⌋
+ ١

�کنیم: م ثابت را م ح حالت هر در و گرفته نظر در را زیر حالات ۴ پیمانه� به n مقدار به توجه با
صورت این� در .n = ۴k که به�طوری دارد وجود k ∈ Zپس n ≡ ٠ (mod ۴) −n⌋الف) ١

٢
⌋
+ ١ =

⌊
٢k − ١

٢
⌋
+ ١ = ٢k (١.٢)⌈n

۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋
= ٠ =⇒

⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋
= ٢k (٢.٢)

داریم (٢.٢) و (١.٢) روابط از

γr٢(Cn) ≥
⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋

صورت این در .n = ۴k + ١ که به�طوری دارد وجود k ∈ Zپس n ≡ ١ (mod ۴) −n⌋ب) ١
٢

⌋
+ ١ = ٢k + ١ (٣.٢)⌈n

۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋
= k + ١− k = ١ =⇒

⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋
= ٢k + ١ (۴.٢)

داریم (۴.٢) و (٣.٢) روابط از

γr٢(Cn) ≥
⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋
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صورت این� در .n = ۴k + ٣ که به�طوری دارد وجود k ∈ Zپس n ≡ ٣ (mod ۴) −n⌋پ) ١
٢

⌋
+ ١ = ٢k + ٢ (۵.٢)⌈n

۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋
= k + ١− k = ١ =⇒

⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋
= ٢k + ٢ (۶.٢)

داریم (۶.٢) و (۵.٢) روابط از
γr٢(Cn) ≥

⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋

�کنیم: م عمل زیر صورت به n ≡ ٢ (mod ۴) حالت در م ح اثبات برای
f(x) = {١,٢} که باشد داشته Cnوجود از x چون رأس اگر Cnباشد. برای γr٢−تابع ی f �کنیم فرضم

آن�گاه

w(f) = ٢+ γr٢(Pn−٣) = ٢+
⌊n− ٣

٢
⌋
+ ١ = ٢+

⌊۴k − ١
٢

⌋
+ ١

= ٢+ (٢k − ١) + ١ =
n

٢ + ١ =
⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋

n ≡ ٢ (mod هرگاه(۴

حداقل ،Cn از v و u مجاور رأس زوج هر ازای به آن�گاه f(v) ≤ ١ باشیم داشته v ∈ Cn هر ازای به اگر و
این برای ر، دی طرف از و w(f) ≥ n

٢ نتیجه در �شوند. م برده ته غیر مقدار به f تحت آن�ها از ی
که به�طوری دارند وجود مشترک همسایه�ی ی با y و x رأس دو آن�گاه w(f) = n

٢ باشیم داشته اگر ها n
n ≡ ٢ برای نتیجه در .w(f) ≥ n

٢ + ١ پس دارد تناقض f بودن 2RDF با این و f(x) = f(y) ̸= ∅

داریم (mod ۴)
w(f) ≥

⌊n
٢
⌋
+
⌈n
۴
⌉
−
⌊n
۴
⌋

.w(f) ≥ ⌊n٢ ⌋+ ⌈n۴ ⌉ − ⌊n۴ ⌋ حالت هر در که شد ثابت لذا

خورشیدها ٣.٢

γr٢(Sn) = n داریم n ≥ ٣ برای [٢] .١.٣.٢ گزاره

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با را f : V (Sn) → P ({١,٢}) تابع برهان.
�دهیم م قرار i ≡ ٠ (mod ٢) اگر و f(wi) = {١} �دهیم م قرار i ≡ ١ (mod ٢) اگر زوج، های n برای
i ≡ ٠ اگر فرد، های n برای �دهیم. م اختصاص را ∅ (U رأس�های (یعن رأس�ها بقیه�ی به و f(wi) = {٢}
٣ ≤ i ≤ n− ٢ برای i ≡ ١ (mod ٢) اگر ،f(wi) = {٢} �دهیم م قرار ٢ ≤ i ≤ n− ١ برای (mod ٢)
اختصاص ∅ رأس�ها بقیه�ی به و f(un) = {١,٢} �دهیم م قرار un رأس برای ،f(wi) = {١} �دهیم م قرار

.γr٢(Sn) ≤ w(f) = n لذا است. Sn روی 2RDF ی f این�صورت در �دهیم. م
فرض �گیریم. م Sn روی γr٢−تابع ی را f منظور، این برای .γr٢(Sn) ≥ n دهیم نشان است کاف اکنون
.W ′′ =W\W ′ �دهیم م قرار .f(wi) ̸= ∅ که به�طوری باشد، wi رأس�های از Wمجموعه�ای ′ ⊆W �کنیم م
داریم w ∈W ′′ رأس هر برای این�صورت، غیر در .γr٢(Sn) ≥

∑n
i=١ |f(wi)| ≥ n آن�گاه ،W ′ =W اگر

داریم متمایز j و i هر برای خورشید، گراف تعریف از است). 2RDF ی f f(N(W(چون )) = {١,٢}
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باید W ′′ از رأس هر (یعن N(wi) ⊂ U داریم ١ ≤ i ≤ n هر به�ازای چون .|N(wi) ∩ N(wj)| ≤ ١
.
∑

u∈U |f(u)| ≥ |W ′′| بنابراین شود) احاطه U رأس�های به�وسیله�ی
این�رو از

.γr٢(Sn) ≥ |W ′|+
∑

u∈U |f(u)| ≥ |W ′|+ |W ′′| = |W | = n

یافته توسعه پترسن گراف�های ۴.٢

داریم GP (n, k) یافته توسعه پترسن گراف هر برای [٢] .١.۴.٢ گزاره

γr٢(GP (n, k)) ≤ n

به توجه با بیابیم. GP (n, k) برای n وزن به 2RDF ی است کاف اثبات برای که است روشن برهان.
�گیریم: م نظر در را زیر کل حالت دو k مقدار

باشد. kفرد حالت١.
�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با را f : V (GP (n, k)) → P ({١,٢}) تابع

،ui ∈ V (GP (n, k)) هر برای

f(ui) =

{
∅ باشد فرد i اگر
{١} باشد زوج i اگر

،vi ∈ V (GP (n, k)) هر برای

f(vi) =

{
{٢} باشد فرد i اگر
∅ باشد زوج i اگر

f(uj+١) = {١} و f(vj) = {٢} آن�گاه است) فرد j (بنابراین f(uj) = ∅ و uj ∈ Cn اگر این�صورت، در
f(uj) = {١} آن�گاه است) زوج j (بنابراین f(vj) = ∅ و vj ∈ C ′

n اگر و
∪

x∈N [uj ]
f(x) = {١,٢} لذا

اگر پس است n پیمانه�ی به j + k چون ر دی طرف از است. فرد j + k پس زوج، j و است فرد k چون و
فرد ،n پیمانه�ی به j + k زوج، های n برای آن�گاه j + k ≥ n اگر و f(vj+k) = {٢} آن�گاه j + k < n

.f(vj+k) = {٢} پس است
و است شده قید قضیه اثبات از بعد ادعا این دلیل است. نادرست اثبات حالت، این در فرد های n برای

است. شده نوشته آن درست روش هم�چنین،
باشد. زوج k حالت٢.

هر برای که �کنیم م تعریف به�گونه�ای را f حالت این در است. فرد n هستند، اول هم به نسبت k و n چون
باشد f(vi) = {٢} آن�گاه f(vi) ̸= ∅ اگر �کنیم م فرض به�علاوه، .f(ui) ̸= ∅ اگر تنها و اگر f(vi) = ∅ ،i
است فرد n که این و GP (n, k) تعریف به باتوجه و ترتیب این به و f(ui) = {١} آن�گاه f(ui) ̸= ∅ اگر و
به توجه با و کنیم مشخص را f(vi) ،i هر برای است کاف f تعریف برای .w(f) = n داشت: خواهیم

�شوند. م مشخص f مقادیر سایر فوق توضیحات
تعریف زیر صورت به را f ، ik ≤ d که i هر برای باشد. d = ⌊nk ⌋ باشدو ١ ≤ i ≤ n و i ∈ N کنیم فرض
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�کنیم: م
�دهیم: م قرار باشد، زوج ⌊ i−١k ⌋ اگر

f(vi) =

{
{٢} باشد فرد i هرگاه
∅ باشد زوج i هرگاه

.f(vk) = ∅ و f(v١) = {٢} مثال، به�عنوان
�دهیم: م قرار باشد، فرد ⌊ i−١k ⌋ اگر

f(vi) =

{
∅ باشد فرد i هرگاه
{٢} باشد زوج i هرگاه

زیر حالات ، ik > d که vi رأس�های روی f تعریف برای .f(v٢k) = {٢} و f(vk+١) = ∅ مثال، به�عنوان
�گیریم: م نظر در را

نشده�اند. مقدارده C ′
n دور از رأس ٣ دقیقا حالت این در که n ≡ ٣ (mod ۴) (١.٢

.n = dk + ٣ لذا .d = ⌊nk ⌋ =
n−٣
k داریم n− ٣ ≡ ٠ (mod ۴) از

.f(vdk+٢) = {٢} و f(vdk+١) = f(vdk+٣) = ∅ �دهیم: م قرار حال

طبق بنابراین ⌊dk−١k ⌋ = ⌊dk−٢k ⌋ چون باشند ∅ �توانند نم دو هر f(vdk−١) و f(vdk) که �کنیم م توجه
است. {٢} با برابر f(vdk−١) یا f(vdk) مقادیر از ی ،٢ حالت در f تعریف

باشد. فرد d و n ≡ ١ (mod ۴) (٢.٢
.n = dk + ١ لذا .⌊nk ⌋ = d = n−١

k �گیریم م نتیجه n− ١ ≡ ٠ (mod ۴) از حالت، این در

بود. خواهد 2RDF ی f مجددا نیز این�صورت در و f(vn) = ∅ �دهیم م قرار
باشد. زوج d و n ≡ ١ (mod ۴) (٣.٢
.n = dk + ١ داریم حالت٢.٢ مشابه

دهیم قرار اگر و بود نخواهد 2RDF ی f نتیجه در ٢ /∈
∪

x∈N [vn]
f(x) آن�گاه f(vn) = ∅ دهیم قرار اگر

داریم vdk, vdk+١, v١ متوال رأس سه برای آن�گاه f(vn) = {٢}

f(vdk = f(vdk+١) = f(v١) = {٢}

fداریم تعریف به توجه با نتیجه در

f(udk) = f(udk+١) = f(u١) = ∅

بنابراین

١ /∈
∪

x∈N [un=dk+١]

f(x)

و f(vdk) = ∅ �کنیم: م تعریف vn−١=dk و vn برای نتیجه در بود. نخواهد 2RDF ی f پس
.f(vn) = {٢}
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است. زوج عددی n پیمانه�ی به j + k آن�گاه j + k > n باشیم داشته و k از کمتر و زوج j اگر ادعا١:
اما .j + k − h = xn داریم x ∈ N ی به�ازای این�صورت در j + k ≡ h (mod n) کنیم فرض اثبات:
است. زوج hپس هستند فرد دو هر n و j + k چون و j + k − h = n لذا x = ١ پس j < k < n چون

است. زوج نیز i آن�گاه کنیم، فرض vi را vj رأس ر دی همسایه�ی ی اگر ادعا٢:
(i+k)−j = چون مجددا و است فرد i+k آن�گاه باشد فرد i اگر بنابراین ،i+k ≡ j (mod n) چون اثبات:

است. تناقض این و است زوج nپس ( i < n و k < n (زیرا n
.{٢} /∈

∪
x∈N [vj ]

f(x) داریم فوق ادعاهای به توجه با
درست: روش

�دهیم م قرار .C ′
n =

{
vivi+(n−k) : است n پیمانه�ی به i+ (n− k)

}
�دانیم م

١+ (n− k) = i١

i١ + (n− k) = i٢
...

�گیریم: م نظر در را زیر حالات ، این .C ′
n = v١vi١vi٢ . . . vn آن�صورت در

�کنیم م مرتب زیر به�صورت را C ′
n دور رأس�های اندیس�های (١ حالت

١ i١
i٢ i٣
i۴ i۵
... ...

تعریف زیر به�صورت را f : V (GP (n, k)) → P ({١,٢}) تابع آن�گاه باشند، غیرمتوال ستون هر اعداد اگر
�کنیم: م

f

(
v١vi١vi٢ · · · vn
u١ui١ui٢ · · · un

)
=

(
∅ {٢} ∅ {٢} · · ·

{١} ∅ {١} ∅ · · ·

)
و {١} مقدار با رأس ی همسای در ∅ مقدار با رأس هر بنابراین هستند، غیرمتوال ستون هر اعداد چون
اگر و f(ui) = ∅ آن�گاه |f(vi)| = ١ اگر که است 2RDF ی f لذا دارد. قرار {٢} مقدار با رأس ی

بنابراین .|f(ui)| = ١ آن�گاه f(vi) = ∅

w(f) =W
(
f V (C′

n)

)
+W

(
f V (Cn)

)
= n

�گیریم م نظر در را ٢ حالت باشند، متوال ستون، هر اعداد که صورت در .
�کنیم م مرتب زیر به�صورت را C ′

n دور رأس�های اندیس�های (٢ حالت
١ i١ i٢
i٣ i۴ i۵
... ... ...

f : V (GP (n, k)) → P ({١,٢}) تابع هستند. غیرمتوال ستون هر اعداد این�صورت، در که است بدیه
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را



١٨ گراف�ها از رده�های روی ین�کمان رن ٢-احاطه�گری .٢

f

(
v١vi١vi٢ · · · vn
u١ui١ui٢ · · · un

)
=

(
∅ ∅ {٢} ∅ ∅ {٢} · · ·

{١} {١} ∅ {١} {١} ∅ · · ·

)
ی و {١} مقدار با رأس ی همسای در ∅ مقدار با رأس هر لذا هستند، غیرمتوال ستون هر اعداد چون

داریم ،١ حالت مانند آن، وزن برای و است 2RDF ی f بنابراین دارد. قرار {٢} مقدار با رأس

w(f) =W
(
f V (C′

n)

)
+W

(
f V (Cn)

)
= n.

اصل مقدار به نزدی بسیار یافته توسعه پترسن گراف�های از زیادی رده�های برای یادشده، (بالا) کران
�شود. م روشن بعدی گزاره�ی دو با مطلب این است.

داریم G دلخواه گراف برای [٩] .٢.۴.٢ گزاره

γ(G) ≥
⌈ |V (G)|
١+∆(G)

⌉
.

.|V (GP (n, k)| = ٢n و است ٣ برابر GP (n, k) یافته�ی توسعه پترسن گراف ی در رأس هر درجه�ی
داریم (٢.۴.٢) گزاره�ی از نتیجه در

γ(GP (n, k)) ≥ ⌈ ٢n
١+ ٣⌉ = ⌈n٢⌉.

|f(x)| ∈ {٠,٢} باشیم داشته xرأس هر ازای به که باشد GP (n, k) روی 2RDF ی f اگر ازاین�رو،
�گیرند. م ∅ مقدار رأس�ها بقیه و {١,٢} مقدار f تابع به�وسیله�ی رأس�ها، از تا ⌈n٢ ⌉ حداقل تعداد آن�گاه

.w(f) ≥ n بنابراین

�آید. م به�دست زیر گزاره از یافته توسعه پترسن گراف�های برای پایین کران ی

. داریم: k < n که اول هم به نسبت k و n عدد دو هر برای [٢] .٣.۴.٢ گزاره

γr٢(GP (n, k) ≥
⌈۴n
۵
⌉

H = GP (n, k) �کنیم م فرض و �گیریم م قضیه صورت در شده فرض صورت به را k و n اعداد برهان.
�گیریم: م نظر در زیر صورت به را S مجموعه�ی باشد. H روی تابع −γr٢ ی f و

S = {x ∈ V (H) : f(x) ̸= ∅}

داریم: u ∈ V (H)\S هر برای بنابراین

|f(N(u))| ≥ ٢

∑لذا
u∈V (H)\S

|f(N(u))| ≥
∑

u∈V (H)\S

٢ = ٢(|V (H)| − |S|)

لذا ( |S| = γr٢(H) آن�گاه |f(x)| ≤ ١ باشیم: داشته x ∈ V (H) هر به�ازای (اگر |S| ≤ γr٢(H) چون

|V (H)| − |S| ≥ |V (H)| − γr٢(H)
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نتیجه ∑در
u∈V (H)\S

|f(N(u))| ≥ ٢(|V (H)| − γr٢(H))

داریم: �باشد، م V (H)\S از رأس ٣ حداکثر مجاورت در S رأس هر که آن�جا از و

٣γr٢(H) ≥
∑

u∈V (H)\S

|f(N(u))|

نتیجه در

٣γr٢(H) ≥ ٢|V (H)| − ٢γr٢(H)

بنابراین و

γr٢(H) ≥ ٢
۵ |V (H)| = ۴n

۵

داریم: γr٢(H) بودن صحیح از و

γr٢(H) ≥
⌈۴n
۵
⌉
.

�پردازیم. م k = ٢ برای GP (n, k) یافته توسعه پترسن گراف�های گسترده بررس به حال
�رسد. م آمده، (١.۴.٢) گزاره�ی در که خود بالای کران به مشهور، پترسن گراف همان یا GP (۵,٢) گراف

γr٢(GP (۵,٢)) = ۵ [٢] .۴.۴.٢ گزاره

یافت GP (۵,٢) روی f مانند 2RDF ی �توان نم که دهیم نشان است کاف م ح اثبات برای برهان.
باشد. تابع چنین f که �کنیم م فرض خلف، برهان به منظور، این برای باشد. w(f) = ۴ که به�طوری

تحت ی حداقل ،vi و ui رأس دو هر از اگر .|f(v)| ≤ ١ �دهیم م قرار v ∈ V (GP (۵,٢)) هر به�ازای ابتدا
ی حداقل لذا دارد تناقض کردیم بالا در که فرض با که w(f) ≥ ۵ آن�گاه شود برده ته غیر مقداری به f

ui کردن احاطه برای طریق دو تنها ،GP (۵,٢) گراف تقارن به�دلیل .f(ui) = f(vi) = ∅ که دارد وجود i
،٠ اعداد از منظور ل�ها ش این (در است شده داده نشان (۴.٢) و (٣.٢) ل�های ش در که دارد وجود vi و
شده تعریف f شده، گفته راه�های از هیچ�کدام در اما هستند) {٢} و {١} ،∅ مجموعه�های به�ترتیب، ٢ ١و

است. تناقض در f تعریف با این و بود نخواهد 2RDF ی

....

٠

...

٢

..

١

..

١

..

٠

..

٢

..
GP (۵,٢) :٣.٢ ل ش
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....

٠

...

١

..

٢

..

١

..

٠

..

٢

..
GP (۵,٢) :۴.٢ ل ش

آن�گاه .f(v) = {١,٢} داریم v ∈ V (GP (۵,٢)) رأس ی حداقل به�ازای �کنیم م فرض حال
احاطه v رأس به�وسیله�ی که ( (۶.٢) ل ش (۵.٢) ل (ش است C۶ دور ی حداقل شامل GP (۵,٢)

بنابراین �شود. نم

w(f) = ٢+ γr٢(C۶) = ٢+ ۴ = ۶

است. تناقض در f تعریف با این و

...........
GP (۵,٢) :۵.٢ ل ش

...........
GP (۵,٢) :۶.٢ ل ش

Pداریم. (n,٢) گراف��های برای را زیر لم ، این

γr٢(P (n,٢)) ≤
{
⌈۴n۵ ⌉ n ≡ ٠,٣,۴,٩ (mod ١٠)
⌈۴n۵ ⌉+ ١ n ≡ ١,٢,۵,۶,٧,٨ (mod ١٠)

. [١٢] .۵.۴.٢ لم

و ١ ،٠ آن ضابطه�ی در که �کنیم م تعریف زیر ضابطه�ی با را f : V (P (n,٢)) → P ({١,٢}) تابع برهان.
�باشند. م {٢} و {١} ،∅ به�معن به�ترتیب ٢

f

(
v٠, · · · , vn−١
u٠, · · · , un−١

)
=



٢١ یافته توسعه پترسن گراف�های .۴.٢



(
٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ٠ (mod ١٠)(

٠ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
١ ٢٢٠٠٢٠١٠٠١ ٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ١ (mod ١٠)(

٢١ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
٠١ ٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ٢ (mod ١٠)(

٢٢٠ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
٠٠١ ٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ٣ (mod ١٠)(

٠٢٢٠ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
١٠٠١ ٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ۴ (mod ١٠)(

٠٠٢٢٠ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
١١٠٠١ ٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ۵ (mod ١٠)(

٠٠٠٢٢٠ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
١١١٠٠١ ٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ۶ (mod ١٠)(

١١٠٠٢٢٠ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
٠٢٠١٠٠١ ٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ٧ (mod ١٠)(

١١٠٠٠٢٢٠ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
١٠٢٠١٠٠١ ٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ٨ (mod ١٠)(

٠١١٠٠٠٢٢٠ ٠٠١١٠٠٠٢٢٠ · · · ٠٠١١٠٠٠٢٢٠
٢٠٠٢٠١٠٠١ ٠٢٠٠٢٠١٠٠١ · · · ٠٢٠٠٢٠١٠٠١

)
n ≡ ٩ (mod ١٠)

و است P (n,٢) برای 2RDF ی f لذا

w(f) =

{
⌈۴n۵ ⌉ n ≡ ٠,٣,۴,٩ (mod ١٠)
⌈۴n۵ ⌉+ ١ n ≡ ١,٢,۵,۶,٧,٨ (mod ١٠)

.

است. برقرار م ح یعن γr٢(P (n,٢)) ≤ w(f) بنابراین

داریم: (٣.۴.٢) گزاره�ی و (۵.۴.٢) لم به توجه با
n ≡ ١,۵,٧ (mod ١٠) اگر و γr٢(GP (n,٢)) = ⌈۴n۵ ⌉ آن�گاه n ≡ ٣,٩ (mod ١٠) اگر

گزاره�ی در که خود (پایین) کران به مذکور گراف�های یعن این و γr٢(GP (n,٢)) = ⌈۴n۵ ⌉ + ١ آن�گاه
رسیده�اند. آمده، (٣.۴.٢)

�دهیم: م قرار باشد، V (P (n,٢)) روی 2RDF ی f اگر

V٠ = {v ∈ P (n,٢) : f(v) = ∅},

V١ = {v ∈ P (n,٢) : f(v) ∈ {{١}, {٢}}},

V٢ = {v ∈ P (n,٢) : f(v) = {١,٢}},

Vi١i٢ = {v ∈ V٠ : |N(v) ∩ Vt| = it, t = ١,٢},

E١ = {uv ∈ E(P (n,٢)) : u, v ∈ V١},

E٢ = {uv ∈ E(P (n,٢)) : u, v ∈ V٢},

E١٢ = {uv ∈ E(P (n,٢)) : u ∈ V١, v ∈ V٢},
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داشت: خواهیم دراین�صورت

V٠ =
∪

s∈{V٢٠,V٢١,V١١,V٣٠,V٠١,V٠٢,V٠٣,V١٢}

s.

در لذا است. ٣ برابر رأس هر درجه�ی P (n,٢) در �کنیم م توجه نخست فوق، تساوی شدن روشن برای
به�وسیله�ی باید مقدار ∅ رأس هر چون که �کنیم م توجه سپس ،i١ + i٢ ≤ ٣ داریم: Vi١i٢ مجموعه�ی هر
که است واضح هم�چنین .v /∈ V١٠ ∪ V٠٠ داریم v ∈ V٠ رأس ی برای بنابراین شود، احاطه همسایه�هایش
و s١, s٢ ∈ {V٠, V١, V٢} هر برای و s١ ∩ s٢ = ∅ داریم: s١ ̸= s٢ و s١, s٢ ∈ {V٠١, V٠٢, . . .} هر ازای به�
ی اگر حال .V (P (n,٢)) =

∪
s∈{V٠,V١,V٢}

s داریم: نیز V (P (n,٢)) برای .s١ ∩ s٢ = ∅ داریم: s١ ̸= s٢

آن�گاه باشد داشته وجود V١ از رأس ی حداقل آن همسای در که یریم ب نظر در را v ∈ V٠ رأس

v ∈ V٢٠ ∪ V٣٠ ∪ V١١ ∪ V٢١ ∪ V١٢

i = ١,٢,٣ ) همسایه i دارای که را v ∈ V٠ رأس هر ٢|V٣+|٢٠|V٣٠|+ |V١١|+ |V٢+|١٢|Vعبارت|٢١ .
∅ مقدار با همسایه�های تعداد با است برابر عبارت این حاصل بنابراین �شمارد. م بار i است، V١ از (
تعداد از را مقدار غیرته همسایه�های تعداد است کاف تعداد این کردن پیدا برای .V١ مجموعه�ی رأس�های
٣|V١| بنابراین است ٣ با برابر ( V١ (از رأس هر درجه�ی کنیم. کم V١ مجموعه�ی رأس�های همسایه�های کل
هر .( ٣|V١| ≥ (

∪
v∈V١ N [v]) که داریم (توجه است V١ مجموعه�ی رأس�های همسایه�های تعداد حداکثر

ی y و x رأس�های از کدام هر زیرا �کند م کم همسایه�ها حداکثر تعداد از واحد ٢ ،x, y ∈ V١ که xy یال
ی تنها است y′ ∈ V٢ و x′ ∈ V١ که x′y′ یال هر ترتیب به�این �باشد. م ر دی رأس برای غیرته همسایه�ی

داریم: لذا �کند. م کم همسایه�ها حداکثر تعداد از واحد

٣|V١| − ٢|E١| − |E١٢| = ٢|V٢٠|+ ٢|V٢١|+ ٣|V٣٠|+ |V١١|+ |V١٢|. (٧.٢)

داریم: را زیر معادله�ی دهیم، قرار را V٢ مجموعه�ی ،V١ به�جای فوق مطالب در اگر

٣|V٢| − ٢|E٢| − |E١٢| = ٢|V٠٢|+ |V٠١|+ |V١١|+ ٢|V١٢|+ ٣|V٠٣|+ |V٢١|. (٨.٢)



٢٣ یافته توسعه پترسن گراف�های .۴.٢

�کنیم: م اضافه (٧.٢) معادله�ی به را (٨.٢) معادله��ی برابر ٢

٣|V١| − ٢|E١| − |E١٢|+ ۶|V٢| − ۴|E٢| − ٢|E١٢|

= ٢|V٢٠|+ ٣|V٣٠|+ ٢|V٠١|+ ٣|V١١|+ ۴|V٢١|+ ۴|V٠٢|+ ۵|V١٢|+ ۶|V٠٣|

=⇒ ٣|V١|+ ۶|V٢| = ٢|V٢٠|+ ٣|V٣٠|+ ٢|V٠١|+ ٣|V١١|+ ۴|V٢١|+ ۴|V٠٢|

+ ۵|V١٢|+ ۶|V٠٣|+ ٢|E١|+ ۴|E٢|+ ٣|E١٢|

=⇒ ٣|V١|+ ۶|V٢| = ٢(|V٢٠|+ |V٣٠|+ |V٠١|+ |V١١|+ |V٢١|+ |V٠٢|+ |V١٢|

+ |V٠٣|) + |V٣٠|+ |V١١|+ ٢|V٢١|+ ٢|V٠٢|+ ٣|V١٢|+ ۴|V٠٣|+ ٢|E١|+ ۴|E٢|

+ ٣|E١٢|

=⇒ ٣|V١|+ ۶|V٢| = ٢)٢n− |V١| − |V٢|) + |V٣٠|+ |V١١|+ ٢|V٢١|+ ٢|V٠٢|

+ ٣|V١٢|+ ۴|V٠٣|+ ٢|E١|+ ۴|E٢|+ ٣|E١٢|

=⇒ ۵|V١|+ ١٠|V٢| = ۴n+ ٢|V٢|+ |V٣٠|+ |V١١|+ ٢|V٢١|+ ٢|V٠٢|

+ ٣|V١٢|+ ۴|V٠٣|+ ٢|E١|+ ۴|E٢|+ ٣|E١٢|

=⇒ ۵w(f) = ۴n+ ٢|V٢|+ |V٣٠|+ |V١١|+ ٢|V٢١|+ ٢|V٠٢|+ ٣|V١٢|

+ ۴|V٠٣|+ ٢|E١|+ ۴|E٢|+ ٣|E١٢|

: دهیم قرار اگر حال .

β = ٢|V٢|+ |V٣٠|+ |V١١|+ ٢|V٢١|+ ٢|V٠٢|+ ٣|V١٢|+ ۴|V٠٣|+ ٢|E١|+ ۴|E٢|

+ ٣|E١٢|. (٩.٢)

است. شده اثبات زیر لم آن�گاه

.۵w(f) = ۴n+ β داریم: V (P (n,٢)) روی f مانند 2RDF هر به�ازای [١٢] .۶.۴.٢ لم

.β ≥ ۴ آن�گاه |V٢| ≥ ١ اگر [١٢] .٧.۴.٢ لم

(٩.٢) رابطه�ی به بنا این�صورت در باشد. β ≤ ٣ �کنیم م فرض خلف برهان به برهان.
|V٢١| = |V٠٢| = |V١٢| = |V٠٣| = |E١| = |E٢| = |E١٢| = ٠, |V٢| = ١

.|V٣٠|+ |V١١| ≤ ١ و
به یا و شود داده اختصاص Cn دور از رأس ی به {١,٢} که این یا داریم، حالت دو پس |V٢| = ١ چون
رأس دوم حالت برای و u٠ رأس اول حالت برای �توانیم م گراف، تقارن به توجه با لذا .C ′

n دور از رأس ی
گرفت. نظر در را v٠

V٢ عضو آن�ها از ی حداقل این�صورت، غیر (در un−١, u١, v٠ ∈ V٠ آن�گاه .u٠ ∈ V٢ فرضکنیم (١ حالت
|{un−٢, vn−٢, u٢, v٢} ∩ V٠| ≥ ٣ و ندارد.) ان ام این و |E١٢| > ٠ یا |V٢| > ١ به�ترتیب لذا است V١ یا
|{u١, v٠, un−١} ∩ V١١| ≥ ٢ یا |V٢| > ١ لذا نیستند V٠ عضو آن�ها از تا دو حداقل این�صورت غیر (در



٢۴ گراف�ها از رده�های روی ین�کمان رن ٢-احاطه�گری .٢

برای ،u١, v٢ ∈ V٠ و N(u٢ = {u١, v٢, u٣} چون .u٢, v٢ ∈ V٠ �کنیم م فرض پس است.). ن غیرمم که
ل(٧.٢). (ش است. تناقض این و β ≥ ۴ و |V٢| > ١ لذا .u٣ ∈ V٢ : باشیم داشته باید u٢ شدن احاطه
سیاه(صفر) نقطه�ی ی با رأس و V٠ عضو سفید رأس ،V١ عضو سیاه رأس مبحث، این ال اش همه�ی در
این�صورت غیر ,v٢(در vn−٢, u٠ ∈ V٠ آن�گاه .v٠ ∈ V٢ کنیم فرض حالت٢) �باشد.) م V٢ عضو آن، داخل
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.|V٢| ≥ ١ :٧.٢ ل ش

�رسیم.) م تناقض به ١ حالت مشابه
|V٢| > ١ (١ �افتد: م اتفاق زیر موارد از ی این�صورت غیر (در |{un−٢, un−١, u١, u٢} ∩ V٠| ≥ ٣ و
یا u٠, v٢ ∈ V١١ به�ترتیب آن�صورت در که un−١, un−٢ ∈ V١ یا u١, u٢ ∈ V١ (٢ است. ن غیرمم که
به�ترتیب آن�صورت در که u١, un−١ ∈ V١ یا u٢, un−٢ ∈ V١ (٣ ندارد. ان ام هیچ�کدام که u٠, vn−٢ ∈ V١١

u٢, un−١ ∈ V١ یا u١, un−٢ ∈ V١ (۴ نیست. ن مم هیچ�کدام که v١, vn−١ ∈ V١١ یا v٢, vn−٢ ∈ V١١

نیستند.) ن مم نیز این�ها و v٢, u٠ ∈ V١١ یا u٠, vn−٢ ∈ V١١ به�ترتیب نیز آن�صورت در که
باشد u٣ ∈ V٢ این�که ر م �شود نم احاطه u٢ نیز این�جا در ١ حالت مشابه .u١, u٢ ∈ V٠ �کنیم م فرض پس

( (٨.٢) ل (ش است. تناقض این و β ≥ ۴ لذا
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n ≡ ٣ (mod ١٠) برای و β ≥ ۴ داریم n ̸≡ ٣ (mod ١٠) برای آن�گاه ،|E١| ≥ ١ اگر [١٢] .٨.۴.٢ لم
.β ≥ ٣ داریم

باشیم داشته n ̸≡ ٣ (mod ١٠) برای که �کنیم م (خلف) فرض �کنیم. م استفاده خلف برهان از برهان.
داریم (٩.٢) رابطه��ی از این�صورت در .β ≤ ٢ باشیم داشته n ≡ ٣ (mod ١٠) برای و β ≤ ٣

|V٢| = |V٢١| = |V٠٢| = |V١٢| = |V٠٣| = |E٢| = |E١٢| = ٠

.|V٣٠| ≤ ١ و |E١| = ١
نظر در را زیر حالت سه ،|E١| = ١ رابطه�ی برای و کرده استفاده P (n,٢) گراف�های تقارن از بار این

�گیریم: م
که |V٢| > ٠ یا |E١ > ١ این�صورت غیر (در v٠, v١, u٢, un−١ ∈ V٠ آن�گاه .u٠, u١ ∈ V١ (١ حالت
این�صورت غیر v٢(در ∈ V١ پس |V٢| = ٠ و N(v٢) = {v٠, u٢, v۴} چون ندارد). ان ام هیچ�کدام
غیر (در |{v٣, u٣, vn−٢, un−٢} ∩ V٠| ≥ ٣ بنابراین .vn−١ ∈ V١ مشابه به�طور و �شود) نم احاطه v٢
اتفاق دو این از ی حداقل لذا ( |V٢| = ٠ همواره که شود توجه ندارد. ان ام این و |V٣٠| > این�صورت١



٢۵ یافته توسعه پترسن گراف�های .۴.٢

.u٣, v٣ ∈ V٠ کنیم فرض مطلب، کلیت از شدن کاسته بدون .un−٢, vn−٢ ∈ V٠ یا u٣, v٣ ∈ V٠ �افتد: م
باشد u۴ ∈ V٢ باید u٣ شدن احاطه برای لذا u٢, v٣ ∈ V٠ و N(u٣) = {u٢, v٣, u۴} و u٣ ∈ V٠ چون
برای حالت این در ل(٩.٢)) است.(ش n ≥ ٣ برای نتیجه این �باشد. م تناقض این و است β ≥ ۴ پس

است. برقرار نیز n = ٣ برای م ح یعن است β ≥ ٣ که �شود م دیده P (٣,٢)
|E١| > ١ یا |V٢| > ٠ این�صورت غیر (در u١, v٢, un−١, vn−٢ ∈ V٠ آن�گاه u٠, v٠ ∈ V١ (٢ حالت
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|E١| ≥ ١ :٩.٢ ل ش

این�صورت غیر u٢(در ∈ V١ پس u١, v٢ ∈ V٠ و N(u٢) = {u١, v٢, u٣} چون ندارد). ان ام که �باشد م
غیر (در |{v١, vn−١} ∩ V٠| = ١ داریم .un−٢ ∈ V١ �گیریم م نتیجه مشابه به�طور �شود). نم احاطه u٢
کاسته بدون �شوند.) نم احاطه مذکور رأس�های از هیچ�کدام یا و است ن غیرمم که |E١| > ١ این�صورت
احاطه v١ این�صورت (درغیر v٣ ∈ V١ نتیجه در .( vn−١ ∈ V١ (و v١ ∈ V٠ �کنیم م فرض کلیت، از شدن
غیر (در u۴ ∈ V٠ داریم این از و است) ن غیرمم که |E١| > این�صورت١ غیر (در u٣ ∈ V٠ لذا �شود) نم
قبل مانند v١ ∈ V٣٠ این�صورت غیر (در v۴ ∈ V٠ و ندارد) ان ام که |V٣٠| > ١ آن�گاه u٣ ∈ V٣٠ این�صورت
ل(١٠.٢)). (ش است تناقض این و β ≥ ۵ و شود) احاطه u۴ (تا u۵ ∈ V٢ این�صورت در اما ندارد) ان ام
vn−١, v١ ∈ V١ (٣ حالت است. برقرار م ح لذا |E١| > ١ نیز n = ٣ برای بود، n > ٣ برای مذکور نتیجه�ی
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�شود) نم احاطه u٠ این�صورت غیر (در u٠ ∈ V١ بنابراین ( |E١| = ١ (چون un−١, u١, v٣ ∈ V٠ آن�گاه
پس �شود) نم احاطه v٠ این�صورت غیر (در |{vn−٢, v٢} ∩ V١| ≥ ١ و ( |E١| = ١ (چون v٠ ∈ V٠ و

�گیریم: م نتیجه un−١, v٠ ∈ V٠ از .v٢ ∈ V١ کرد فرض �توان م
|{un−٢, vn−٢} ∩ V١| = ١. (١٠.٢)

�شود). نم احاطه مذکور رأس�های از ی این�صورت (درغیر
n ̸= ٣ و n ≡ ٣ (mod ١٠) چون . β = ٣ آورده�ایم به�دست (٩.٢) تساوی از n ̸= ٣ و n < ٨ برای تاحالا
برای م ح اثبات است. شده ثابت م ح n ̸= ٣ و n ≡ ٣ (mod ١٠) برای لذا �باشد م ٨ با برابر حداقل

.n ̸≡ ٣ (mod ١٠) �کنیم م فرض پس است. بدیه نیز P (٣,٢) گراف
احاطه u٣ این�صورت غیر (در u٣ ∈ V١ پس ( |E١| = ١ (چون u٢, v۴ ∈ V٠ داریم قبل به بنا مجددا،
v۴ شدن احاطه برای و u۵ ∈ V١ باید u۴ شدن احاطه برای .( |E١| = ١ (چون u۴ ∈ V٠ لذا و �شود) نم
آن�گاه و شود احاطه v۵ تا v٧ ∈ V١ سپس ( |E١| = ١ (چون v۵, u۶, v٨ ∈ V٠ نتیجه در باشد. v۶ ∈ V١ باید
u٩ ∈ V٠ �دهد م نتیجه این و شود احاطه u٧ تا u٨ ∈ V١ این�صورت در و ( |E١| = ١ (چون u٧ ∈ V٠



٢۶ گراف�ها از رده�های روی ین�کمان رن ٢-احاطه�گری .٢

.( |E١| = ١ (چون
٢ ≤ i ≤ ⌊n−١۵ ⌋ − ١ که به�طوری i هر برای داشت: خواهیم روند این ادامه�ی با

u۵i, u۵i+٣ ∈ V١, u۵i+١, u۵i+٢, u۵i+۴ ∈ V٠

v۵i, v۵i+٣, v۵i+۴ ∈ V٠, v۵i+١, v۵i+٢ ∈ V١. (١١.٢)

�گیریم: م نظر در را زیر زیرحالت پنج اثبات، ادامه�ی برای
قبل مطالب و روابط(١١.٢) از .n− ۵ = ۵i صحیح، i ی به�ازای پس n ≡ ٠ (mod ۵) (١.٣ زیرحالت
.vn−٣ ∈ V١ باشیم داشته باید ،vn−۵ شدن احاطه� برای نتیجه، در .un−۵ ∈ V١, vn−۵ ∈ V٠ داریم: آن از

|E١| > ١ لذا vn−٣vn−١ ∈ E١ این�صورت در .vn−١ ∈ V١ دادیم نشان ابتدا در در ر، دی طرف از
((١.٣) ل(١١.٢) (ش رسیده�ایم. تناقض به بنابراین

un−٢, vn−٢ ∈ V٠, un−١ ∈ داریم: (١١.٢) روابط به بنا پس n ≡ ١ (mod ۵) (٢.٣ زیرحالت
است. تناقض این و است) P (n,٢) روی 2RDF ی f (که |

∪
u∈N(un−٢)

f(u)| = ١ نتیجه در .V٠
((٢.٣) ل(١١.٢) (ش

از و vn−۴, un−٣, vn−٣ ∈ V٠ داریم (١١.٢) روابط از آن�گاه n ≡ ٢ (mod ۵) (٣.٣ زیرحالت
آن تا باشد V٢ عضو باید ری دی آنصورت، در اما vn−٢ ∈ V٠ یا un−٢ ∈ V٠ داریم رابطه�ی(١٠.٢)

((٣.٣) ل(١١.٢) (ش است. تناقض این و شود احاطه است V٠ عضو که
.n ≡ ٨ (mod ١٠) لذا n ̸≡ ٣ (mod ١٠) چون .n ≡ ٣ (mod ۵) (۴.٣ زیرحالت

vn−١ ∈ V١ چون .( |E١| = ١ (چون un−٢ ∈ V٠ لذا و vn−٢ ∈ V١ فرضکنیم �توانیم م (١٠.٢) رابطه�ی از
مجددا �شود. نم احاطه un−٣ این�صورت غیر (در un−٣ ∈ V١ نتیجه در و vn−٣ ∈ V٠ قبل مشابه پس
�توان م ل، ش در موجود تقارن به بنا مجددا .( |V٢| = ٠ همواره قضیه این اثبات در که �شود م یادآوری
و شود) احاطه v٠ (تا f(v٢) = {٢} و شود) احاطه u١ (تا f(v١ = {٢} آن�گاه f(u٠) = {١} کرد فرض
u۶ (تا f(v۶) = {١} و شود) احاطه u۴ (تا f(u۵) = {٢} نتیجه در شود). احاطه u٢ (تا f(u٣) = {١}
فوق روند ادامه�ی با شود). احاطه u٧ (تا f(u٨) = {٢} و شود) احاطه v۵ (تا f(v٧) = {١} و شود) احاطه

داشت: خواهیم
١ ≤ i ≤ ⌊n−٨١٠ ⌋ − ١ که به�طوری i هر برای

f(u١٠i) = f(u١٠i+٣) = {١}, f(u١٠i+۵) = f(u١٠i+٨) = {٢},

f(v١٠i+١) = f(v١٠i+٢) = {٢}, f(v١٠i+۶) = f(v١٠i+٧) = {١} (١٢.٢)

داریم: آن از قیل مطالب و (١٢.٢) روابط از پس n ≡ ٨ (mod ١٠) چون

f(un−٨) = f(un−۵) = {١}, f(vn−٧) = f(vn−۶) = {٢}, f(un−٣) = {٢},

f(vn−٢) = f(vn−١) = {١}.

∪بنابراین
u∈N(un−١)

f(u) = f(un−٢) ∪ f(vn−١) ∪ f(u٠) = ∅ ∪ {١} ∪ {١} = {١}
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پس
٢ /∈

∪
u∈N(un−١)

f(u).

((۴.٣) ل(١١.٢) (ش است. تناقض در f تعریف با این و
پس vn−١ ∈ V١ چون .vn−٣ ∈ V١ داریم (١١.٢) روابط از آن�گاه n ≡ ۴ (mod ۵) (۵.٣ زیرحالت

((۵.٣) ١١.٢ ل (ش است. تناقض این و |E١| > ١ لذا vn−٣vn−١ ∈ E١
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.|E١| ≥ ١ :١١.٢ ل ش

n ≡ ٣ (mod ١٠) برای و β ≥ ۴ داریم n ̸≡ ٣ (mod ١٠) برای آن�گاه |V٣٠| ≥ ١ اگر [١٢] .٩.۴.٢ لم
.β ≥ ٣ داریم

n ≡ ٣ برای و β ≤ ٣ باشیم داشته n ̸≡ ٣ (mod ١٠) برای که �کنیم م فرض خلف برهان به بنا برهان.
تقارن به باتوجه .|V٢| = |E١| = ٠ داریم (٨.۴.٢) و (٧.۴.٢) لم�های از .β ≤ ٢ باشیم داشته (mod ١٠)

یریم: ب نظر در را زیر حالت دو است کاف باشد، V٣٠ عضو که رأس انتخاب برای ل ش در موجود



٢٨ گراف�ها از رده�های روی ین�کمان رن ٢-احاطه�گری .٢

باشیم داشته باید باشد |E١| = ٠ آن�که برای این�صورت در .un−١, v٠, u١ ∈ V١ پس u٠ ∈ V٣٠ (١ حالت
v٣ ∈ V١ باید v١ شدن احاطه برای و u٣ ∈ V١ باید u٢ شدن احاطه برای بنابراین .vn−١, v١, u٢, v٢ ∈ V٠

ل(١٢.٢)) (ش است. تناقض این و |E١| ≥ ١ لذا u٣v٣ ∈ E١ نتیجه در باشد.
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.
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v۴

|V٣٠| ≥ ١ :١٢.٢ ل ش

باشیم داشته باید باشد |E١| = ٠ آن�که برای بنابراین u٠, vn−٢, v٢ ∈ V١ پس v٠ ∈ V٣٠ (٢ حالت
باید شود احاطه u١ آن�که برای و vn−١ ∈ V١ باید شود احاطه un−١ آن�که برای .un−٢, un−١, u١, u٢ ∈ V٠

ل (ش است. تناقض این و |E١| ≥ ١ لذا vn−١v١ ∈ E١ پس .( |V٢| = ٠ آن�که به (باتوجه باشد v١ ∈ V١

((١٣.٢)
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u١
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v١
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|V٣٠| ≥ ١ :١٣.٢ ل ش

.|V٢|+ |E١|+ |V٣٠| ≥ ١ آن�گاه n ̸≡ ٠ (mod ١٠) اگر [١٢] .١٠.۴.٢ لم

تقارن به بنا .|V٢| = |E١| = |V٣٠| = ٠ �کنیم م (خلف) فرض �کنیم. م استفاده خلف برهان از برهان.
(توجه |N(u١) ∩ V١| ≥ ٢ باشیم داشته باید ،u١ شدن احاطه برای .u١ ∈ V٠ کرد فرض �توان م گراف
حالت دو تنها است کاف گراف، در موجود تقارن به بنا مجددا و ( |V٢| = ٠ همواره نیز این�جا در که شود
ها. vi از ی و ها ui از ی که این ری دی و باشد ها V١ عضو ui از رأس دو که این ی کنیم، رابررس
(در v٣ ∈ V١ لذا u٣ ∈ V٠ پس |E١| = ٠ چون و v١ ∈ V٠ پس |V٣٠| = ٠ چون .u٠, u٢ ∈ V١( ١ حالت
و u٣ ∈ V٠ که �بینیم م آورده�ایم، به�دست تاکنون آن�چه مرور با ، این �شود). نم احاطه v٣ این�صورت غیر
ها). ui از ری دی و ها vi از رأس ی (یعن شد گفته که است دوم حالت با معادل این و u٢, v٣ ∈ V١

( ل(٢.١۴) (ش
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|V٢|+ |E١|+ |V٣٠| ≥ ١ :١۴.٢ ل ش

�کنیم. م رابررس ٢ حالت پس
باشد |V٣٠| = ٠ آن�که برای و v٠, v٣ ∈ V٠ �دهیم م قرار باشد |E١| = ٠ آن�که برای .u٠, v١ ∈ V١ (٢ حالت
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v۴, u۴ ∈ V٠ لذا v٢, u٣ ∈ V١ �دهیم م قرار شود احاطه u٢ آن�که برای نتیجه، در .u٢ ∈ V٠ �دهیم م قرار
�دهیم م قرار u۴ شدن احاطه برای و v۶ ∈ V١ �دهیم م قرار v۴ شدن احاطه برای .( |E١| = ٠ (چون
آن�که برای و v٧ ∈ V١ باید v۵ شدن احاطه برای .( |E١| = ٠ (چون v۵, u۶ ∈ V٠ نتیجه در .u۵ ∈ V١

باشد |E١| = ٠ آن�که برای نتیجه در و u٨ ∈ V١ باید u٧ شدن احاطه برای .u٧ ∈ V٠ باید باشد |E١| = ٠
داشت: خواهیم روند این ادامه�ی با باشد. v٨, v٩, u٩ ∈ V٠ باید

٢ ≤ i ≤ ⌊n۵ ⌋ − ١ که به�طوری i هر ازای به

u۵i, u۵i+٣ ∈ V١, u۵i+١, u۵i+٢, u۵i+۴ ∈ V٠, v۵i+١, v۵i+٢ ∈ V١,

v۵i, v۵i+٣, v۵i+۴ ∈ V٠. (١٣.٢)

چون .n ≡ ٠ (mod ۵) زیرحالت١.٢) �کنیم: م توجه زیر زیرحالت پنج به اثبات، ادامه�ی برای
�کنیم م فرض گراف، در موجود تقارن از استفاده با و n ≡ ۵ (mod ١٠) بنابراین n ̸≡ ٠ (mod ١٠)
سپس شود احاطه v٠ تا f(v٢) = {٢} و شود احاطه u١ تا f(v١) = {٢} این�صورت در .f(u٠) = {١}
و f(u۵) = {٢} �دهیم م قرار u۴ شدن احاطه برای بعد ،f(u٣) = {١} �دهیم م قرار u٢ شدن احاطه برای
f(v٧) = {١} �دهیم م قرار v۵ شدن احاطه برای بعد و f(v۶) = {١} �دهیم م قرار u۶ شدن احاطه برای بعد

: داریم روند این ادامه�ی با .f(u٨) = {٢} �دهیم م قرار u٧ شدن احاطه برای بعد و
١ ≤ i ≤ ⌊n−۵١٠ ⌋ − ١ که به�طوری i هر ازای به

f(u١٠i) = f(u١٠i+٣) = {١}, f(u١٠i+۵) = f(u١٠i+٨) = {٢},

f(v١٠i+١) = f(v١٠i+٢) = {٢}, f(v١٠i+۶) = f(v١٠i+٧) = {١}. (١۴.٢)

( n ≡ ۵ (mod ١٠) (چون نتیجه در
f(un−۵) = {١}, f(vn−۴) = {٢}, f(un−٢) = {١}, f(vn−٣) = {٢}

پس f(u٠) = {١} چون ∪و
u∈N(un−١)

= f(un−٢) ∪ f(vn−١) ∪ f(u٠) = {١} ∪ ∅ ∪ {١} = {١}.

((١.٢) (١۵.٢) ل (ش دارد. تناقض f بودن 2RDF با این و ٢ /∈
∪

u∈N(un−١)
f(u) لذا

پس u٠ ∈ V١ چون و un−١ ∈ V١ داریم (١٣.٢) روابط از بنابراین n ≡ ١ (mod ۵) زیرحالت٢.٢)
((٢.٢) ل(٢.١۵) است.(ش تناقض این و |E١| ≥ ١ لذا un−١u٠ ∈ E١

پس v١ ∈ V١ چون و vn−١ ∈ V١ داریم (١٣.٢) روابط از بنابراین n ≡ ٢ (mod ۵) زیرحالت٣.٢)
((٣.٢) ل(٢.١۵) (ش است. تناقض این و |E١| ≥ ١ لذا vn−١v١ ∈ E١

N(v٠) = چون .vn−٢ ∈ V١ داریم (١٣.٢) روابط از بنابراین n ≡ ٣ (mod ۵) زیرحالت٢.۴)
ل(٢.١۵) (ش است. تناقض این و |V٣٠| ≥ ١ یعن v٠ ∈ V٣٠ پس u٠, v٢ ∈ V١ و {u٠, vn−٢, v٢}

((۴.٢)
داریم فوق حالت مشابه و vn−٢ ∈ V١ داریم (١٣.٢) روابط از بنابراین n ≡ ۴ (mod ۵) زیرحالت٢.۵)

((۵.٢) ل(٢.١۵) (ش است. تناقض این و |V٣٠| ≥ ١ پس v٠ ∈ V٣٠
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۵.٢

|V٢|+ |E١|+ |V٣٠| ≥ ١ :١۵.٢ ل ش

[١٢] .١١.۴.٢ قضیه

γr٢(P (n,٢)) =
{
⌈۴n۵ ⌉ n ≡ ٠,٣,۴,٩ (mod ١٠)
⌈۴n۵ ⌉+ ١ n ≡ ١,٢,۵,۶,٧,٨ (mod ١٠)

.

داریم (۵.۴.٢) لم از برهان.

γr٢(P (n,٢)) ≤
{
⌈۴n۵ ⌉ n ≡ ٠,٣,۴,٩ (mod ١٠)
⌈۴n۵ ⌉+ ١ n ≡ ١,٢,۵,۶,٧,٨ (mod ١٠)

(١۵.٢)

۵w(f) = ۴n+β داریم V (P (n,٢)) روی تعریفشده f مانند 2RDF هر برای �کند: م بیان (۶.۴.٢) لم و
داریم است، بهینه تابع ی وزن که γr٢(P (n,٢)) برای نتیجه در است. مشخص (٩.٢) تساوی از β که

γr٢(P (n,٢)) = ⌈۴n+ β

۵ ⌉. (١۶.٢)

بنابراین
γr٢(P (n,٢)) ≥ ⌈۴n۵ ⌉. (١٧.٢)
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از درنتیجه .β ≥ ۴ داریم (٩.۴.٢) ال (٧.۴.٢) لم�های از n ≡ ١,٢,۵,۶,٧,٨ (mod ١٠) برای به�علاوه،
داریم (١۶.٢) رابطه�ی

γr٢(P (n,٢)) = ⌈۴n+ β

۵ ⌉ ≥ ⌈۴n۵ ⌉+ ١ n ≡ ١,٢,۵,۶,٧,٨ (mod ١٠) برای (١٨.٢)

�آید. م به�دست (١٨.٢) و (١٧.٢) و (١۵.٢) از م ح و

که m و k صحیح عدد دو هر به�ازای �دانیم، م [١۴] از
از .P (٢k + ١, k) ≃ P (٢k + ١,٢) این�صورت در .P (n,m) ≃ P (n, k) داریم km ≡ ±١ (mod n)

�آوریم. م به�دست را بعد نتیجه�ی ، به�راحت (١١.۴.٢) قضیه�ی به توجه با این�رو،

[١٢] .١.۴.٢ نتیجه

γr٢(P (٢k + ١, k)) =
{
⌈٨k+۴۵ ⌉ k ≡ ١,۴ (mod ۵)
⌈٨k+۴۵ ⌉+ ١ k ≡ ٠,٢,٣ (mod ۵)

.

�شود. م حاصل بعد نتیجه�ی ،(١.۴.٢) نتیجه�ی به توجه با حال،

.γr٢(P٢k+١,k)) < ٢k + ١ داریم k ≥ ۴ برای [١٢] .٢.۴.٢ نتیجه

داریم .⌈٨k+۴۵ ⌉+ ١ < ٢k + ١ کنیم ثابت است کاف ،(١.۴.٢) نتیجه�ی به توجه با برهان.

⌈٨k + ۴
۵ ⌉+ ١ ≤ (

٨k + ۴
۵ + ١) + ١.

.k > ۵
٢ اگر تنها و اگر است برقرار ٨k+۴

۵ + ٢ < ٢k + ١ رابطه�ی ، طرف از

�کنیم. م بررس k = ٣ برای را P (n, k) گراف�های حالا و

.γr٢(P (n,٣)) ≤ n− ١ داریم n ≥ ١٣ برای [١٧] .١٢.۴.٢ قضیه

n−١ وزن با n ≥ ١٣ برای P (n,٣) روی 2RDF ی است کاف قضیه اثبات برای که است روشن برهان.
به�معن به�ترتیب، ٣ و ٢ ، ١ ، ٠ آن در و �کنیم م عمل (۵.۴.٢) لم همانند تابع چنین تعریف برای بیابیم.

�باشند. م {١,٢} و {٢} ، {١} ، ∅
.f

(
u٠ · · · un−١
v٠ · · · vn−١

)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠ · · · ٢٠٢٠٢٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١ · · · ٠١٠١٠١

)
باشد فرد n اگر

.f

(
u٠ · · · un−١
v٠ · · · vn−١

)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٢ · · · ٠٢٠٢٠٢
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠ · · · ١٠١٠١٠

)
باشد زوج n اگر

ی f لذا شده�اند احاطه غیرته مقدار با رأس�های به�وسیله�ی ∅ مقدار با رأس�های که دید �توان م به�آسان
ل�های ش است. برقرار م ح پس w(f) = n − ١ چون و است n ≥ ١٣ برای V (P (n,٣)) روی 2RDF

ببینید. را (١٧.٢) و (١۶.٢)



٣٢ گراف�ها از رده�های روی ین�کمان رن ٢-احاطه�گری .٢
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.P (١٣,٣) برای ١٢ وزن با 2RDF ی :١۶.٢ ل ش

داریم n ≥ ١٣ برای [١٧] .١٣.۴.٢ قضیه

γr٢(P (n,٣)) ≤
{
n− ⌊n٨ ⌋ n ≡ ٠,٢,۴,۵,۶,٧,١٣,١۴,١۵ (mod ١۶) اگر
n− ⌊n٨ ⌋+ ١ n ≡ ١,٣,٨,٩,١٠,١١,١٢ (mod ١۶) اگر

�کنیم. م تعریف V (P (n,٣)) روی حالت هر برای دلخواه وزن با 2RDF ی قبل، اثبات مشابه برهان.

f

(
u٠ · · · un−١
v٠ · · · vn−١

)
n ≡ ٠ (mod ١۶) برای حالت١)

=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠

)
.

n ≡ ١ (mod ١۶) برای حالت٢)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٢٠٢ ٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠١٠ ١

)
.

n ≡ ٢ (mod ١۶) برای حالت٣)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠

)
.

n ≡ ٣ (mod ١۶) برای حالت۴)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٢٠٢ ٠٢٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠١٠ ١٠١

)
.

n ≡ ۴ (mod ١۶) برای حالت۵)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠

)
.

n ≡ ۵ (mod ١۶) برای حالت۶)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢

)
.

n ≡ ۶ (mod ١۶) برای حالت٧)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠١
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠

)
.



٣٣ یافته توسعه پترسن گراف�های .۴.٢
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.P (١۶,٣) برای ١۵ وزن با 2RDF ی :١٧.٢ ل ش

n ≡ ٧ (mod ١۶) برای حالت٨)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠١٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠٢

)
.

n ≡ ٨ (mod ١۶) برای حالت٩)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠١٠١
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠٢٠

)
.

n ≡ ٩ (mod ١۶) برای حالت١٠)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠١٠١ ٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠٢٠ ٢

)
.

n ≡ ١٠ (mod ١۶) برای حالت١١)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠١٠١ ٠١
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠٢٠ ٢٠

)
.

n ≡ ١١ (mod ١۶) برای حالت١٢)
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠١٠١ ٠١٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠٢٠ ٢٠٢

)
.

n ≡ ١٢ (mod ١۶) برای (١٣ حالت
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠١٠١ ٠١٠١
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠٢٠ ٢٠٢٠

)
.

n ≡ ١٣ (mod ١۶) برای (١۴ حالت
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١

)
.

n ≡ ١۴ (mod ١۶) برای (١۵ حالت
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٢
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠

)
.

n ≡ ١۵ (mod ١۶) برای (١۶ حالت
=

(
٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ · · · ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٠٣٠ ٠١٠١٠٠٣٠ ٠٢٠٢٠٢٠
٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ · · · ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠٠٠ ٢٠٢٠٢٠٠٠ ١٠١٠١٠١

)
.





٣ فصل

٢−احاطه�گری برای بحران مفهوم
گراف�ها در ین�کمان رن

مقدمه ١.٣

:١ بحران رأس ین�کمان ٢�رن احاطه�گری گراف .١.١.٣ تعریف
هرگاه �گوییم م بحران γr٢−رأس مختصر به�طور یا بحران رأس ین�کمان ٢−رن احاطه�گری را G گراف

.γr٢(G− v) < γr٢(G) باشیم داشته v ∈ V (G) رأس هر به�ازای

:٢ بحران (سوپر) ابر رأس ین�کمان ٢�رن احاطه�گری گراف .٢.١.٣ تعریف
�گوییم، م ابر�بحران γr٢−رأس مختصر به�طور یا ابربحران رأس ین�کمان ٢−رن احاطه�گری را G گراف

.γr٢(G− v) > γr٢(G) باشیم داشته v ∈ V (G) هر به�ازای هرگاه

:٣ بحران یال ین�کمان ٢�رن احاطه�گری گراف .٣.١.٣ تعریف
هرگاه �گوییم، م بحران γr٢−یال خلاصه به�طور یا بحران یال ین�کمان احاطه�گری٢−رن را G گراف
است. G گراف متمم Ḡ گراف آن در که γr٢(G+ e) < γr٢(G) باشیم داشته e ∈ E(Ḡ) یال هر به�ازای

:۴ بحران (سوپر) ابر یال ین�کمان ٢�رن احاطه�گری گراف .۴.١.٣ تعریف
هرگاه �گوییم، م ابربحران γr٢−یال خلاصه به�طور یا ابربحران یال ین�کمان ٢−رن احاطه�گری گرافGرا

.γr٢(G− e) > γr٢(G) باشیم داشته e ∈ E(G) یال هر به�ازای

: باز۵ خصوص همسای مجموعه�ی .۵.١.٣ تعریف
همسای مجموعه�ی آن�گاه ،f(v) ̸= ∅ که ،v ∈ V (G) و گرافGباشد روی تعریفشده 2RDF ی f اگر

�کنیم م تعریف و داده نمایش pn(v, f) با را f به نسبت v باز خصوص
pn(v, f) =

{
u ∈ N [v] : نیست G− v 2RDFبرای fی G−v

}
١2-rainbow domination vertex critical graph
٢2-rainbow domination vertex super critical graph
٣2-rainbow domination edge critical graph
۴2-rainbow domination edge super critical graph
۵open private neighbor set

٣۵



٣۶ گراف�ها در ین�کمان رن ٢−احاطه�گری برای بحران مفهوم .٣

بسته۶: خصوص همسای مجموعه�ی .۶.١.٣ تعریف
سپس �گیریم م نظر در شده گفته شرایط با را v و G و f باز، خصوص همسای مجموعه�ی تعریف از

�کنیم م تعریف زیر به�صورت �دهیم، م نشان pn[v, f ] با که را بسته خصوص همسای مجموعه�ی
pn[v, f ] = pn(v, f) ∪ {v}

.

رأس حذف ٢.٣

داریم G گراف ی در v هر برای [١١] .١.٢.٣ لم
γr٢(G)− ١ ≤ γr٢(G− v) ≤ γr٢(G) + ∆(G)− ١.

V (G) روی را f١ باشد. G − v روی شده تعریف تابع −γr٢ ی f و v ∈ V (G) کنیم فرض برهان.
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت

f١(x) =

{
{١} x = v اگر
f(x) x ̸= v اگر

نتیجه در است G روی 2RDF ی f این�صورت در
γr٢(G) ≤ w(f١) = w(f١G−v) + ١ = γr٢(G− v) + ١.

ان�گاه g(v) = ∅ اگر حال، �گیریم. م G گراف روی تابع −γr٢ ی را g بالا، کران آوردن به�دست برای
بنابراین است. G− v روی γr٢−تابع) لزوما (نه 2RDF ی g G−v

اگر است. شده ثابت بالا کران حالت این در پس ∆(G) ≥ ١ چون و γr٢(G − v) ≤ w(g) = γr٢(G)

�کنیم م فرض ،g(v) ̸= ∅

A = {x ∈ N(v) : g(x) = ∅}

: �کنیم م تعریف زیر ضابطه�ی با G− v روی را g١ و
،x ∈ V (G− v) هر برای

g١(x) =

{
g(x) x /∈ A

{١} x ∈ A

�کنیم. م محاسبه را g١ وزن زیر در است. G− v روی 2RDF ی g١ آن�گاه
،g١ تعریف به بنا آن�گاه degG(v) = ∆(G) و |g(v)| = ١ اگر

w(g١) = γr٢(G)− ١+ |A| ≤ γr٢(G)− ١+∆(G)

w(G١) < γr٢(G)− ١+∆(G) آن�گاه degG(v) < ∆(G) اگر و
(چون است برقرار w(g١) < γr٢(G)− ١+∆(G) رابطه�ي مجددا باشد g(v) = {١,٢} که صورت در و

نتیجه در �شود). م کم γr٢(G) از واحد ٢
γr٢(G− v) ≤ w(g١) ≤ γr٢(G)− ١+∆(G).

۶closed private neighbor set



٣٧ رأس حذف .٢.٣

ندارد. وجود ابربحران γr٢−رأس گراف هیچ که �دهیم م نشان زیر لم طریق از حال

برای این�صورت در باشد. γr٢(G − v) > γr٢(G) که به�طوری v ∈ V (G) کنیم فرض [١١] .٢.٢.٣ لم
.pn(v, f) ̸= ∅ و f(v) ̸= ∅ : داریم G گراف روی شده تعریف f تابع −γr٢ هر

اگر Gباشد. روی γr٢−تابع ی f و γr٢(G−v) > γr٢(G) که به�طوری v ∈ V (G) �کنیم فرضم برهان.
که است γr٢(G−v) ≤ γr٢(G) بنابراین است. G−v روی 2RDF ی f G−v به�وضوح آن�گاه f(v) = ∅

ی f G−v ،pn(v, f) تعریف به بنا آن�گاه pn(v, f) = ∅ اگر .f(v) ̸= ∅ لذا است مسأله فرض با تناقض
.pn(v, f) ̸= ∅ نتیجه در است. تناقض این و γr٢(G− v) ≤ γr٢(G) لذا است G− v برای 2RDF

ندارد. وجود ابربحران γr٢−رأس گراف هیچ [١١] .٣.٢.٣ قضیه

لم از باشد. n مرتبه�ی از ابربحران γr٢−رأس گراف ی G که �کنیم م فرض خلف برهان به بنا برهان.
داریم G روی f مانند γr٢−تابع هر برای بنابراین .f(v) ̸= ∅ داریم v ∈ V (G) هر به�ازای (٢.٢.٣)

،v ∈ V (G) هر برای

|f(v)| = ١

.γr٢(G − v) ≤ γr٢(G) + ∆(G) − ١ داریم (١.٢.٣) لم از هم�چنین .γr٢(G) = n بنابراین
ماکسیمم با رأس را x اگر حال .∆(G) ≥ ٢ داشت: خواهیم خلف) (فرض ابتدا فرض از دراین�صورت،
u ∈ V (G) هر برای (چون بود خواهد 2RDF ی زیر ضابطه�ی با شده تعریف f آن�گاه کنیم، فرض درجه

.(u ∈ N(x) داریم f(u) = ∅ که
،u ∈ V (G) هر برای

f(u) =


{١,٢} u = x

∅ u ∈ N(x)

{١} u ∈ V (G)\N [x]

که � حال در |N [x]| ≥ ٣ لذا ∆(G) = degG(x) ≥ ٢ چون و
ی این و است n − ١ حداکثر وزن با G روی 2RDF ی f نتیجه در

∑
u∈N [x] |f(u)| = |f(x)| = ٢

باطل ابربحران γr٢−رأس گراف ی وجود بر مبن ابتدا فرض پس .γr٢(G) = n زیرا است تناقض
است.

مشابه بخش این نتایج از (بسیاری �دهیم. م قرار بررس مورد را بحران γr٢−رأس گراف�های ادامه، در
[٨ ،٧] در اران هم و ا.هنسبرگ٧ به�وسیله�ی بحران رأس روم احاطه�گری گراف�های برای که است نتایج
، بحران γr٢−رأس گراف تعریف و (١.٢.٣) لم پایین کران از که �کنیم م توجه ابتدا است) آمده به�دست

�آید: م به�دست زیر لم

.γr٢(G−v) = γr٢(G)−١ داریم G بحران γr٢−رأس گراف ی در vرأس هر به�ازای [١١] .۴.٢.٣ لم

�دهیم. م ارایه بحران رأس −γr٢ گراف�های برای طبقه�بندی ی این

٧A. Hansberg
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ی v ∈ V (G) هر به�ازای اگر تنها و اگر است بحران γr٢−رأس گراف ی G [١١] .۵.٢.٣ قضیه
.pn[v, f ] = {v} و |f(v)| = ١ که به�طوری باشد داشته وجود f مانند γr٢−تابع

و باشد بحران γr٢−رأس گراف ی G �کنیم م فرض �کنیم. م ثابت را قضیه رفت حالت ابتدا برهان.
�گیریم. م G− v روی γr٢−تابع ی را f .γr٢(G− v) = γr٢(G)− ١ داریم (۴.٢.٣) لم از .v ∈ V (G)

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (G) روی را g تابع
x ∈ V (G) هر برای

g(x) =

{
{١} x = v

f(x) x ̸= v

چون هم�چنین، دارد. را بودن 2RDF شرط g بنابراین g(v) ̸= ∅ و است G− v روی γr٢−تابع ی f چون
.pn[v, g] = {v} نتیجه در .pn(v, g) = ∅ لذا است G− v روی f γr٢−تابع با برابر g G−v

�گیریم. م نظر در آمده�اند قضیه فرض در که را G و f ،v قضیه، برگشت حالت اثبات برای
روی 2RDF ی f G−v نتیجه در pn(v, f) = ∅ پس pn[v, f ] = {v} داریم v ∈ V (G) هر به�ازای چون

و است G− v

γr٢(G− v) ≤ w(f G−v) = γr٢(G)− ١.

.n ≡ ٢ (mod ۴) اگر تنها و اگر است بحران γr٢−رأس گراف ی Cn دور هر [١١] .۶.٢.٣ گزاره

و γr٢(Pn) = ⌊n٢ ⌋+ ١ داریم ٢ فصل از برهان.

γr٢(Cn) =

{
⌊n٢ ⌋ n ≡ ٠ (mod ۴)
⌊n٢ ⌋+ ⌈n۴ ⌉ − ⌊n۴ ⌋ o.w

صورت به را مذکور لم از قسمت پس ⌈n۴ ⌉−⌊n۴ ⌋ = ١ داریم n ≡ ١,٢,٣ mod ۴ برای که �کنیم م توجه و
�کنیم: م بازنویس زیر

γr٢(Cn) =

{
⌊n٢ ⌋ n ≡ ٠ (mod ۴)
⌊n٢ ⌋+ ١ o.w

�کنیم: م ثابت زیر به�صورت را قضیه رفت حالت
داریم v ∈ Cn رأس هر برای پس باشد. بحران γr٢−رأس گراف ی Cn کنیم فرض

γr٢(Cn − v) < γr٢(Cn) (١.٣)

بنابراین �رسیم، م Pn−١ مسیر به Cn دور از رأس ی حذف با چون و

γr٢(Cn − v) = γr٢(Pn−١) = ⌊n− ١
٢ ⌋+ ١

داریم (١.٣) از نتیجه در

⌊n− ١
٢ ⌋+ ١ < γr٢(Cn) (٢.٣)

داریم: n برای حال،
⌊n−١٢ ⌋+١ = ⌊n٢ ⌋+١ آن�گاه n ≡ ١,٣ (mod ۴) اگر و ⌊n−١٢ ⌋+١ = ⌊n٢ ⌋ آن�گاه n ≡ ٠ (mod ۴) اگر
n ≡ ٢ باید (٢.٣) نامساوی برقراری برای بنابراین .⌊n−١٢ ⌋ + ١ = ⌊n٢ ⌋ آن�گاه n ≡ ٢ (mod ۴) اگر و



٣٩ رأس حذف .٢.٣

کرد. ثابت را قضیه رفت حالت این و باشد (mod ۴)
است. بدیه برگشت حالت اثبات

است. مجاور برگ ی دقیقا با بحران γr٢−رأس گراف ی در پشتیبان رأس هر [١١] .٧.٢.٣ لم

برهان به باشد. گراف این از پشتیبان رأس ی x و بحران γr٢−رأس گراف ی G �کنیم م فرض برهان.
قابل f γr٢−تابع ی ،(۵.٢.٣) قضیه به بنا باشند. x همسایه�ی برگ دو z و y که �کنیم م فرض خلف،
pn[x, f تعریف[ از این�صورت در و pn[x, f ] = {x} و |f(x)| = ١ که به�طوری دارد وجود G روی تعریف

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (G) روی را g تابع حال .f(z) ̸= ∅ و f(y) ̸= ∅ داریم
v ∈ V (G) هر برای

g(v) =


{١,٢} v = x

∅ v = y, z

f(v) v /∈ {x, y, z}

مقادیر داشتیم f تعریف در است. G روی 2RDF ی g ،fشرایط به توجه با نیز و y, z ∈ N(x) چون
است. تناقض که w(g) < w(f) = γr٢(G) بنابراین است غیرته f(z), f(y), f(x)

�کنیم. م طبقه�بندی را بحران γr٢−رأس درخت�های اکنون

.T = K٢ اگر تنها و اگر است بحران γr٢−رأس ،T درخت ی [١١] .٨.٢.٣ قضیه

است. شده ثابت قضیه برگشت حالت لذا است بحران γr٢−رأس درخت ی K٢ که است بدیه برهان.
برگ z و T پشتیبان رأس ی x و n ≥ ٣ و باشد n مرتبه�ی از بحران γr٢−رأس درخت ی T �کنیم فرضم
غیر (yهمسایه�ی باشد x همسایه�ی y ̸= z اگر باشد. x همسایه�ی تاست) ی برگ این قبل، لم به (بنا تای ی
|f(y)| = ١ که به�طوری هست G برای f مانند γr٢−تابع ی (۵.٢.٣) قضیه به بنا آن�گاه است) x برای برگ
x اگر که �کنیم م (توجه .f(z) ̸= ∅ و f(x) ̸= ∅ داریم pn[y, f تعریف[ به توجه با پس pn[y, f ] = {y} و
f(x) = ∅ باشیم: داشته یعن باشد z و w احاطه�ی در x و باشد داشته w مانند ری دی برگ غیر همسایه�ی

کرد: تعریف زیر ضابطه�ی با G روی gرا �توان م آن�صورت، در .f(w) ∪ f(z) = {١,٢} و
،v ∈ V (G) هر برای

g(v) =

{
∅ v = y

f(v) o.w

و f(x) = {١,٢} اگر هم�چنین، است. تناقض این و است w(f)− ١ وزن با V (G) روی 2RDF ی g و
اختصاص عضوی ت مجموعه�های z و x رأس�های از هرکدام به که تابع با تابع این وزن باشد، f(z) = ∅

فرض مطلب، کلیت دادن دست از بدون یریم.) ب نظر در را دوم تابع �توانیم م بنابراین است، برابر �دهد، م
�کنیم: م تعریف زیر باضابطه�ی V (G) روی را g تابع آن�گاه f(y) = {١} کنیم

،v ∈ V (G) هر برای

g(v) =


∅ v = x

{٢} v = z

f(v) v /∈ {x, z}
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بنابراین
∑

u∈N [x] |g(u)| = ٢ اما
∑

u∈N [x] |f(u)| = ٣ چون و است G گراف روی 2RDF ی g∑
u∈N [x] |f(u)| همواره باشد، داشته نیز ری دی همسایه�های x اگر که �کنیم م w(g)(توجه < w(f) = γr٢(G)

است. تناقض این و است) بیشتر
∑

u∈N [x] |g(u)| از واحد ١ حداقل

در سپس پرداخته، Pn مسیر تاج و Cn دور تاج ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد محاسبه�ی به ، این
است. بحران γr٢−رأس گراف ی cor(Cn) که �کنیم م اثبات ر دی گزاره�ای

[١١] .٩.٢.٣ گزاره

γr٢(cor(Cn)) = γr٢(cor(Pn)) = n+ ⌈n٣⌉.

رأس سه z yو ،x شود فرض هم�چنین باشد. G روی γr٢−تابع ی f و G = cor(Cn) کنیم فرض برهان.
به�ترتیب z١ و y١ ،x١ اگر .f(x) = f(y) = f(z) = ∅ و {x, z} ⊆ N(y) که به�طوری باشند G از پشتیبان
g تابع باشد. f(y١) = {١,٢} باید y شدن احاطه برای آن�گاه باشند z و y ،x رأس�های همسایه�ی برگ�های

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (G) روی را
،v ∈ V (G) هر برای

g(v) =

{
{١} v = y = y١
f(v) v /∈ {y, y١}

G روی γr٢−تابع ی g لذا w(g) = w(f) که است G روی 2RDF ی g تابع ،f تعریف به توجه با
روی f مانند γr٢−تابع هر و Cn دور از x− y − z مسیر هر به�ازای که �شود م نتیجه مطلب این از است.

داشت خواهیم آن�صورت در که {f(x), f(y), f(z)} ̸= {∅} کرد فرض �توان م ،cor(Cn)

∑
v∈V (Cn)

|f(v)| ≥ ⌈n٣⌉ (٣.٣)

ندارد ری دی همسایه�ی x و f(x) = ∅ چون آن�گاه، x′ ∈ N(x) و باشد G گراف از برگ ی x اگر و
حالت�های از ی است، x′ پشتیبان رأس به وابسته برگ x که xx′ یال هر به�ازای لذا .f(x′) = {١,٢} پس

.f(x) ̸= ∅ این�که یا و f(x′) = {١,٢} آن�گاه و f(x) = ∅ �افتد: م اتفاق بعد
�گیریم م نتیجه (٣.٣) رابطه�ی و G گراف در xx′ یال هر برای بالا مطلب از

w(f) ≥ ⌈n٣⌉+ n.

V (G) روی n مقدار هر برای ⌈n٣ ⌉ + n وزن با 2RDF ی ،cor(Cn) برای گزاره اثبات کردن کامل برای
�کنیم: م تعریف

.n ≡ ٠ (mod ٣) الف)
،٠ ≤ i ≤ n

٣ − ١ که به�طوری i هر برای

f(v٣i+١) = f(v٣i+٢) = ∅.

،١ ≤ i ≤ n
٣ که به�طوری i هر برای

f(v٣i) = {٢}.
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،xبرگ هر برای
f(x) = {١}.

که v٣i+٢ و v٣i+١ رأس هر که کنیم توجه است، کاف f بودن 2RDF اثبات جهت
�شود. م احاطه ٠ ≤ i ≤ n

٣ که v٣i رأس ی و خود همسایه�ی برگ به�وسیله�ی ،١ ≤ i ≤ n
٣ − ١

،Cn دور رأس سه هر از رأس ی به و شده داده اختصاص �عضوی ت مجموعه�ای برگ، n از کدام هر به
.w(f) = ⌈n٣ ⌉+ n نتیجه در است صحیح عددی w(f) �دانیم م و شده داده اختصاص {٢} مقدار

.n ≡ ١ (mod ٣) ب)
،٠ ≤ i ≤ ⌊n٣ ⌋ − ١ که به�طوری i هر برای

f(v٣i+١) = f(v٣i+٢) = ∅.

،١ ≤ i ≤ ⌊n٣ ⌋ که به�طوری i هر برای
f(v٣i) = f(vn) = {٢}.

،x برگ هر برای
f(x) = {١}.

.w(f) = ⌈n٣ ⌉+ n و است 2RDF ی f الف، حالت مشابه
.n ≡ ٢ (mod ٣) پ)

،٠ ≤ i ≤ ⌊n٣ ⌋ − ١ که به�طوری i هر برای
f(v٣i+١) = f(v٣i+٢) = f(vn−١) = ∅.

،١ ≤ i ≤ ⌊n٣ ⌋ که به�طوری i هر برای
f(v٣i) = f(vn) = {٢}.

،x برگ هر برای
f(x) = {١}.

.w(f) = ⌈n٣ ⌉+ n و است 2RDF ی f ب، و الف حالت�های مانند نیز اینجا در
هر که �کنیم م توجه ،cor(Pn) برای م ح اثبات جهت شد. کامل γr٢(cor(Cn)) برای گزاره اثبات پس
cor(Pn) روی γr٢−تابع هر لذا آوریم، به�دست cor(Cn) در Cn دور یال ی حذف از �توانیم م را cor(Pn)

پس است cor(Cn) روی γr٢−تابع) لزوما (نه 2RDF ی
γr٢(cor(Pn)) ≥ n+ ⌈n٣⌉. (۴.٣)

برای f مانند 2RDF ی قبل، قسمت اثبات در پ تا الف حالت�های به توجه با n مقدار هر برای حال
مجاور پشتیبان رأس دو �دانیم، م حالت هر در f تعریف از آن�گاه �گیریم. م نظر در ⌈n٣ ⌉+n وزن با cor(Cn)

و x /∈ pn[y, f ] و cor(Cn) − xy ≃ cor(Pn) ر دی طرف از .f(x) = f(y) = ∅ که دارند وجود y و x
پس �باشد. م cor(Pn) روی 2RDF ی f نتیجه در y /∈ pn[x, f ]

γr٢(cor(Pn)) ≤ w(f) = ⌈n٣⌉+ n (۵.٣)
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�شود. م کامل اثبات (۵.٣) و (۴.٣) از
.γr٢(cor(Cn)) = γr٢(cor(Pn)) = n+ ⌈n٣ ⌉ پس

اگر تنها و اگر است بحران γr٢−رأس گراف ی n ≥ ٣ برای cor(Cn) [١١] .١٠.٢.٣ گزاره
.n ≡ ١ (mod ٣)

در را x ∈ V (cor(Cn)) دلخواه رأس منظور، این برای �کنیم. م ثابت را گزاره برگشت حالت ابتدا برهان.
x که این اول، وضعیت �کنیم. م ثابت را م ح وضعیت، هر در و داشت خواهیم وضعیت دو و گرفته نظر
((٩.٢.٣)) قبل گزاره اثبات در شده ذکر 2RDF را f و گرفته x همسایه�ی پشتیبان رأس را y باشد. برگ ی
دادن دست از بدون .f(x) = {١} داریم f تعریف از �کنیم. م فرض (ب) n ≡ ١ (mod ٣) حالت برای
است n شماره�ی رأس یا ١ ≤ i ≤ ⌊n٣ ⌋ که ٣i شماره�ی رأس y یعن f(y) ̸= ∅ کنیم فرض �توانیم م کلیت،
است yرأس x همسایه�ی تنها که این به توجه با و کنیم) آغاز �توانیم م رأس هر از را رأس�ها (شماره�گذاری
آورده�ایم، به�دست حال است. γr٢−تابع ی f که �دانیم م قبل گزاره�ی از ضمن، در .pn[x, f ] = {x} لذا
قضیه برگشت حالت شرایط بنابراین .pn[x, f ] = {x} و |f(x)| = ١ ،cor(Cn) روی f γr٢−تابع برای
.γr٢(cor(Cn)− x) < γr٢(cor(Cn)) مذکور قضیه به بنا لذا است شده فراهم مورد این در (۵.٢.٣) مهم
رأس ی با همراه cor(Pn−١) با ریخت ی cor(Cn−x)گراف است. پشتیبان رأس ی x دوم وضعیت در

بنابراین است. (ایزوله) تنها

γr٢(cor(Cn)− x) = γr٢(cor(Pn−١)) + ١. (۶.٣)

داریم (٩.٢.٣) گزاره�ی )از
γr٢(cor(Pn−١))

)
+ ١ =

(
⌈n− ١

٣ ⌉+ n− ١
)
+ ١ = ⌈n− ١

٣ ⌉+ n. (٧.٣)

است زیر صورت به (٧.٣) رابطه�ی لذا .⌈n−١٣ ⌉ = ⌈n٣ ⌉ − ١ پس n ≡ ١ (mod ٣) چون

γr٢(cor(Pn−١)) + ١ = ⌈n٣⌉+ n− ١

�شود: م نتیجه (٩.٢.٣) گزاره�ی از مجددا و

γr٢(cor(Cn)− x) < γr٢(cor(Cn)).

�کنیم. م ثابت را قضیه رفت حالت ، این
،x ∈ V (cor(Cn)) رأس هر برای یعن باشد، بحران γr٢−رأس ،cor(Cn) گراف اگر

γr٢(cor(Cn − x)) < γr٢(cor(Cn))

داریم گزاره برگشت حالت در (۶.٣) طبق باشد، پشتیبان رأس ی x که حالت در آن�صورت، در

γr٢(cor(Cn)− x) = γr٢(cor(Pn−١)) + ١

داریم (٩.٢.٣) گزاره�ی از و

γr٢(cor(Pn−١)) + ١ = ⌈n− ١
٣ ⌉+ n.
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باید باشد، γr٢(cor(Cn)− x) < γr٢(cor(Cn)) آن�که برای حال
باشد. n ≡ ١ (mod ٣) که �دهد م رخ زمان تنها نامعادله این و باشد ⌈n−١٣ ⌉+ n < ⌈n٣ ⌉+ n

یال حذف ٣.٣

داریم G گراف ی در e یال هر برای [١١] .١.٣.٣ لم
γr٢(G) ≤ γr٢(G− e) ≤ γr٢(G) + ١.

آن�گاه �گیریم. م G − e برای γr٢−تابع ی را h پایین، کران اثبات برای .e ∈ E(G) کنیم فرض برهان.
فرض حال، .γr٢(G) ≤ w(h) = γr٢(G− e) بنابراین است. G برای γr٢−تابع) لزوما (نه 2RDF ی h
f(x) = f(y) = ∅ یا ∅ /∈ {f(x), f(y)} اگر �گیریم. م نظر در G برای γr٢−تابع را f و e = xy �کنیم م

�تأثیرند). ب ر �دی ی شدن احاطه در y و x) y /∈ pn[x, f ] و x /∈ pn[y, f ] آن�گاه
بنابراین .γr٢(G − e) ≤ γr٢(G) لذا است G − e برای γr٢−تابع) ی (البته 2RDF ی f نتیجه، در
به�صورت G−e روی را g تابع ،f(x) = ∅ و f(y) ̸= ∅ اگر اما، است. روشن حالت این در بالا کران درست

�کنیم: م تعریف زیر
،v ∈ G− e هر برای

g(v) =

{
{١} v = x

f(v) v ̸= x

.γr٢(G− e) ≤ w(g) = γr٢(G) + ١ پس است G− e روی 2RDF آن�گاهgی

�شود: م نتیجه ،(١.٣.٣) لم بالای کران و ابربحران γr٢−یال گراف تعریف از

داریم G ابربحران یال −γr٢ گراف ی در e یال هر برای
γr٢(G− e) = γr٢(G) + ١.

فرد عدد ی n اگر تنها و اگر است ابربحران γr٢−یال گراف ی Pn مسیر هر الف) [١١] .٢.٣.٣ گزاره
باشد. ١ از بزرگتر

.n ≡ ٠ (mod ۴) اگر تنها و اگر است ابربحران γr٢−یال گراف ی Cn دور هر ب)

مسیر دو با ریخت ی Pn − e آن�گاه e ∈ E(Pn) اگر .γr٢(Pn) = ⌊n٢ ⌋+ ١ داریم ٢ فصل از الف) برهان.
اعداد ،Pn − e در که �کنیم م توجه رفت، حالت اثبات برای .s+ t = n که به�طوری است Pt و Ps مجزای
داریم ٢ فصل در لم همان به بنا مجددا باشند، فرد دو هر که زمان زوج. دو هر یا هستند فرد دو هر یا t و s

γr٢(Ps) + γr٢(Pt) =
⌊ s
٢
⌋
+ ١+

⌊ t
٢
⌋
+ ١ =

⌊n
٢
⌋
− ١+ ٢ = γr٢(Pn).

رفت، حالت از نیز برگشت حالت اثبات نیست. ابربحران γr٢−یال گراف ی Pn زوج، های n برای پس
است. روشن

آن�گاه باشد ابربحران γr٢−یال گراف Cn اگر حال، .Cn − e ≃ Pn آن�گاه باشد e ∈ E(Cn) اگر ب)



۴۴ گراف�ها در ین�کمان رن ٢−احاطه�گری برای بحران مفهوم .٣

داریم ٢ فصل در (٢.٢.٢) گزاره از γr٢(Cn) مقادیر به توجه با بنابراین، ⌊n٢ ⌋+ ١ = γr٢(Pn) > γr٢(Cn)

است. بدیه نیز س ع حالت اثبات .n ≡ ٠ (mod ۴) لم، همان به بنا نتیجه در γr٢(Cn) = ⌊n٢ ⌋

�شود م فرض قضیه این در �کنیم. م طبقه�بندی را ابربحران γr٢−یال گراف�های زیر، قضیه کم با
ستاره ی G اگر تنها و اگر G ∈ F که به�طوری باشد ٣ حداقل مرتبه�ی با گراف�های شامل F رده�ی که

باشد: زیر ویژگ با دوبخش گراف ی یا باشد
باشیم: داشته ،G روی شده تعریف f مانند γr٢−تابع هر به�ازای

|f(v)| ≤ ١ ،.v ∈ V (G) هر به�ازای (١
.degG(v) = ٢ آن��گاه f(v) = ∅ باشیم داشته G از v رأس ی برای اگر (٢

.∅ ∈ {f(x), f(y)} و f(x) ̸= f(y) باشیم: داشته y و x مجاور رأس دو هر برای (٣

.G ∈ F اگر تنها و اگر است ابربحران γr٢−یال ،n مرتبه�ی از G همبند گراف ی [١١] .٣.٣.٣ قضیه

G ≃ P٣ آن�گاه یریم ب ٣ مرتبه�ی با ستاره�ی ی را G اگر �کنیم. م ثابت را قضیه برگشت حالت ابتدا برهان.
ی همراه به p٢ با ریخت ی است، G از یال ی e آن در که ،G− e گراف .γr٢(G) = ٢ ،٢ فصل به بنا و
ابربحران γr٢−یال گراف G لذا γr٢(G− e) = ٢+ ١ = ٣ شده، یاد لم به بنا که است (ایزوله) تنها رأس
از ستاره� ی با ریخت ی G − e اما γr٢(G) = ٢ آن�گاه باشد، n ≥ ۴ مرتبه�ی با ستاره��ای G اگر است.
ی G نیز حالت این در لذا γr٢(G− e) = ٢+ ١ = ٣ بنابراین است تنها رأس ی به�همراه n− ١ مرتبه�ی

.e = xy ∈ E(G) فرضکنیم و نباشد ستاره اما G ∈ F فرضکنیم حال، است. ابربحران γr٢−یال گراف
و γr٢(G − e) = γr٢(G) �کنیم م فرض ،G بودن ابربحران γr٢−یال دادن نشان برای خلف، برهان به
شماره٣ ویژگ به بنا است. G روی γr٢−تابع ی f آن�گاه �گیریم. م G − e روی γr٢−تابع ی را f
٢ شماره ویژگ به بنا آن�گاه f(x) = ∅ �کنیم م فرض است. ∅ برابر f(y) یا f(x) مقادیر از ی ،F رده�ی
باید x شدن احاطه برای ،z ∈ NG−e(x) اگر .degG−e(x) = ١ درآن�صورت و degG(x) = ٢ ،F رده�ی
γr٢(G− e) = γr٢(G) + ١ بنابراین است تناقض در F رده�ی ١ شماره�ی ویژگ با این و f(z) = {١,٢}

است. ابربحران γr٢−یال گراف ی G و
�کنیم: م ثابت این�گونه را قضیه رفت حالت

باشد ستاره G اگر ستاره. از غیر گراف یا است ستاره یا G آن�گاه باشد، ابربحران γr٢−یال ،G اگر
G روی γr٢−تابع ی را f نباشد. ستاره G که �کنیم م فرض پس است. ثابت م ح و G ∈ F پس
G بودن غیرستاره و بودن همبند از ،f(x) = {١,٢} که باشد داشته وجود x ∈ V (G) اگر �گیریم. م
چون .z ∈ N(y) و y ∈ N(x) که به�طوری دارند، وجود z و y مانند x از غیر رأس دو که داریم
�باشد م نیز G− yz روی 2RDF ی f پس ( y ∈ N(x) و f(x) = {١,٢} که آن�جا (از pn[y, f ] = {y}

هر به�ازای پس دارد. تناقض G بودن ابربحران γr٢−یال با این و γr٢(G − yz) < w(f) = γr٢(G) لذا
است. F رده�ی ١ شماره�ی ویژگ این و |f(x)| ≤ ١ ،x ∈ V (G) رأس

رأس سه آن�گاه ،degG(v) ≥ ٣ و f(v) = ∅ که به�طوری باشد موجود v ∈ V (G) رأس ی اگر
و y١ به�وسیله�ی v بنابراین .f(y٢) = {٢} و f(y١) = {١} که به�طوری دارند، وجود y١, y٢, y٣ ∈ N(v)

این�صورت در که است 2RDF ی f G−vy٣ پس �شود م احاطه به�خوب y٢
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٢ شماره�ی ویژگ لذا است تناقض قبل مانند نیز این و γr٢(G − vy٣) ≤
∑

u∈G−vy٣
|f(u)| = γr٢(G)

،f(a) = f(b) یا ∅ /∈ {f(a), f(b)} که به�طوری باشند مجاور رأس دو b و a اگر آمد. به�دست نیز F رده�ی
تناقض قبل، مشابه نیز این و است G − ab روی 2RDF ی f پس b /∈ pn[a, f ] و a /∈ pn[b, f ] آن�گاه
با است گراف G آوردیم، به�دست آن�چه به توجه با آمد. به�دست هم F رده�ی ٣ شماره�ی ویژگ پس است

�شود. م تقسیم بخش دو به V (G) که فوق �های ویزگ
�دهند م یل تش را V (G) از ری دی بخش {u : f(u) = ∅} و V (G) از بخش ی {u : f(u) ∈ {{١}, {٢}}
بنا پس دارد غیر∅ مقدار با رأس�های در انتها ی و ∅ مقدار با رأس�های در انتها ی G از یال هر چون که

.G ∈ F پس است. دوبخش G ، دوبخش گراف تعریف به

یال اضافه�کردن ۴.٣

داریم e ∈ E(Ḡ) یال هر برای [١١] .١.۴.٣ لم

γr٢(G)− ١ ≤ γr٢(G+ e) ≤ γr٢(G).

ی h اگر که ترتیب به�این �آوریم م به�دست به�سادگ را بالا کران .e ∈ E(Ḡ) �کنیم م فرض برهان.
.γr٢(G+ e) ≤ w(h) = γr٢(G) لذا است G+ e روی 2RDF ی h آن�گاه باشد، G برای γr٢−تابع

اول، داریم: حالت دو باشد. G+ e روی γr٢−تابع ی f و e = xy �کنیم م فرض پایین، کران اثبات برای
ی f پس y /∈ pn[x, f ] و x /∈ pn[y, f ] این�صورت در .∅ /∈ {f(x), f(y)} یا f(x) = f(y) = ∅ این�که

آوردیم. به�دست را پایین کران حالت این در و γr٢(G) ≤ w(f) = γr٢(G+ e) لذا است، G روی 2RDF

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (G) روی را g تابع .f(x) = ∅ و f(y) ̸= ∅ این�که دوم، حالت
،v ∈ V (G) هر برای

g(v) =

{
{١} v = x

f(v) v ̸= x
.

پس است، G روی 2RDF ی g

γr٢(G) ≤ w(G) = w(f) + ١ = γr٢(G+ e) + ١.

نتیجه در

γr٢(G)− ١ ≤ γr٢(G+ e).

e ∈ E(Ḡ) هر برای آن�گاه باشد، بحران گرافγr٢−یال Gی اگر استکه واضح فوق لم پایین کران از
داریم

γr٢(G+ e) = γr٢(G)− ١

�باشد)، م ته گراف و است Kn گراف متمم K̄n ) E(K̄n) = ∅ داریم Kn کامل گراف برای چون و
مسیری هیچ که دید خواهیم نیز ادامه در و است بحران γr٢−یال کامل گراف هر مقدم، انتفای به بنا لذا
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نیست. بحران γr٢−یال
�بینیم. م را زیر ساده�ی گزاره�ی ، این

بحران γr٢−یال گراف G این�صورت در .G = Kn + K̄m و n ≥ ٣ کنیم فرض [١١] .٢.۴.٣ گزاره
.m = ١ اگر تنها و اگر است

�گیریم. م نظر در را برگشت حالت برهان.

γr٢(G) = γr٢(Kn) + γr٢(K̄١) = ٢+ ١ = ٣.

و e ∈ E(Ḡ) ر دی عبارت به �گیریم م v ∈ V (Kn) رأس به ( K١ = K̄١ که داریم (توجه K١ اتصال را e
�کنیم: م تعریف

،x ∈ V (G+ e) هر برای

g(x) =

{
{١,٢} x = v

∅ x ̸= v
.

روی (γr٢−تابع) 2RDF ی g لذا �کند م احاطه به�خوب را m = ١ برای G گراف رأس�های همه�ی v
و �گیریم م بحران γr٢−یال را G نیز رفت حالت اثبات برای .γr٢(G+ e) < γr٢(G)پس است، G+ e

�دهیم م قرار دارند. وجود x, y ∈ V (K̄m)رأس دو حداقل آن�گاه ،m ≥ ٢ که �کنیم م (فرضخلف) فرض
داریم و e = xy

γr٢(G) = γr٢(Kn) + γr٢(K̄m) = ٢+m. (٨.٣)

پس γr٢(H) = γr٢(K̄m) پس است ته گراف K̄m چون ،H = K̄m + e دهیم قرار اگر

γr٢(G+ e) = γr٢(Kn) + γr٢(H) = ٢+m. (٩.٣)

�باشد. م m = ١ و است باطل خلف فرض بنابراین �آید. م پیش تناقض (٩.٣) و (٨.٣) روابط از

غیرمجاورش رأس دو هر به�ازای اگر تنها و اگر است بحران γr٢−یال ،G گراف هر [١١] .٣.۴.٣ قضیه
برقرار آن برای زیر شرایط از ی که به�طوری باشد داشته وجود G روی f مانند γr٢−تابع ی y و x مانند

باشد:
.pn[w, f ] = {w} آن�گاه ،|f(w)| = ١ که به�طوری باشد w ∈ {x, y} اگر و {|f(x)|, |f(y)|} = {١,٢} (١

که به�طوری باشد داشته وجود w ∈ {x, y} رأس و {|f(x)|, |f(y)|} = {١} (٢
.
∪

v∈N(w) f(v) = {١,٢}\f(w′) آن�گاه {w′} = {x, y}\{w} اگر و pn[w, f ] = {w}

در موجود صورت همان به را f و y ،x ،G �کنیم. م اثبات است، ساده که را برگشت حالت ابتدا برهان.
x از یال را e ∈ E(Ḡ) کند، صدق ١ شماره شرط در f اگر �گیریم. م نظر در برگشت) (حالت قضیه فرض

�کنیم: م تعریف زیر به�صورت G+ e روی را g تابع و یریم می y به
،v ∈ G+ e هر برای

g(v) =

{
∅ v = w

f(v) v ̸= w
.
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ر، دی طرف از و ندارد رأس�ها سایر شدن احاطه در تأثیری wپس pn[w, f ] = {w} و w ∈ {x, y} �دانیم م
است G + e روی 2RDF ی g لذا �شود م احاطه جدید همسایه�ی به�وسیله�ی به�خوب w رأس ،G + e در
در f �کنیم م فرض حال، است. بحران γr٢−یال ،G یعن γr٢(G + e) ≤ w(g) = γr٢(G) − ١ پس
ضابطه�ی با V (G+ e) روی را g تابع و گرفته y به x از یال را e ∈ V (Ḡ) مجددا کند. صدق ٢ شماره شرط

�کنیم: م تعریف زیر
،v ∈ G+ e هر برای

g(v) =

{
∅ v = w

f(v) v ̸= w
.

ی g و �کنند م احاطه را w رأس ،G + e گراف در w′ به�همراه G در w همسایه�های ،٢ شرط به توجه با
.γr٢(G+ e) ≤ w(g) = w(f)− ١ = γr٢(G)− ١ پس است G+ e روی 2RDF

کرده فرض آن از نامجاور رأس دو را y و x و بحران γr٢−یال گراف را G قضیه، رفت حالت اثبات برای
گراف تعریف به بنا �گیریم. م y به x از یال را e ∈ E(Ḡ) و دارند) وجود y و x لذا G ̸≃ K١,K٢ (چون
نخست، �گیریم. م G + e روی γr٢−تابع ی نیز را f .γr٢(G + e) = γr٢(G) − ١ ، بحران γr٢−یال
ی f پس y /∈ pn[x, f ] و x /∈ pn[y, f ] آن�گاه .f(x) = f(y) = ∅ یا ∅ /∈ {f(x), f(y)} �کنیم م فرض

2RDF ی f ،eیال حذف با پس ندارد، ر دی ی شدن احاطه� در تأثیری yو x (چون است G روی 2RDF

�کنیم م فرض لذا است. تناقض این و γr٢(G) ≤ w(f) = γr٢(G) − ١ پس است). جدید گراف روی
که �دهیم م نشان ابتدا این�جا، در .f(y) ̸= ∅ و f(x) = ∅∣∣ ∪

v∈NG(x)

f(v)
∣∣ ≤ ١. (١٠.٣)

و بود خواهد 2RDF ی f G تابع (
∪

v∈NG(x) f(v) = {١,٢} (یعن این�صورت غیر در که ترتیب به�این
�گیریم: م نظر در را زیر حالت ٢ حال، است. تناقض که γr٢(G) ≤ γr٢(G+ e) داشت خواهیم آن�گاه

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (G) روی را g تابع .|f(y)| = ٢ (١

g(v) =

{
{١} v = x

f(v) v ̸= x
.

هم�چنین .pn[x, g] = {x} داریم g تعریف از پس pn[x, f ] = {x} چون و است 2RDF ی g
w(g) = γr٢(G) �آید م به�دست (١.۴.٣) لم پایین کران از پس w(g) = w(f) + ١ = γr٢(G + e) + ١
g که است مشخص فوق، شده�ی گفته مطالب و g تعریف به توجه با است. G روی γr٢−تابع ی g پس

است. ١ شرط در مطلوب γr٢−تابع همان
z ∈ NG(x) رأس آن�گاه .f(y) = {١} �کنیم م فرض مطلب، کلیت از شدن کاسته بدون .|f(y)| = ١ (٢

داشت خواهیم (١٠.٣) رابطه�ی به توجه با این�صورت، در اما .٢ ∈ f(z) که به�طوری دارد وجود
�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (G) روی را g تابع .f(z) = {٢}

،v ∈ V (G) هر برای

g(v) =

{
{١} v = x

f(v) v ̸= x
.

روی γr٢−تابع ی g و pn[x, g] = {x} داشت: خواهیم قبل حالت مانند و است G روی 2RDF ی g



۴٨ گراف�ها در ین�کمان رن ٢−احاطه�گری برای بحران مفهوم .٣

داریم z ∈ NG(x)برای f(z) = {٢} و (١٠.٣) رابطه�ی از که مطلب این تذکر با است. G∪
v∈N(x)

f(v) = {١,٢}\f(y)

قضیه لذا است ٢ شرط در نظر مورد γr٢−تابع بار این ،g که �گیریم م نتیجه فوق مطالب و g تعریف از ،
شد. اثبات

است. مجاور برگ ی دقیقا با بحران γr٢−یال گراف ی در پشتیبان رأس هر [١١] .۴.۴.٣ لم

ی x �کنیم م فرض �کنیم. م استفاده خلف برهان از و �گیریم م بحران γr٢−یال گراف ی را G برهان.
G روی f مانند γr٢−تابع ،(٣.۴.٣) قضیه به بنا باشد. z و y برگ دو حداقل به مجاور و پشتیبان رأس

است: برقرار آن برای زیر شرایط از ی که دارد وجود
.pn[w, f ] = {w} آن�گاه |f(w)| = ١ باشیم داشته w ∈ {y, z} برای اگر و {|f(y)|, |f(z)|} = {١,٢} (١
و pn[w, f ] = {w} که به�طوری باشد داشته وجود w ∈ {y, z} رأس و {|f(y)|, |f(z)|} = {١} (٢

.{w′} = {y, z}\{w} آن در که
∪

v∈N(w) f(v) = {١,٢}\f(w′)

.|f(x)|+ |f(y)|+ |f(z)| ≥ ٣ پس |f(y)|+ |f(z)| ≥ ٣ داریم ١ شرط در
پس

∪
v∈N(w) f(v) = f(x) = {١,٢}\(w′) چون و |f(y)|+ |f(z)| = ٢ داریم ٢ شرط در و

.|f(x)|+ |f(y)|+ |f(z)| = ٣
رابطه�ی شرط دو هر در بنابراین

|f(x)|+ |f(y)|+ |f(z)| ≥ ٣ (١١.٣)

�کنیم: م تعریف زیر به�صورت V (G) روی را g تابع ، این است. برقرار
،v ∈ V (G) هر برای

g(v) =


{١,٢} v = x

∅ v = y = z

f(v) v /∈ {x, y, z}
.

داریم (١١.٣) رابطه�ی از و است 2RDF ی g
w(g) = ٢+

∑
v∈V (G)\{x,y,z}

|f(v)| ≤ ٢+ γr٢(G)− ٣

نتیجه در
w(g) ≤ γr٢(G)− ١

است. تناقض این و

ندارد. وجود بحران γr٢−یال درخت هیچ [١١] .۵.۴.٣ گزاره

دو zو y و باشد بحران γr٢−یال درخت ی T �کنیم م فرض �کنیم. م استفاده خلف برهان از برهان.
این و باشد T در مسیر بلندترین z به y از مسیر یعن d(y, z) = diam(T ) که به�طوری باشند T از برگ

�باشد.) م نیز درخت مسیر بلندترین درخت ی قطر که داریم (توجه �نامیم. م P را مسیر
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چون �گوییم: م P٢ مسیر برای است. ٢ قطر با درخت ی P٣ مسیر و ١ قطر با درخت ی P٢ مسیر
اگر که |E(P̄٣)| = ١ داریم نیز P٣ مسیر برای نیست. بحران γr٢−یال ،P٢ مسیر پس E(P̄٢) = ∅

داریم فصل٢ در (٢.٢.٢) گزاره�ی به بنا و P٣ + e ≃ C٣ داریم ،E(P̄٣) = {e}

درخت ی P۴ مسیر نیست. بحران γr٢−یال نیز P٣ لذا γr٢(P٣ + e) = ⌊٣٢⌋ + ١ = ٢ = γr٢(P٣)

آن�گاه یریم، ب P۴ مسیر در انتها رأس به ابتدا رأس اتصال ،P̄۴ گراف در را e یال اگر است. ٣ قطر با
درخت هر قطر برای نتیجه، در نیست. بحران γr٢−یال نیز P۴ لذا γr٢(P۴ + e) = ٣ = γr٢(P۴)

.diam(T ) ≥ ۴ داریم بحران γr٢−یال
برگ�های v و u رأس�های ،(۴.۴.٣) لم به بنا .w ∈ N(u)\{y} و v ∈ N(z) و u ∈ N(y) �کنیم م فرض
باشد، داشته خود همسای در w از غیر ری دی پشتیبان رأس u اگر و ندارند خود همسای در ری دی
نیز ترتیب به�همین و degT (u) = ٢ یعن N(u) = {w, y} بنابراین �شود م نقض P بودن مسیر بلندترین
قضیه از بنابراین هستند، T بحران γr٢−یال درخت نامجاور رأس دو z و y .degT (v) = ٢ �کنیم م ثابت
شرایط از ی که به�طوری هست T روی شده تعریف f مانند γr٢−تابع ی که �گیریم م نتیجه (٣.۴.٣)

است: برقرار آن برای زیر
آن�گاه |f(a)| = ١ که aباشد ∈ {y, z} اگر و {|f(y)|, |f(z)|} = {١,٢} (١

.pn[a, f ] = {a}

و pn[a, f ] = {a} که به�طوری دارد وجود a ∈ {y, z} و {|f(y)|, |f(z)|} = {١} (٢
.{w′} = {y, z}\{a} آن در که

∪
v∈N(a) f(v) = {١,٢}\f(w′)

�کنیم: م ثابت را م ح مورد هر در و گرفته نظر در T قطر یرای را زیر حالات حال،
�کنیم م فرض کلیت، دادن دست از بدون باشد، برقرار ١ شرط که این فرض با .diam(T ) = ۴ حالت١)
حال، این با .f(u) ̸= ∅ پس pn[y, f ] = {y} داریم مذکور شرط به توجه با این�صورت، در .f(y) = {١}
تغییر {٢} یا {١} به {١,٢} از را f(z) مقدار �توانیم م نتیجه، در pn[z, f ] = {z} آن�گاه f(v) ̸= ∅ اگر

.f(v) = ∅ پس است. تناقض که کنیم تعریف T روی γr٢(T )− ١ وزن با جدید 2RDF ی و داده
∅ به را f(u) مقدار آن�گاه f(w) ̸= ∅ اگر حال، این با .|f(u)| = ١ پس degT (u) = ٢ و f(y) = {١}
روی جدید 2RDF ی و �شود م احاطه uآن�صورت در که f(y) = {١,٢}\f(w) �دهیم م قرار و داده تغییر
آورده�ایم، به�دست تاکنون آن�چه .f(w) = ∅ لذا است. تناقض این و داشت خواهیم γr٢(T )− ١ وزن با T

است: زیر شرح به

f(y) = {١}, |f(u)| = ١, f(w) = ∅, f(v) = ∅, f(z) = {١,٢}.

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (T ) روی را f١ تابع
،x ∈ V (T ) هر برای

f١(x) =


{٢} x = y, z

∅ x = u, v

{١} x = w

f(x) x /∈ {y, u, w, v, z}

.
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داریم و است V (T ) روی 2RDF ی f١

w(f١) = ٢+ ١+
∑

x∈V (T )\{y,u,w,v,z}

|f(x)| = ٣+ ٠+
∑

x∈V (T )\{y,w,v,z}

|f(x)|

< ٣+ ١+
∑

x∈V (T )\{y,w,v,z}

|f(x)|

= γr٢(T )

است. تناقض این و
،f(y) = {١} �کنیم م فرض منظور این برای و کند صدق ٢ شرط در f �کنیم م فرض اکنون

که کنیم (خلف) فرض .f(w) = ∅ �دهیم م نشان .f(u) ̸= f(z) و |f(u)| = ١،pn[y, f ] = {y}

دادن تغییر با این�صورت در .٢ ∈ f(w) �کنیم م فرض مطلب، کلیت دادن دست از بدون .f(w) ̸= ∅

روی γr٢(T )− ١ وزن با جدیدی 2RDF و �شود م احاطه w و y رأس�های به�وسیله�ی u ،∅ به f(u) مقدار
.f(v) ̸= ∅ پس |f(z)| = ١ و degT (v) = ٢ چون .f(w) = ∅ لذا است. تناقض این و �شود م تعریف T

بنابراین
|f(y)|+ |f(u)|+ |f(w)|+ |f(v)|+ |f(z)| ≥ ۴. (١٢.٣)

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (T ) روی را g تابع
،x ∈ V (T ) هر برای

g(x) =


{١} x = y, z

∅ x = u, v

{٢} x = w

f(x) x /∈ {y, u, w, v, z}

.

داریم (١٢.٣) نامساوی به توجه با و است T روی 2RDF ی g

w(g) = ٣+
∑

x∈V (T )\{y,u,w,v,z}

|f(x)| ≤ ٣+ γr٢(T )− ۴

= γr٢(T )− ١

باشد. بحران γr٢−یال �تواند نم ۴ قطر با خت در ی پس است. تناقض این و

شرط در f �کنیم م فرض .((١.٣) ل (ش v١ ∈ N(v)\{z} �کنیم م فرض .diam(T ) = ۵ حالت٢)
...

y
..

u
..

w
..
v١
..

v
..

z

P مسیر :١.٣ ل ش

اثبات مشابه .f(y) = {١} و f(z) = {١,٢} �کنیم م فرض کلیت، از شدن کاسته بدون کند. صدق ١
f(w) = f(v) = ∅ داشت خواهیم نیز این�جا در �کرد) م صدق ١ شرط در f که ام (هن ١ حالت برای
احاطه v درآن�صورت که داد تغییر {٢} به را f(z) مقدار �توان م آن�گاه ١ ∈ f(v١) اگر .|f(u)| = ١ و
پس است. تناقض که بود خواهد V (T ) روی γr٢(T ) − ١ وزن با 2RDF ی جدید، تابع و �ماند م شده
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.f(v١) = ∅ نتیجه در ٢ /∈ f(v١) �شود م ثابت ترتیب همین به و ١ /∈ f(v١)

پشتیبان رأس را w١ ̸= u اگر که ترتیب این به است. w با مجاور پشتیبان رأس تنها u �دهیم م نشان
پس دارد. وجود w١ همسای در w٢ مانند برگ ی دقیقا (۴.۴.٣) لم به بنا آن�گاه یریم، ب w با مجاور

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (T ) روی را g١ تابع .|f(w١)|+ |f(w٢| ≥ ٢
،x ∈ V (T ) هر برای

g١(x) =


{٢} x = w

∅ x = u,w١
{١} x = w٢
f(x) x /∈ {w,w١, w٢, u}

.

به مجاور پشتیبان رأس تنها u لذا است تناقض این و w(g١) < w(f) = γr٢(T ) و است 2RDF ی g١
که آن�جا از و f(u) = {١} �کنیم م فرض مطلب، کلیت از شدن کاسته بدون ،|f(u)| = ١ چون است. w

.f(w٣) = {٢} که به�طوری دارد w٣ مانند مجاور برگ ی w پس (f(v١) = ∅ (و f(w) = ∅

داشته وجود v٢ ∈ N(v١) رأس ی �کنیم م فرض .f(v١) = ∅ �دانیم م �گیریم. م نظر در را v١ حال،
f(v١) مقدار و {١} به را f(v٢) مقدار آن�گاه باشد، برگ ی v٢ اگر .f(v٢) = {١,٢} که به�طوری باشد
خواهد γr٢(T ) − ١ وزن با T روی 2RDF ی حاصل تابع و �دهیم م تغییر {١} به را f(z) و {٢} به را
تای ی برگ را v٣ ،(۴.۴.٣) لم به بنا باشد. پشتیبان رأس ی v٢ �کنیم م فرض لذا است. تناقض که بود
.f(v٣) = ∅ نتیجه در f(v٢) = {١,٢} پس f(v١) = f(w) = f(v) = ∅ چون �گیریم. م v٢ به مجاور
روی جدید 2RDF ی {١} به f(z) و {٢} به f(v١) ،{١} به f(v٣) ،∅ به f(v٢) تغییر با این�صورت در
داریم x ∈ N(v١) هر برای بنابراین، است. تناقض که �شود م تعریف w(f)− ١ = γr٢(T )− ١ وزن با T
v۵ و v۴ همسایه�ی دو به�ناچار vرأس١ ،f(w) = f(v١) = f(v) = ∅ که این به بنا مجددا اما .|f(x)| ≤ ١
به و کرده تعریف T روی را زیر 2RDF �توانیم م توصیف، این با .f(v۵) = {٢} و f(v۴) = {١} که دارد

برسیم: تناقض
وزن دارای 2RDF این �دهیم. م تغییر {١} به را f(z) و ∅ به را f(v۵) و f(v۴) ،{١,٢} به را f(v١)

�باشد. م w(f)− ١ = γr٢(T )− ١

صادق ٢ شرط در f �کنیم م فرض و �رویم م ٢ شرط سراغ حال، �کند. نم صدق ١ شرط در f پس
،
∪

x∈N(y) f(x) = f(u) چون و pn[y, f ] = {y} و f(y) = {١} �کنیم م فرض منظور، این برای باشد.
کلیت، دادن دست از بدون .f(w) = ∅ �آید م به�دست قبل مشابه حال، .f(u) ̸= f(z) �کنیم م فرض لذا
کنیم (خلف) فرض .degT (w) ≤ ٣ �دهیم م نشان .f(u) = {١} نتیجه در و f(z) = {٢} �کنیم م فرض
برگ هر برای و ∅ به را f(x) ،x ∈ N(w)\{v١} هر برای و {١,٢} به را f(w) آن�گاه .degT (w) ≥ ۴ که
وزن با T روی 2RDF ی جدید تابع �دهیم. م تغییر {١} به را f(x) ،x /∈ N(v١) و w از ٢ فاصله�ی به x

پس است. تناقض که است w(f) = γr٢(T ) از کمتر

degT (w) ≤ ٣. (١٣.٣)

،w vو از غیر v١ ان همسای .degT (v١) ≥ ۴ �کنیم م فرض(خلف) .degT (v١) ≤ ٣ �دهیم م نشان ، این
از چون داشت). خواهیم P مسیر از بلندتر مسیری این�صورت، غیر در (چون پشتیبان رأس یا هستند برگ یا
a١ ̸= v پشتیبان رأس ١ حداقل پس است ی حداکثر ،v١ به مجاور برگ�های تعداد که داریم (۴.۴.٣) لم
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T بحران γr٢−یال درخت در v و a١ رأس�های �گیریم. م a٢ را a١ به مجاور برگ هست. v١ مجاورت در
شرایط از ی در که هست T بر شده تعریف h مانند γr٢−تابع داریم: (٣.۴.٣) قضیه از لذا نامجاورند

�کند: م صدق زیر
.pn[a, f ] = {a} آن�گاه |f(a)| = ١ باشیم داشته a ∈ {a١, v} برای اگر و {|h(a١)|, |h(v)|} = {١,٢} ( i

و pn[a, h] = {a} که به�طوری دارد aوجود ∈ {a١, v} رأس و {|h(a١)|, |h(v)|} = {١} ( ii

کند. صدق i شرط در h کنیم فرض نخست، .{c} = {a١, v}\{a} هرگاه
∪

b∈N(a) h(b) = {١,٢}\h(c)
یا |h(a٢)| = ١ به�ترتیب باید h بودن 2RDF برای پس |h(v)| = ١ یا |h(a١)| = ١ چون آن�صورت، در

داریم پس .|h(z)| = ١

|h(v)|+ |h(z)|+ |h(a١)|+ |h(a٢)| ≥ ۴. (١۴.٣)

در را h(v١) منظور این برای است. باطل قبل فرض یعن �کند نم صدق i شرط در h �دهیم م نشان حال
این با .١ ∈ h(v١) �کنیم م قرض مطلب، کلیت از شدن کاسته بدون آن�گاه h(v١) ̸= ∅ اگر �گیریم. م نظر
2RDF ی جدید تابع �دهیم. م تغییر {٢} به را h(z) و h(a٢) و تغییر ∅ به را h(v) و h(a١) توصیف،
پس است. تناقض این و است w(h) = γr٢(T ) از کمتر وزن داری (١۴.٣) رابطه�ی به بنا که است T روی
را h(v١) و {٢} به را h(z) و h(a٢) و ∅ به را h(a١) و h(v) �توانیم م نیز این�صورت در اما .h(v١) = ∅

که داشت w(h) = γr٢(T ) از کمتر وزن با 2RDF ی (١۴.٣) رابطه�ی به بنا مجددا و داده تغییر {١} به
واین باشد! غیر∅ �تواند م نه و ∅ �تواند م نه h(v١) مقدار ،i شرط در h بودن صادق با پس است. تناقض

�کند. نم صدق i شرط در h یعن
برای پس |h(v)| = ١ و |h(a١)| = ١ چون این�صورت، در کند. صدق ii شرط در h کنیم فرض حال

بنابراین .|h(z)| = |h(a٢)| = ١ باید h بودن 2RDF

|h(a١)|+ |h(a٢)|+ |h(v)|+ |h(z)| ≥ ۴ (١۵.٣)

.h(v١) = ∅ لذا برسیم تناقض یه h(v١) ̸= ∅ رابطه�ی با �توانیم م نیز این�جا در ،i شرط برای اثبات مشابه و
جدید 2RDF ی {١} به h(z)و h(a٢) و ∅ به h(v) و h(a١) و {٢} به h(v١) تغییر با نیز آن�صورت در اما
تناقض این و است w(h) = γr٢(T ) از کمتر وزن دارای (١۵.٣) رابطه�ی به بنا که �آوریم م به�دست T روی
نیز ii شرط در h یعن این و است! غیر∅ با برابر نه و ∅ با برابر نه h(v١) مقدار نیز این�جا در پس است.
صدق ii و i شرایط از هیچ�کدام در T درخت بر شده تعریف h که رسیدیم نتیجه این به �باشد. نم صادق
بر مبن (خلف) فرض پس بود نخواهد بحران γr٢−یال درخت چنین (٣.۴.٣) قضیه به بنا لذا �کند نم

است. باطل degT (v١) ≥ ۴
این برای .degT (w) = که٢ �کنیم م ثابت ادامه در .degT (v١) ≤ ٣ و degT (w) ≤ ٣ کردیم ثابت تاکنون
پشتیبان رأس یا است برگ w،یا برای vو u از غیر همسایه�ی ی .degT (w) = ٣ �کنیم م فرض منظور،
ی w اگر داشت). خواهد وجود T در P مسیر طول از بیشتر طول با مسیری این�صورت، غیر در (چون

برگ را a٢ است. w مجاورت در که دارد وجود a١ ̸= u پشتیبان رأس پس باشد) (برگ نباشد پشتیبان رأس
دهیم، تغییر {٢} به را f(a٢) و f(y) و ∅ به را f(u) و f(a١) و {١} به را f(w) اگر �گیریم. م a١ به مجاور
رأس ی w پس است. تناقض که �آوریم م به�دست w(f)− ١ = γr٢(T )− ١ وزن با T روی 2RDF ی
�رویم. م v١ سراغ حال این با دارد. قرار آن مجاورت در برگ ی دقیقا لم(٣.۴.۴) به بنا و است پشتیبان



۵٣ یال اضافه�کردن .۴.٣

γr٢−یال با این و γr٢(T +uv) = ۵ داریم هم�چنین ((٢.٣) ل (ش γr٢(T ) = ۵ آن�گاه deg(v١) = ٢ اگر
.degT (v١) = ٣ پس دارد. تناقض T بودن بحران

...
y

..
u

..
w

..
v١
..

v
..

z
.

T درخت :٢.٣ ل ش

پشتیبان رأس ی یا ،( v و w از (غیر v١ سوم همسایه�ی نیز این�جا در گفتیم، w برای که مطالب مشابه
قرار v١ مجاورت در a١ ̸= v پشتیبان رأس ی آن�گاه نباشد، پشتیبان رأس v١ اگر لذا برگ. ی یا است
بحران γr٢−یال به T)γr٢که ) = γr٢(T + a١v) = ۶ داریم و degT (a١) = ٢ ،(۴.۴.٣) لم به بنا و دارد

است. پشتیبان رأس ی v١ پس است تناقض در T بودن
وجود به نتیجه در است. تناقض که γr٢(T ) = γr٢(T +uv) = داشت۶ خواهیم نیز این�صورت در اما

.degT (w) = ٢ لذا است بحران γr٢−یال غیر درخت T همواره ،w برای سوم همسایه�ی

ل(٣.٣)) (ش T = P۶ آن�گاه degT (v١) = ٢ اگر �رویم. م v١ سراغ مجددا ،T از توصیف این با این
داریم ٢ (١.٢.٢)فصل گزاره�ی از و

γr٢(T ) =
⌊۶
٢
⌋
+ ١ = γr٢(T + uv)

پشتیبان رأس ی یا v١ بنابراین .degT (v١) = ٣ پس است T بودن بحران γr٢−یال با تناقض هم این و
منجر تناقض به وضعیت دو هر که �دهیم م نشان زیر در دارد. v از غیر پشتیبان همسایه�ی ی یا و است

�شوند. م

...
y

..
u

..
w

..
v١
..

v
..

z

T درخت :٣.٣ ل ش

تناقض این و γr٢(T ) = γr٢(T + uv) = ۵ آن�گاه ل(٣.۴)) باشد(ش پشتیبان رأس ی v١ اگر
γr٢(T ) = آن�گاه ،((۵.٣) ل باشد)(ش داشته پشتیبان همسایه�ی (ی نباشد پشتیبان v١رأس اگر و است

.diam(T ) ̸= ۵ یعن ندارد وجود درخت چنین نتیجه، در است. تناقض نیز این و γr٢(T + yz) = ۵

پس diam(T ) ≥ ۶ چون .v١ ∈ N(v)\{z} �کنیم م فرض نیز مورد این در .diam(T ) ≥ ۶ حالت٣)
γr٢−تابع ی ،(٣.۴.٣) قضیه به بنا لذا نامجاورند) vو١ w) ٢است با برابر حداقل ،v١ به w از مسیر طول

�کند: م صدق زیر شرایط از ی در که به�طوری دارد وجود T روی g مانند

آن�گاه ،|g(a)| = ١ باشیم داشته a ∈ {w, v١} برای اگر و {|g(w)|, |g(v١)|} = {١,٢} (i
.pn[a, g] = {a}



۵۴ گراف�ها در ین�کمان رن ٢−احاطه�گری برای بحران مفهوم .٣
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T درخت :۴.٣ ل ش
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T درخت :۵.٣ ل ش

و pn[a, g] = {a} که به�طوری دارد وجود a ∈ {w, v١} رأس و {|g(w)|, |g(v١)|} = {١} (ii
شرط دو هر در کلیت، دادن ذست از بدون .{d} = {w, v١}\{a}هرگاه

∪
v∈N(a) g(v) = {١,٢}\g(d)

باشیم داشته باید ،pn[v١, g] = {v١} رابطه�ی برقراری برای هم�چنین .g(v١) = {١} کرد فرض �توان م
V (T ) روی 2RDF ی جدید تابع �دهیم. م تغییر {٢} به را g(z) و ∅ به را g(v) .g(z) ̸= و∅ g(v) ̸= ∅

نیز diam(T ) ≥ ۶ بر مبن اولیه فرض بنابراین، است. تناقض این و است w(g) = γr٢(T ) از کمتر وزن با
است. نادرست

ندارد. وجود بحران γr٢−یال درخت �گوییم م و٣ ٢ ،١ حالات به توجه با



۴ فصل

٢−��احاطه�گری عدد روی کران�های
احاطه�گری مفهوم با آن ارتباط و ین�کمان رن

روم

مقدمه ١.۴

:١ روم احاطه�گری تابع .١.١.۴ تعریف
رأس هر به�ازای هرگاه گوییم G گراف روی روم احاطه�گری تابع ی را f : V (G) → {٠,١,٢} تابع

.f(v) = ٢ که به�طوری باشد داشته وجود v ∈ NG(u) رأس ی حداقل ،f(u) = ٠ که u ∈ V (G)

�شود. م داده نمایش w′(f) نماد با که
∑

u∈V (G) f(u) با است برابر f روم احاطه�گری تابع ی وزن٢
کمترین یعن γR(G) = Minfw

′(f) و داده نمایش γR(G) نماد با را G گراف٣ روم احاطه�گری عدد
.G گراف روی روم احاطه�گری توابع همه�ی میان از G گراف روی روم اجاطه�گری تابع ی وزن

:۴ روم k−احاطه�گری تابع .٢.١.۴ تعریف
که v ∈ V (G) رأس k حداقل با مجاور f(u) = ٠ که u رأس هر ، روم احاطه�گری تابع تعریف در اگر

بود. خواهد G گراف روی روم k−احاطه�گری تابع ی f آن�گاه باشد f(v) = ٢

و f وزن به�ترتیب، γRK(g) = Minfw
′(f) و w′(f) =

∑
u∈V (G) f(u) قبل، مشابه هم�چنین

توابع وزن�های تمام روی مینیمم ،γRK(G) تعریف در که �باشد م G گراف روم k−احاطه�گری عدد
است. شده گرفته G گراف روی f روم k−احاطه�گری

.γR(G) = γR١(G) ،G گراف هر برای لذا است روم ١−احاطه�گری تابع همان ، روم احاطه�گری تابع

(دوبل�ستاره)۵: DSr,s دوگانه ستاره .٣.١.۴ تعریف
با (هماهن r + ١ و s + ١ به�ترتیب درجه�های با پشتیبان رأس دو دقیقا آن در که ،٣ قطر با درخت ی

١Roman dominating function
٢weight
٣Roman domination number
۴k-Roman dominating function
۵double-star

۵۵



۵۶ روم احاطه�گری مفهوم با آن ارتباط و ین�کمان رن ٢−��احاطه�گری عدد روی کران�های .۴

�گوییم. م DSr,s دوگانه ستاره را دارد وجود (DSr,s نماد

یال۶: ی کردن زیرتقسیم .۴.١.۴ تعریف
به�دست wv و uw جدید یال دو و w جدید رأس ی اضافه�کردن و uv یال حذف با ،uv یال از زیرتقسیم ی

�آید. م

: ٧( زخم بوت (عن بوت عن .۵.١.۴ تعریف
(توجه �آید. م به�دست K١,t ستاره�ی یال�های تا) t− ١ (حداکثر بعض کردن زیرتقسیم از که است گراف
است.) سالم بوت عن ی حاصل گراف آن�گاه شود، زیرتقسیم K١,t ستاره�ی یال t همه�ی اگر که �کنیم م

بوت٨: عن مرکز .۶.١.۴ تعریف
تنها که �کنیم م توجه �گویند. م نیز ستاره این از آمده به�دست بوت عن مرکز را K١,t ستاره�ی تای ی مرکز

باشد. آن مرکز �تواند م (P٣ ≃ K١,٢ ستاره�ی از آمده (به�دست P۴ بوت عن از رأس ی

نمایش (V٠, V ١
١ , V

٢
١ , V٢) نماد با را ین�کمان رن ٢−احاطه�گری تابع ی اوقات گاه فصل، این در

،V ١
١ = {v ∈ V (G) : f(v) = {١}} ،V٠ = {v ∈ V (G) : f(v) = ∅} آن در که �دهیم م

ی همواره که آن�جا از .V٢ = {v ∈ V (G) : f(v) = {١,٢}} و V ٢
١ = {v ∈ V (G) : f(v) = {٢}}

دارد، وجود V (G) از (V٠, V ١
١ , V

٢
١ , V٢) منظم افراز و Gگراف روی f مانند 2RDF هر بین ��به�ی ی تناظر

است. به�جای کار ، سادگ برای نمادی چنین به�کاربردن
پایین. کران�های برای ری دی و بالا کران�های برای ی �کنیم، م تقسیم بخش دو به را کران تعیین بحث

ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد برای بالا کران�های تعیین ٢.۴

آن�صورت در باشد. |V (G)| = n ≥ ٣ مرتبه�ی از بوت عن ی G �کنیم م فرض [١۶] .١.٢.۴ گزاره
است. برقرار (P۴) ۴ مرتبه�ی از مسیر ی برای تنها رابطه، این در تساوی به�علاوه، .γr٢(G) ≤ ٣n

۴

همسایه�ی y و پشتیبان) (رأس پشتیبان همسایه�ی x دارای u و باشد G گراف مرکز u �کنیم م فرض برهان.
توابع y و x مقادیر به توجه با .n = ٢x+ y+١ داریم بوت عن تعریف از این�صورت، در باشد. غیرپشتیبان

داریم: زیر ضابطه�های با را f : V (G) −→ P ({١,٢})

آن�گاه ،y ≥ ٢ یا x ≥ ٣ اگر

f(v) =


{١,٢} v = u

{١} یا {٢} d(u, v) = ٢
∅ o.w

.

داریم و است 2RDF ی f لذا �شود، م احاطه u به�وسیله�ی (∅ مقدار (دارای پشتیبان رأس هر

γr٢(G) ≤ w(f) = ٢+ x ≤ ٣
۴(٢x+ y + ١) = ٣n

۴ .

۶subdivision of a edge
٧spider(wounded spider)
٨center of spider



۵٧ ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد برای بالا کران�های تعیین .٢.۴

آن�گاه ،y ≤ ١ و x = ٢ اگر

f(v) =


{١} v = u

{٢} باشد vبرگ
∅ o.w

.

2RDF ی f پس �شود، م احاطه خود به مجاور برگ و u به�وسیله�ی (∅ مقدار (دارای پشتیبان رأس هر
داریم و است

γr٢(G) ≤ w(f) = ١+ x+ y = ٣+ y ≤ ٣
۴(۵+ y) =

٣n
۴ .

،٢ فصل در (١.٢.٢) گزاره به بنا و G ≃ P۴ آن�گاه ،x = y = ١ اگر
γr٢(G) = ⌊۴٢⌋+ ١ = ٣n۴ .

.γr٢(T ) ≤ ٣n
۴ آن�گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه�ی از درخت ی T اگر [١۶] .٢.٢.۴ قضیه

را کوچ قطر یا کم رأس تعداد با درختان استقراء، گام برای �کنیم. م استفاده n روی استقراء از برهان.
احاطه�گر رأس ی دارای T آن�گاه ،diam(T ) = ٢ اگر �کنیم. م ثابت آن�ها برای را م ح و �گیریم م نظر در
�شوند م احاطه رأس�ها سایر آن�گاه، دهیم اختصاص {١,٢} مقدار مذکور، رأس به اگر . (γ(T ) = ١ است(

.γr٢(T ) ≤ ٣n
۴ پس n ≥ ٣ حالت این در چون و γr٢(T ) ≤ ٢ لذا

به {١,٢} مقدار اختصاص با است. رأس ٢ احاطه�گر مجموعه�ی ی دارای T آن�گاه ،diam(T ) = ٣ اگر
حالت، این در اگر .γr٢(T ) ≤ ۴ لذا گردیده احاطه رأس�ها سایر مذکور، مجموعه�ی رأس�های از کدام هر
لذا هستند بوت عن حالت، این در رأس ۵ و رأس ۴ با درختان است. برقرار قضیه م ح آن�گاه باشد n ≥ ۶
(.n ≥ ۴ داریم diam(T ) = ٣ شرط از که داریم (توجه است. برقرار آن�ها برای م ح (١.٢.۴) گزاره�ی از

.γr٢(T ) = ٣n
۴ فصل٢، در (١.٢.٢) گزاره به بنا آن�گاه T ≃ P۴ اگر همچنین،

T ′ روی f ′ مانند 2RDF ی ،٣ ≤ n′ < n که رأس n′ با T ′ درخت زیر هر برای استقراء فرض به بنا حال،
دارد. وجود ٣n′

۴ حداکثر وزن با
�دهیم. م توسعه T روی f مانند 2RDF ی به را f ′ آن، روی f ′ گرفتن نظر در و T ′ زیردرخت یافتن با
T در مسیر بلندترین P نخست، که �کنیم م انتخاب طوری T در را P مسیر هدف، این به دستیاب برای
چون پشتیبان رأس�های تمام میان از (یعن باشد درجه ماکسیمم دارای P در v پشتیبان رأس سپس، باشد.
ی را u و (degT (x) ≤ degT (v) باشیم داشته هستند، T در ماکسیمم طول با مسیر ی پایان رأس که x

داشت: خواهیم را زیر حالات آن�گاه �گیریم. م نظر در v غیربرگ همسایه�ی
f تابع سپس �آوریم. م به�دست آن مجاور برگ�های و v حذف با را T ′ زیردرخت .degT (v) > ٢ حالت١)

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (T ) روی را
،x ∈ V (T ) هر برای

f(x) =


{١,٢} x = v

∅ باشد v به مجاور برگ x
f ′(x) o.w

.

اگر و است T روی 2RDF ی f لذا �کند، م احاطه را v به مجاور برگ هر ({١,٢} مقدار (با v رأس
P ′ تعریف به توجه با آن�گاه ،(T ′ زیردرخت به P تحدید (یعن باشد T ′ در P مسیر �مانده�ی باق P ′ مسیر



۵٨ روم احاطه�گری مفهوم با آن ارتباط و ین�کمان رن ٢−��احاطه�گری عدد روی کران�های .۴

لذا |V (P ′)| ≥ ٣ نتیجه در |V (P )| ≥ ۵ �دانیم م diam(T ) ≥ ۴ از .|V (P ′)| = |V (P )| − ٢ داریم
داریم شده گفته مطالب از برد. به�کار T ′ برای را استقراء فرض �توان م بنابراین ،|V (T ′)| = n′ ≥ ٣

γr٢(T ) ≤ w(f) = w(f ′) + ٢ ≤ ٣n
′

۴ + ٢. (١.۴)

داشته u از غیر ر دی غیربرگ همسایه�ی vی (اگر دارد مجاور برگ ٢ حداقل v پس degT (v) > ٢ چون
داریم (١.۴) رابطه�ی از و n′ ≤ n− ٣ لذا بود). نخواهد T در مسیر بلندترین P آن�گاه باشد،

γr٢(T ) ≤ ٣n
′

۴ + ٢ ≤ ٣n− ٣
۴ + ٢ < ٣n۴ .

زیردرخت دارد. l مانند مجاور برگ ی تنها vرأس مورد، این در .degT (v) = degT (u) = ٢ حالت٢)
این�جا در کردیم، ثابت حالت١ در که همان�طور �آوریم. م به�دست T از l و v ،u رأس�های حذف با را T ′

مسیر ی T درخت آن�گاه (T ′ = P ′ (یعن n′ = ٢ اگر .|P ′| ≥ ۵− ٣ = ٢ بنابراین .|P | ≥ ۵ داریم نیز
،n′ ≥ ٣ اگر .٣ < ٣۵

۴ و کرد تعریف آن روی ٣ وزن با 2RDF ی �توان م که است (P۵) ۵ مرتبه�ی از
را f تابع حال، این با .w(f ′) ≤ ٣n′

۴ که دارد وجود T ′ روی f ′ مانند 2RDF ی استقراء فرض از آن�گاه
�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (T ) روی

،x ∈ V (T ) هر برای

f(x) =


{١,٢} x = v

∅ x ∈ {u, l}
f ′(x) o.w

.

داریم و است T روی 2RDF ی f پس �کند م احاطه را l و u رأس�های v نیز این�جا در

w(f) ≤ w(f ′) + ٢ ≤ ٣n
′

۴ + ٢ = ٣n− ٣
۴ + ٢ < ٣n۴ .

دارای uرأس پشتیبان همسایه�ی هر ،P مسیر انتخاب به بنا .degT (u) > ٢ و degT (v) = ٢ حالت٣)
بود) شده اختیار درجه بیشترین با پشتیبان رأس v ،P انتخاب (در بود. خواهد ٢ درجه�ی

�گیریم: م نظر در را زیرحالت ٢ حالت، این به پرداختن برای
هیچ اگر ) است بوت عن ی T این�صورت در برگ. ی یا باشد پشتیبان رأس ی یا ،u همسایه�ی هر (١
T ̸= P۴ که این و (١.٢.۴) گزاره�ی از لذا . است) سالم بوت عن ی T آن��گاه نباشد u مجاورت در برگ

.γr٢(T ) ≤ ٣n
۴ داریم ( diam(T ) ≤ ٣ آن�گاه نباشد u مجاورت در پشتیبان رأس هیچ (اگر

گراف این�صورت، در برگ. ی نه و است پشتیبان رأس ی نه که باشد داشته t مانند همسایه�ای u (٢
از است. u رأس شامل بوت عن ی T ′′ که به�طوری است T ′′ و T ′ همبندی مولفه�ی دو شامل T − tu

(١.٢.۴) گزاره�ی از .γr٢(T ′) ≤ ٣ |V (T ′)|
۴ استقراء، فرض به بنا لذا .|V (T ′)| ≥ ٣ داریم t رأس انتخاب

رو این از .γr٢(T ′′) ≤ ٣ |V (T ′′)|
۴ داریم نیز T ′′ برای

γr٢(T ) ≤ γr٢(T
′) + γr٢(T

′′) ≤ ٣n۴ .

رأس�های شامل k مرتبه�ی از مسیر ی به�علاوه ،P۴ مسیر از رونوشت k اجتماع شامل Lk �کنیم م فرض
(مرکز) مرکزی رأس که داریم (توجه �شود. م دیده (١.۴) ل ش در که آن�گونه باشد. مسیر تا k این مرکزی

است) �فرد به منحصر P۴ مسیر ی
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.....................

L۵درخت :١.۴ ل ش

با بتواند P۴ مرکز فقط که به�طوری باشد P۴ القای زیرگراف دارای گراف ی G �کنیم م فرض حال،
P۴ روی ٣ حداقل وزن دارای Gباید روی 2RDF هر این�صورت در باشد. G−P۴مجاور زیرگراف رأس�های
.γr٢(Lk) ≥ ٣k = ٣n

۴ پس داریم، یادشده ویژگ با P۴ مجزای مسیر k تعداد ،Lk درخت در چون باشد.
درخت�های طبقه�بندی اجازه�ی ما به حقیقت این و کرد فراهم �توان م را P۴ مسیرهای از رونوشت�های چنین

�رسند. م (٢.٢.۴) قضیه در خود بالای کران به که �دهد م را

داشت: خواهیم این�صورت در باشد. n ≥ ٣ مرتبه�ی از درخت ی T کنیم فرض [١۶] .٣.٢.۴ قضیه
زیرگراف که به�طوری باشد القای P۴ مسیر مجموعه�های به افراز قابل V (T ) اگر تنها و اگر γr٢(T ) = ٣n

۴

باشد. همبند مسیرها، این مرکزی رأس�های به�وسیله�ی شده القا

ریخت ی ،G گراف از H القای زیرگراف اگر �دانیم م �کنیم. م ثابت را قضیه برگشت حالت ابتدا برهان.
روی 2RDF هر آن�گاه باشند، نداشته G\H در همسایه�ای ،H غیرمرکزی رأس�های و باشد P۴ مسیر با
ساختار با T درخت روی 2RDF ی f اگر بنابراین، باشد. V (H) روی ٣ حداقل وزن دارای باید V (G)

است، V (T ) افراز عضو P۴ مسیر که
∑

v∈V (P۴)
|f(v)| ≥ ٣ آن�گاه باشد قضیه صورت در شده توصیف

.γr٢(T ) = ٣n
۴ این�رو از .γr٢(T ) ≤ ٣n

۴ �دانیم م (٢.٢.۴) قضیه از .γr٢(T ) ≥ ٣n
۴ لذا

،(٢.٢.۴) قضیه اثبات با مشابهت دلیل به و �کنیم م استفاده n روی استقراء از قضیه رفت حالت اثبات برای
توجه اثبات آن در استقراء پایه�ی به استقراء، پایه�ی برای �دهیم. م ارجاع اثبات آن به موارد از بسیاری در
با که است تعریف قابل T روی ٣n

۴ از کمتر وزن با 2RDF ی آن�گاه ،T ̸= P۴ اگر که �بینیم م و �کنیم م
برای م ح بنابراین نیست. چنین P۴ برای البته است. تناقض در (γr٢(T ) = ٣n

۴ یعن فعل (فرض فرض
است. برقرار استقراء پایه�ی

هر استقراء، فرض برای و �کنیم م بحث ۴ حداقل قطر با درختان مورد در اکنون مذکور، اثبات به توجه با
توصیف ساختار دارای را γr٢(T ′) = ٣n′

۴ و رأس) n با T درخت (از n′ ≥ ٣ که رأس n′ با T ′ زیردرخت
با �گیریم. م نظر در نیز را اثبات آن در شده گفته v رأس به�همراه P مسیر �گیریم. م قضیه صورت در شده
با 2RDF ی که شد دیده ١و٢ حالات در �کنیم. م بررس را اثبات آن در شده مطرح حالات حال، این�
درخت برای ١و٢ حالات پس دارد. تناقض قضیه فرض با که است تعریف قابل T روی ٣n

۴ از کمتر وزن
اثبات در که همان�گونه را n′ و T ′′ ،T ′ هم�چنین ،t و u رأس�های حالت٣، بررس برای نیست. درست T
2RDF ی مجددا ،(T ̸= P۴ و است بوت عن (Tی ١.٣ زیرحالت در �گیریم. م نظر در آمده�اند، مذکور
در اما نیست. درست T مورد در نیز ١ قسمت ٣ حالت پس است. تعریف قابل T روی ٣n

۴ از کمتر وزن با
(برای T ′′ ≃ P۴ و n′ = n− ۴ باید γr٢(T ) = ٣n

۴ یعن قضیه فرض برقراری برای �دانیم م زیرحالت٢.٣،
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در که ،( γr٢(T ) ≤ γr٢(T
′) + γr٢(T

′′) (چون T)γr٢باشد ′) = ٣n′

۴ و (γr٢(T ′′) = ٣ |V (T ′′)|
۴ برقراری

است. قضیه صورت در شده بیان ساختار دارای T ′ : داریم T ′ برای استقراء فرض از این�صورت
در شده بیان ساختار دارای T درخت که است صورت به T ′ به T ′′ اتصال کنیم ثابت است کاف ، این
به (لازم است. T ′ در انتهای P۴ ی مرکز به T ′′ مرکز از آن�ها میان اتصال تنها یعن است، قضیه صورت
در مسیر بلندترین P این�صورت غیر در چون ندارد وجود T ′ درخت به T ′′ برگ�های از یال که است ذکر
دو هر که باشد داشته وجود T در P۴ القای مسیر ی �کنیم م فرض منظور، این برای بود.) نخواهد T
در (٢.۴) ل ش به�صورت H القای زیردرخت ی یعن خلف) (فرض باشند ٣ درجه�ی از آن پشتیبان رأس

باشد. داشته وجود T

....x ..........

y

.

H القای زیردرخت :٢.۴ ل ش

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با V (H) روی را fتابع
،v ∈ V (H) هر برای

f(v) =


{١,٢} v ∈ {x, y}
{١} v /∈ N [x] ∪N [y]

∅ o.w
.

(٢.٢.۴) قضیه از آن�گاه است. H روی 2RDF ی f لذا �کنند م احاطه را خود ان همسای ،y و x رأس�های
داریم

γr٢(T ) ≤ γr٢(H) + γr٢(T −H) ≤ w(f) + ٣n− ١٢
۴ ≤ ٨+ ٣n− ١٢

۴ < ٣n۴
قضیه در شده بیان به�صورت T ساختار پس است. تناقض در ( γr٢(T ) = ٣n

۴ (یعن قضیه فرض با این و
است.

این�ترتیب، به� �یابد. افزایشنم گراف ی یال�های اضافه�کردن با ین�کمان رن k−احاطه�گری عدد �دانیم م
ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد برای عموم بالای کران ی �توانیم م (٣.٢.۴) و (٢.٢.۴) قضایای از
را H گراف ی تاج تعریف نتیجه، ارایه�ی از قبل �پردازد. م امر این به بعد نتیجه�ی آوریم. به�دست گراف�ها
از که است گراف cor(H) �کنیم. م یادآوری ٣ فصل از را �شود م داده نشان HoK١ یا cor(H) نماد با که

�آید. م به�دست H گراف رأس هر به آویزان یال ی کردن اضافه

این در به�علاوه، .γr٢(G) ≤ ٣n۴ آن�گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه�ی از همبندی گراف G اگر [١۶] .١.٢.۴ نتیجه
(k ≥ ٣) k به افراز قابل V (G) یا G ≃ cor(C۴) یا G ≃ P۴ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی رابطه،
به خود مرکزهای به�وسیله�ی فقط بتوانند P۴ رونوشت K این همه�ی به�طوری�که باشد P۴ مسیر از رونوشت

تاست.) ی P۴ مسیر هر مرکز که �کنیم م توجه باشند.( متصل ر دی ی
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.γr٢(T ) ≤ ٣n۴ �دانیم م (٢.٢.۴) قضیه از باشد. G همبند گراف فراگیر درخت T کنیم فرض برهان.
افزایش یال�ها تعداد افزایش با گراف ی ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد گفتیم، قضیه از قبل که طور همان

.γr٢(G) ≤ γr٢(T ) ≤ ٣n
۴ لذا �یابد، نم

صورت�های از ی Gبه اگر �دهیم م نشان ابتدا قبل)، رابطه�ی در تساوی (یعن نتیجه دوم قسمت اثبات برای
،٢ فصل (١.٢.٢)در گزاره�ی به بنا Gآن�گاه ≃ P۴ اگر .γr٢(G) = ٣n

۴ آن�گاه باشد، شده گفته
γr٢(cor(C۴)) = ،٣ فصل در گزاره�ای به بنا آن�گاه G ≃ cor(C۴) اگر .γr٢(G) = ⌊۴٢⌋+ ١ = ٣ = ٣ · ١
فقط که به�طوری باشد P۴ مسیر رونوشت تا k ≥ ٣ به افراز قابل V (G) اگر وبالاخره ⌈۴٣⌉ + ۴ = ٣ · ٢

.γr٢(G) = ٣n
۴ ،(٣.٢.۴) قضیه به بنا آن�گاه باشد، متصل ر دی ی به آن�ها مرکزهای

نتیجه در شده گفته صورت�های از ی به G �دهیم م نشان .γr٢(G) = ٣n
۴ �کنیم م فرض حال

T و نباشد درخت G �کنیم م فرض پس است. ثابت م ح (٣.٢.۴) قضیه از باشد، درخت G اگر است.
k−احاطه�گری عدد است ن مم یال�ها تعداد کاهش (زیرا γr٢(T ) ≥ γr٢(G) چون باشد. G فراگیر درخت
γr٢(T ) بالای کران ٣n

۴ مقدار ،(٢.٢.۴) قضیه به بنا و �دهد.) نم کاهش اما دهد افزایش را ین�کمان رن
P۴ مسیر از (k)رونوشت به افراز قابل V (T ) ،(٣.٢.۴) قضیه به بنا نتیجه در ،γr٢(T ) = ٣n

۴ پس است،
باشند. متصل ر دی ی به خود مرکزهای به�وسیله�ی �توانند م فقط P۴ رونوشت K این همه�ی به�طوری�که است
آن�گاه n = ٨ اگر .G ≃ P۴ آن�گاه n = ۴ اگر است. ۴ از ناصفری مضرب n پس γr٢(G) ∈ Z+ چون
�شود م ۶ از کمتر ر دی یال ی وجود با اما γr٢(G) = ۶ = ٣ · ٢ (اکنون اکسترمال گراف تنها cor(C۴)

e ∈ E(G)− E(T ) یال ی نیست، درخت G چون آن�گاه، n ≥ ١٢ اگر .G ≃ cor(C۴) پس �باشد، م (
گفته به�صورت و فراگیر درخت T که �کنیم م (توجه است. C دور ی شامل T ∪ e که به�طوری دارد وجود

دارد: وجود C دور برای ان ام دو (٣.٢.۴)ست.) قضیه در شده
از تنها C دور یعن نباشد P۴ رونوشت�های مرکزهای از مرکز دو کننده�ی متصل یال هیچ شامل C دور (١

�شوند. م دیده (٣.۴) ل�های ش در که حالت�های باشد. شده یل تش P۴ رونوشت ی رأس چند

...
C

..............C ..............
C

.........

C دور مختلف حالت�های :٣.۴ ل ش

( C دور به (مربوط یادشده P۴ رونوشت روی که یافت �توان م T ∪ e روی 2RDF ی این�صورت، در
دارد ٢ وزن آن روی مذکور تابع لذا است ۴ مرتبه�ی از C دور حالت ی در که �بینیم (م است ٢ وزن دارای
آن روی مذکور تابع وزن مجددا یعن �کند م احاطه را ر دی رأس سه C دور از رأس ی ر، دی حالات در و

است. تناقض این و است تعریف قابل ٣n
۴ − ١ وزن با G روی 2RDF ی بنابراین است). ٢ برابر

است. P۴ رونوشت�های از (مرکز) مرکزی رأس دو کننده�ی متصل e′ که به�طوری باشد e′ یال شامل C دور (٢
γr٢(T ∪ e− e′) < ٣n

۴ قضیه آن به بنا لذا نیست، (٣.٢.۴) قضیه در شده گفته ل ش به T ∪ e− e′ درخت
شده گفته به�صورت درخت ی G ،n ≥ ١٢ برای پس است. تناقض نیز این و γr٢(T ) < ٣n

۴ نتیجه در
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است.

قطر و گراف مرتبه�ی از جملات برحسب ، ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد برای بالا کران ی حال
�دهیم. م ارایه گراف

داریم n مرتبه�ی از G همبند گراف هر برای [١۶] .۴.٢.۴ قضیه

γr٢(G) ≤ n−
⌈diam(G)− ١

٢
⌉
.

است. (دقیق) دسترس در کران این به�علاوه،

باشد. P روی γr٢−تابع fی و G در قطری مسیر ی P = v١v٢ . . . vdiam(G)+١ �کنیم م فرض برهان.
با را g : V (G) → P ({١,٢}) تابع حال، .w(f) = ⌊diam(G)+١

٢ ⌋+ ١ فصل٢، در (١.٢.٢) گزاره�ی به بنا
�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی

g(x) =

{
f(x) x ∈ V (P )

{١} o.w
.

این�رو از است. G روی 2RDF ی نیز g به�وضوح است، P روی γr٢−تابع ی f چون

γr٢(G) ≤ w(G) = w(f) + (n− diam(G)− ١) = n−
⌊diam(G)− ١

٢
⌋

= n−
⌈١− diam(G)

٢
⌉
.

( ⌊a⌋ = −⌈−a⌉ داریم a عدد هر برای که داریم (توجه
و γr٢(Pn) = ⌊n٢ ⌋+ ١ داریم Pn مسیر هر برای فصل٢، در (١.٢.٢) گزاره�ی از

بنابراین diam(Pn) = n− ١

n−
⌈diam(Pn)− ١

٢
⌉
= n−

⌈n− ٢
٢

⌉
=

n− n
٢ + ١ =

⌊
n
٢

⌋
+ ١ nزوج

n− n+١
٢ + ١ =

⌊
n
٢

⌋
+ ١ فرد n

.

است. (دقیق) دسترس در کران این پس �رسند م کران این به مسیرها همه�ی خانواده�ی یعن

قابل گراف�ها از بزرگ رده�ی در ین�کمان رن ٢-احاطه�گری عدد برای بالا کران که دید خواهیم زیر در
�کنیم. م شروع زیر لم با است. بهبود

[۶] .۵.٢.۴ لم
.γr٢(Pn) ≤ ٢n

٣ داریم n ̸= ۴ که n ≥ ٣ برای (i
.γr٢(Cn) ≤ ٢n

٣ داریم n ≥ ٣ برای (ii

n٢آن�گاه + ١ ≤ ٢n
٣ اگر .γr٢(Pn) = ⌊n٢ ⌋+ ١ ،n ≥ ١ برای داریم: (١.٢.٢)فصل٢ گزاره�ی از (i برهان.

است. واضح م ح برقراری نیز n = ٣,۵ برای است. برقرار م ح n ≥ ۶ برای nیعن ≥ ۶
⌈n۴ ⌉−⌊n۴ ⌋ ≤ چون .γr٢(Cn) = ⌊n٢ ⌋+⌈n۴ ⌉−⌊n۴ ⌋ ،n ≥ ٣ برای داریم: ٢ فصل در (٢.٢.٢) گزاره�ی از (ii
.⌊n٢ ⌋+ ⌈n۴ ⌉−⌊n۴ ⌋ ≤ ٢n

٣ داریم n ̸= ۴ و n ≥ ٣ برای i از نتیجه در ⌊n٢ ⌋+ ⌈n۴ ⌉−⌊n۴ ⌋ ≤ ⌊n٢ پس١+⌊ ١
است. واضح نیز n = ۴ برای م ح برقراری
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مرتبه�ی از دور ی C = x١x٢ . . . xmx١ و باشند صحیح اعداد l ≥ ١ و m ≥ ٣ �کنیم م فرض
�سازیم: م این�گونه را Cm,l گراف این�صورت در باشد. l مرتبه�ی از مسیر ی نیز P = y١y٢ . . . yl و m
گراف�ها از رده این درمورد زیر لم .E(Cm,l) = E(C)∪E(P )∪ {x١y١} و V (Cm,l) = V (C)∪ V (P )

است.

.γr٢(Cm,l) ≤ ٢ |V (Cm,l)|
٣ داریم l ≥ ١ و m ≥ ٣ برای [۶] .۶.٢.۴ لم

است: C٣,١ روی γr٢−تابع ی زیر ضابطه�ی با f آن�گاه (m, l) = (٣,١) اگر برهان.
،v ∈ V (C٣,١) هر برای

f(v) =

{
{١,٢} v = x١
∅ o.w

.

.γr٢(C٣,١) = ٢ ≤ ٢۴
٣ پس

P همیلتون مسیر به تا �کنیم م حذف را x١xm یال G گراف ,m).در l) ̸= (٣,١) �کنیم م فرض حال،
افزایش گراف ی ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد یال، ی کردن اضافه� با چون .( (۴.۴) ل برسیم(ش
داریم (m, l) ̸= (٣,١) برای (۵.٢.۴) لم i قسمت از این�صورت در و γr٢(Cm,l) = γr٢(P ) پس �یابد، نم

.γr٢(Cm,l) ≤ ٢ |V (Cm,l)|
٣

... x١..

x٢

..

xm

..
y١

..

yl

P مسیر :۴.۴ ل ش

.δ(G− e) = ١ باشیم داشته e ∈ E(G) هر به��ازای و δ(G) ≥ ٢ هرگاه گوییم مینیمال را G گراف ی
�رویم. م بعد قضیه�ی سراغ تعریف، این با

.γr٢(G) ≤ ٢n
٣ آن�گاه ،δ(G) ≥ ٢ و n مرتبه�ی از گراف ی G اگر [۶] .٧.٢.۴ قضیه

و n = ٣ پس δ(G) ≥ ٢ چون آن�گاه، n ≤ ٣ اگر �کنیم. م ثابت را قضیه n روی استقراء با برهان.
فرض پس است. برقرار م ح (۵.٢.۴) لم ii قسمت از که G ≃ C٣ حالت این در یعن است δ(G) = ٢
δ(H) ≥ ٢ و n′ < n که n′ مرتبه�ی با H گراف هر برای م ح برقراری را استقراء فرض و n ≥ ۴ �کنیم م

�گیریم. م

زیر رابطه�ی که �دانیم م ،E(G) = {e١, e٢, . . . , em} و کنیم شماره�گذاری دلخواه به� را G یال�های اگر
است برقرار

γr٢(G) ≤ γr٢(G− e١) ≤ γr٢(G− {e١, e٢}) ≤ . . . ≤ γr٢(G− {e١, e٢, . . . , em})
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�رسیم م ١ درجه�ی حداقل با گراف به Gگراف از ١ ≤ k ≤ m−١ که یال k تعداد حذف با ر دی طرف از و
γr٢(G) ≤ γr٢(G− {e١, . . . ek−١}) و بود خواهد مینیمال گراف ی G− {e١, . . . , ek−١} لذا

برای این�صورت در کنیم. ثابت G− {e١, . . . , ek−١} مینیمال گراف برای را م ح است کاف بنابراین
آن�گاه نباشد همبند G اگر �کنیم. م ثابت آن برای را م ح و �گیریم م نظر در مینیمال را G کار سادگ
و |(Gi)| < n داریم ١ ≤ i ≤ m که Gi هر به�ازای چون �گیریم. م G همبندی مولفه�های را G١, . . . , Gm

γr٢(Gi) ≤ ٢ |V (Gi)|
٣ استقراء فرض به بنا لذا δ(Gi) ≥ ٢ داریم Giها از کدام هر برای نیز قضیه فرض از

نتیجه در .i ∈ {١, . . . ,m} که

γr٢(G) =
∑

١≤i≤m

γr٢(Gi) ≤
∑

١≤i≤m

٢ |V (Gi)|
٣ =

٢
٣

m∑
i=١

|V (Gi)| =
٢
٣n

است. برقرار حالت این در م ح و
که این� اول �گیریم. م نظر در ∆(G) برای را حالت دو و است همبند G که �کنیم م فرض ترتیب به�این
قسمت (۵.٢.۴) لم از این�رو از و است دور ی Gگراف ،G همبندی به توجه با حالت این در .∆(G) = ٢
.∆(G) ≥ ٣ یعن �کنیم م فرض را دوم حالت ، این ماست. مطلوب حاصل پس ،γr٢(G) ≤ ٢n

٣ داریم ii

درجه�ی از رأس�های مجموعه�ی را V٢(G) و G در ٣ حداقل درجه�ی از رأس�های مجموعه�ی را V≥٣(G) اگر
.V≥٣(G) = V (G)− V٢(G) پس δ(G) ≥ ٢ چون آن�گاه یریم، ب G در ٢

باشند متصل ر همدی به� v و u مانند آن از رأس دو حداقل اگر زیرا است مستقل مجموعه�ای V≥٣(G)
بودن مینیمال فرض با این و ٣است) حداقل هرکدام درجه�ی (چون δ(G− uv) ≥ ٢ آن�گاه ( uv ∈ E(G))

است. درتناقض G
از رأس ی با P پایان رأس هر و V (P ) ⊆ V٢(G) هرگاه گوییم ماکسیمال را G گراف در P مسیر ی
.Pi = {P : باشد |V (P )| = i و ماکسیمال مسیری P} �کنیم فرضم ،i ≥ ١ هر برای باشد. مجاور V≥٣(G)
V (G) برای افراز ی {V (P ) : P ∈ P} ∪ {V≥٣(G)} که �کنیم م ادعا .P =

∪
i≥١ Pi �دهیم م قرار

�کنیم: م ثابت زیر به�صورت را ادعا این است.
،P ∈ P هر برای پس V (P ) ⊆ V٢(G) ،P ماکسیمال مسیر هر به�ازای

V (P ) ∩ V≥٣(G) = ∅. (٢.۴)

پس ،P١ = P٢ لذا است ٢ برابر P٢ و P١ رأس هر درجه�ی چون باشد، v ∈ P١ ∩ P٢ و P١, P٢ ∈ P اگر
،P١ ̸= P٢ که به�طوری ،P١, P٢ ∈ P هر برای

V (P١) ∩ V (P٢) = ∅. (٣.۴)

ی عضو u ،δ(G) ≥ ٢ و G همبندی به توجه با آن�گاه u /∈ V (P) و u /∈ V≥٣(G) و u ∈ V (G) اگر
برای پس است. تناقض این .∆(G) = ٢ داریم G همبندی به بنا مجددا لذا، است G در غیرماکسیمال مسیر

،u ∈ V (G) هر

u ∈ V (P) ∪ V≥٣(G). (۴.۴)

�شود. م ثابت ادعا (۴.۴) و (٣.۴) ،(٢.۴) روابط از
�دهیم م قرار P ∈ P هر برای حال

ماکسیمال مسیر تعریفی به بنا .XP = {u ∈ V≥٣(G) : باشد مجاور P مسیر از v پایان رأس ی با u}
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ان ام این و است ٣ حداقل ،P از رأس درجه�ی آن�گاه |XP | > ٢ اگر که �کنیم م (توجه ١ ≤ |XP | ≤ ٢ ،P
بودن مستقل از است). طوقه ی V≥٣(G) از خود مجاور رأس همراه به P آن�گاه |XP | = ١ هرگاه و ندارد
.V≥٣(G) =

∪
P∈P XP لذا دارد وجود P از مسیر ی آن، از رأس دو هر بین که �گیریم م نتیجه V≥٣(G)

مجاور aرا ∈ V≥٣(G) اگر .δ(G−V (P )) ≤ ١ که باشد موجود چنان P ماکسیمال مسیر ی �کنیم فرضم
.degG−V (P )(a) ≤ ١ داریم ( δ(G − V (P )) ≤ ١ (یعن مذکور فرض از یریم، ب P پایان رأس ی به
، این نداریم!). موازی یال که داریم (توجه |V (P )| ≥ ٢ آن�گاه .degG(a) = ٣ و XP = {a} نتیجه در
پس است مستقل مجموعه�ای V≥٣(g) و a ∈ V≥٣(G) (چون NG(a) − V (P ) = {b} کنیم فرض اگر
است آن پایان رأس ی b که دارد وجود P ′ فرد به منحصر ماکسیمال مسیر ی آن�گاه ،( b ∈ V٢(G)

مینیمم دارای G − (V (P ) ∪ V (P ′) ∪ {a}) زیرگراف چون .( b ∈ V٢(P ) چون است فرد به (منحصر
بنا پس ( a′ ∈ XP که degG−V (P )∪V (P ′)∪{a}(a

′) ≥ ٢ پس نیست طوقه P ′ مسیر (چون است ٢ درجه�ی
استقراء فرض به

γr٢(G− (V (P ) ∪ V (P ′) ∪ {a})) ≤ ٢ |V (G)− (V (P ) ∪ V (P ′) ∪ {a})|
٣

= ٢ |V (G)| − |(V (P ) ∪ V (P ′) ∪ {a})|
٣

،(۶.٢.۴) لم به بنا لذا G[V (P ) ∪ V (P ′) ∪ {a}] ≃ C|V (P )|+١,|V (P ′)| ر، دی طرف از
این�رو از γr٢(G[V (P ) ∪ V (P ′) ∪ {a}]) ≤ ٢ |V (P )∪V (P ′)∪{a}|

٣

γr٢(G) ≤ γr٢(G− (V (P ) ∪ V (P ′) ∪ {a})) + γr٢(G[V (P ) ∪ V (P ′) ∪ {a}]) ≤ ٢ |V (G)|
٣ .

باشیم داشته P ∈ P هر به�ازای �کنیم م فرض بنابراین، است. برقرار حالت این در م ح پس
�کنیم م فرض ،P − (P١ ∪ P٢ ∪ P۴) ̸= ∅ اگر حال، این با .δ(G− V (P )) ≥ ٢

داریم استقراء فرض از δ(G− v(p)) ≥ ٢ به توجه با این�صورت در .p ∈ P − (P١ ∪ P٢ ∪ P۴)

.γr٢(P ) ≤ ٢ |V (P )|
٣ داریم ii قسمت (۵.٢.۴) لم از ر، دی طرف از و γr٢(G− V (P )) ≤ ٢ |V (G)−V (P )|

٣

نتیجه در

γr٢(G) ≤ γr٢(G− V (P )) + γr٢(P ) ≤ ٢ |V (G)|
٣

که حالت در را م ح است کاف اثبات، شدن کامل برای است. مطلوب نتیجه�ی این و
P = P١ ∪ P٢ ∪ P۴ �کنیم م فرض ابتدا منظور، این برای کنیم. ثابت P − (P١ ∪ P٢ ∪ P۴) = ∅

V (G) = V≥٣(G) ∪ V (P) چون .mi = |Pi| ،i ∈ {١,٢,۴} هر برای و l = |V≥٣(G)| �دهیم م قرار و
�کنیم م فرض سپس .n = l +m١ + ٢m٢ + ۴m۴ پس

دارد وجود داخل رأس دو تنها ،P ∈ P۴ مسیر هر در .W = {u : باشد P۴ مسیر ی داخل رأس ی u}
.|W | = ٢m۴ پس

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با را f٠ : V (G) → P ({١,٢}) تابع
،u ∈ V (G) هر برای

f٠(u) =


{١,٢} u ∈ V≥٣(G)

{١} u ∈W

∅ o.w
.
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از رأس مجاورت در ،P ∈ P۴ برای u ∈ V (P )\W هر و P ∈ P٢ یا P ∈ P١ برای u ∈ V (P ) هر
داریم و است 2RDF ی f٠ پس است V≥٣(G)

w(f٠) = ٢l + |W | = ٢l + ٢m۴ =
٢l + ٢m۴

l +m١ + ٢m٢ + ۴m۴
n.

�کنیم م فرض لذا است. شده ثابت م ح آن�گاه ٢l+٢m۴
l+m٢+١m٢+۴m۴

≤ ٢
٣ اگر حال، این با

داریم فوق فرض از است. برقرار م ح نیز شرط این وجود با �دهیم م نشان و ٢l+٢m۴
l+m٢+١m٢+۴m۴

> ٢
٣

٢l > m١ + ٢m٢ +m۴ (۵.۴)

. m٢+١m٣+٢m۴
l+m٢+١m٢+۴m۴

< ٢
٣ :(١ شماره ادعا(

داریم (۵.۴) نامساوی از ادعا: اثبات

٢l +
(
٢(m١ + ٢m٢ + ۴m۴)− ٣(m١ + ٢m٢ + ٣m۴)

)
> (m١ + ٢m٢ +m۴) +

(
٢(m١ + ٢m٢ + ۴m۴)− ٣(m١ + ٢m٢ + ٣m۴)

)
= ٠.

نتیجه در

٢(l +m١ + ٢m٢ + ۴m۴) > ٣(m١ + ٢m٢ + ٣m۴)

٢
٣ >

m١ + ٢m٢ + ٣m۴
l +m١ + ٢m٢ + ۴m۴

.

�سازیم: م زیر روش به G گراف از ( V≥٣(G) (روی را H چندگانه گراف حال،
|XP | = ١ هرگاه رأس، ی روی (یا XP رأس دو بین یال ی و کرده حذف را P مسیر ،P ∈ P هر به�ازای

�کنیم. م اضافه (
داریم: را �ها ویژگ این H گراف برای

.δ(H) ≥ ٣ پس است درجات همان با V≥٣(G) همان V (H) چون (١
توجه با نتیجه در داشته، قرار P از مسیری آن، از رأس دو هر بین لذا است مستقل مجموعه�ای V≥٣(G) (٢

داریم H تعریف به
|E(H)| = |P| = m١ +m٢ +m۴. (۶.۴)

است. همبند نیز H گراف پس است همبند G چون (٣
�گیریم. م H فراگیر درخت را T اکنون،

است. واقع E(H)− E(T ) از یال دو حداقل بر که دارد وجود x٠ ∈ V (H) رأس ی شماره٢): ادعا(
مسیر هر به�ازای ،G گراف در لذا ،|V≥٣(G)| = ١ این�صورت در .|V (H)| = ١ کنیم فرض ادعا: اثبات
چون .E(T ) = ∅ پس است. طوقه ی H گراف از یال هر نتیجه، در .|XP | = ١ داریم p ∈ P

که �کنیم م (توجه است. واقع E(H)− E(T ) از یال ٢ حداقل بر H گراف تای ی رأس پس ،δ(H) ≥ ٣
برای م ح i قسمت (۵.٢.۴) لم از و است مسیر ی G که �دهد م نتیجه ،V≥٣(G) = ∅ یعن V (H) = ∅

کنیم (خلف) فرض اگر باشد. T درخت از برگ ی x و |V (H)| ≥ ٢ �کنیم م فرض پس است.) ثابت آن
یال هیچ بر �تواند نم x نخست، ، δ(H) ≥ ٣ به بنا است، واقع E(H)−E(T ) از یال ی حداکثر بر x که
بر طوقه (هر است. واقع E(H)−E(T ) از e طوقه ی دقیقا بر x سپس، نباشد. واقع E(H)−E(T ) از
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ی دقیقا که �دهد م نتیجه این و degG(x) = ٣ پس degH(x) = ٣ لذا است) درجه ٢ متضمن رأس ی
فرض با که degG−v(p)(x) = ١ این�صورت، در .XP = {x} که به�طوری دارد وجود P ماکسیمال مسیر
E(H) − E(T ) از یال ٢ حداقل بر x برگ بنابراین دارد. تناقض ،P مسیر هر برای δ(G − V (P )) ≥ ٢

است. واقع

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با را f∗١ : V (H) → P ({١,٢}) تابع
،u ∈ V (H) هر برای

f∗١ (u) =

{
{١} باشد زوج dT (x٠, u)
{٢} باشد فرد dT (x٠, u)

.

از هستند. واقع x٠ رأس بر ،H گراف در که �گیریم م E(H) − E(T ) یال�های از زیرمجموعه�ای را Ex٠

�گیریم م رأس را ve ∈ V (H) ،e ∈ E(H)−(E(T )∪Ex٠) یال هر برای .|E(x٠)| ≥ ٢ داریم x٠ انتخاب
که �کنیم م توجه .U١ = {ve : e ∈ E(H)− (E(T )∪Ex٠)} �دهیم م قرار و است واقع H در e یال بر که

.x٠ /∈ U١ ،U١ تعریف به بنا
�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با را f∗٢ : V (G)− V≥٣(G) → P ({١,٢}) تابع

NG(u١) = و P = u١u٢ که P ∈ P٢ هر به�ازای .f∗٢ (x) = ∅ �دهیم م قرار x ∈
∪

P∈P١
V (P ) هر به�ازای

( .w ∈ V≥٣(G) که �کنیم م (توجه .f∗٢ (u٢) = {١,٢} − f∗١ (w) و f∗٢ (u١) = ∅ �دهیم م قرار {u٢, w}
�دهیم م قرار ،NG(u۴) = {u٣, w′} و NG(u١) = {u٢, w} و P = u١u٢u٣u۴ که P ∈ P۴ هر به�ازای و

.f∗٢ (u٣) = {١,٢} − f∗١ (w
′) و f∗٢ (u٢) = {١,٢} − f∗١ (w) ،f∗٢ (u١) = f∗٢ (u۴) = ∅

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی رابا f∗ : V (G) → P ({١,٢}) تابع
،u ∈ V (G) هر برای

f∗(u) =


{١,٢} u ∈ U١ ∪ {x٠}
f∗١ (u) u ∈ V≥٣(G)− (U١ ∪ {x٠})
f∗٢ (u) u ∈ V (G)− V≥٣(G).

که دارد وجود v ∈ NG(u) و �باشد م u ∈ V (G) − V≥٣(G) آن�گاه f∗(u) = ∅ اگر ،f∗ تعریف به بنا
�آید: م پیش حالت دو .v ∈ V≥٣(G)

�شود. م احاطه uرأس ،f∗ تعریف از آن�گاه v ∈ U١ ∪ {x٠} (١
f∗ پس �شود. م احاطه uرأس ،f∗١ تعریف سپس و f∗ تعریف از آن�گاه v ∈ V≥٣(G)− (U١ ∪ {x٠}) (٢

داریم f∗ وزن برای است. 2RDF ی

w(f∗) = ٢|U١ ∪ {x٠}|+
∑

u∈V≥٣(G)−(U١∪{x٠})

|f∗١ (u)|+ |P٢|+ ٢|P۴|

f∗١ تعریف از لذا،

w(f∗) = ٢|U١ ∪ {x٠}|+
∑

u∈V≥٣(G)−(U١∪{x٠})

١+m٢ + ٢m۴

= ٢|U١ ∪ {x٠}| − |U١ ∪ {x٠}|+
∑

u∈V≥٣(G)

١+m٢ + ٢m۴
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داریم Hبرای T درخت بودن فراگیر و f∗١ تعریف از مجددا و

w(f∗) = |U١ ∪ {x٠}|+ w(f∗١ ) +m٢ + ٢m۴

≤ (|E(H)| − (|E(T )|+ |Ex٠ |) + ١) + |V (T )|+m٢ + ٢m۴

≤ (|E(H)| − (|E(T )|+ ٢) + ١) + (|E(T )|+ ١) +m٢ + ٢m۴

= |E(H)|+m٢ + ٢m۴

= (m١ +m٢ +m۴) +m٢ + ٢m۴

=
m١ + ٢m٢ + ٣m۴

l +m١ + ٢m٢ + ۴m۴
n

<
٢
٣n.

کردیم: استفاده فوق روابط آوردن به�دست برای ذیل ات ن از
شماره�ی١. ادعای (۴ .(۶.۴) رابطه�ی (٣ .|Ex٠ | ≥ ٢ (٢ فصل١. از (٢٣.٢.١) قضیه�ی (١

در مذکور کران که �دهیم م نشان ،(٧.٢.۴) قضیه برای مثال به�عنوان گراف�های ساختن با ادامه، در
�کنیم. م توجه زیر لم به ابتدا موضوع این دادن نشان برای است. (دقیق) دسترس

و باشد V (G) روی γr٢−تابع ی f اگر .v ∈ V (G) و باشد گراف ی G �کنیم م فرض [۶] .٨.٢.۴ لم
.γr٢(G− v) ≤ γr٢(G) آن�گاه ،f(v) = ∅

روی 2RDF ی f G−v یریم، ب نظر در آمده�اند قضیه صورت در که آن�چنان را f و v ،G اگر برهان.
لذا است G− v

γr٢(G− v) ≤
∑

u∈V (G)\{v}

|f(u)| =
∑

u∈V (G)

|f(u)| = γr٢(G).

،١ ≤ i ≤ l که i هر برای باشد. مثبت صحیح lعدد و (E(G٠) = ∅ (یعن ته G٠گراف �کنیم فرضم
�سازیم: م زیر به�صورت را Gl گراف و �گیریم م (C٣ (دور مثلث ی را C(i) = x

(i)
١ x

(i)
٢ x

(i)
٣ x

(i)
١ گراف

Gl = (
∪

١≤i≤l

C(i)) ∪ {x(i)١ x
(i+١)
١ : ١ ≤ i ≤ l − ١}

است. شده داده نشان (۵.۴) ل ش در G٣ گراف

...
x
(١)
١

....
x
(٢)
١

.....

G٣ گراف :۵.۴ ل ش

.G١ ≃ C٣ هم�چنین ،δ(Gl) = ٢ داریم Gl ساختار به توجه با
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.γr٢(Gl) = ٢l = ٢ |V (Gl)|
٣ و |V (Gl)| = ٣l داریم l ≥ ٠ هر برای [۶] .٩.٢.۴ گزاره

لذا �شود م افراز عضوی ٣ مجموعه�ی l به V (Gl) ،l ≥ ٠ هر برای Gl گراف تعریف به بنا برهان.
�کنیم. م استفاده l روی استقراء از م ح دوم قسمت اثبات برای .|V (Gl)| = ٣l

قسمت (۵.٢.۴) لم به بنا و γr٢(G٠) = ٠ = ٢ · ٠ ، ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد تعریف به بنا
لذا استقراء). (پایه�ی است برقرار l ≤ ١ برای گزاره پس .γr٢(G١) = γr٢(C٣) = ٢ = ٢ · ١ ،ii
داریم ( δ(Gl) ≥ ٢ ) Gl برای (٧.٢.۴) قضیه از چون آن، اثبات برای و l ≥ ٢ کنیم فرض �توانیم م

.γr٢(Gl) ≥ ٢l دهیم نشان است کاف پس γr٢(Gl) ≤ ٢ |V (Gl)|
٣ = ٢٣l

٣ = ٢l
،(٨.٢.۴) لم به بنا آن�گاه f(x(l)١ ) = ∅ اگر �گیریم. م Gl روی γr٢−تابع ی را f منظور این برای

پس (Gl − x
(l)
١ ) ≃ Gl−١ + P٢ چون و γr٢(Gl) ≥ γr٢(Gl − x

(l)
١ )

γr٢(Gl) ≥ γr٢(Gl − x
(l)
١ ) = γr٢(Gl−١ + P٢) = γr٢(Gl−١) + γr٢(P٢)

نتیجه در γr٢(P٢) = ٢ داریم نیز P٢ برای و γr٢(Gl−١) = ٢(l − ١) داریم استقراء فرض از
.γr٢(Gl) = ٢ لذا γr٢(Gl) ≥ ٢+ ٢l − ٢ = ٢l

گرفت: نظر در باید را حالت دو آن�گاه f(x(l)١ ) = ∅ اگر اما
ی Gl − x

(l−١)
١ x

(l)
١ روی لذا x(l−١)١ /∈ pn[x

(l)
١ , f ] و x

(l)
١ /∈ pn[x

(l−١)
١ , f ] آن�گاه f(x(l−١)١ ) ̸= ∅ (١

این�رو از ل(۶.۴)) (ش Gl − x
(l−١)
١ x

(l)
١ ≃ Gl−١ +G١ چون و است 2RDF

γr٢(Gl) ≥ γr٢(Gl − x
(l−١)
١ x

(l)
١ ) = γr٢(Gl−١ +G١) = γr٢(Gl−١) + γr٢(G١)

لذا γr٢(Gl−١) = ٢(l − ١) داریم استقراء فرض از و γr٢(G١) = ٢ کردیم ثابت ابتدا در چون و
.γr٢(Gl) = ٢l پس γr٢(Gl) ≥ ٢(l − ١) + ٢ = ٢l

داریم (٨.٢.۴) لم از .f(x(l−١)١ ) = ∅ (٢
اثبات ابتدای از و ل(۴.٧)) ش )Gl − x

(l−١)
١ = Gl−٢ + P٢ +G١ چون .γr٢(Gl) ≥ γr٢(Gl − x

(l−١)
١ )

γr٢(Gl−٢) = ٢(l−٢) داریم نیز استقراء فرض از و γr٢(P٢) = ٢ �دانیم م هم�چنین ،γr٢(G١) = ٢ داریم
پس

γr٢(Gl) ≥ γr٢(Gl − x
(l−١)
١ ) = γr٢(Gl + P٢ +G١)

= γr٢(Gl−٢) + γr٢(P٢) + γr٢(G١)

= ٢(l − ٢) + ٢+ ٢ = ٢l

.γr٢(Gl) = ٢ لذا

...
x
(١)
١

....
x
(٢)
١

.......
x
(l−٢)
١

....
x
(l−١)
١

....
x
(l)
١

..

Gl − x
(l−١)
١ x

(l)
١ گراف :۶.۴ ل ش



٧٠ روم احاطه�گری مفهوم با آن ارتباط و ین�کمان رن ٢−��احاطه�گری عدد روی کران�های .۴

...
x
(١)
١

....
x
(٢)
١

....
x
(l−٣)
١

....
x
(l−٢)
١

......
x
(l)
١

..

Gl − x
(l−١)
١ گراف :٧.۴ ل ش

ین�کمان رن عدد٢−احاطه�گری برای پایین کران�های تعیین ٣.۴

عدد از جملات حسب بر درخت، ی ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد برای پایین کران ی زیر، قضیه در
p(T ) و l(T ) نمادهای �دهیم. م ارایه درخت پشتیبان رأس�های و برگ�ها تعداد و درجه ماکسیمم احاطه�گری،

�باشند. م T درخت پشتیبان رأس�های تعداد و برگ�ها تعداد نشان�دهنده�ی به�ترتیب

.γr٢(T ) ≥ γ(T ) + ⌈ l(T )−p(T )
∆(T ) ⌉ داریم رأس ٣ حداقل با T درخت هر برای [١۶] .١.٣.۴ قضیه

را کوچ قطر با درختان استقراء، پایه�ی برای �کنیم. م ثابت را قضیه ،T مرتبه�ی روی استقراء با برهان.
مذکور رأس به اگر .γ(t) = ١ یعن دارد احاطه�گر رأس ی T آن�گاه diam(T ) ≤ ٢ اگر �گیریم. م نظر در
چون که �کنیم م توجه .γr٢(T ) = ٢ لذا �شوند م احاطه� هم رأس�ها بقیه دهیم، اختصاص {١,٢} مقدار
لذا ∆(T ) = l(T ) و p(T ) = ١ ترتیب این به .r > ١ که T ≃ K١,r و diam(T ) ̸= ١ پس |V (T )| ≥ ٣

است. برقرار تساوی به�صورت قضیه م ح
٣ قطر با درخت هر ر، دی طرف از .γ(T ) = ٢ و l(T ) = n − و٢ p(T ) = ٢ آن�گاه diam(T ) = ٣ اگر

داریم: را زیر حالات بنابراین است، r ≥ ١ و s ≥ ١ که DSr,s دوگانه ستاره�ی ی
.γr٢(T ) = ٣ آن�گاه باشد ١ با برابر s یا r پارامترهای از ی حداقل اگر (١

.γr٢(T ) = ۴ آن�گاه باشند ١ از بزرگتر پارامتر دو هر اگر (٢
حالت این در م ح یعن l(T )− p(T ) = n− ۴ ≤ n− ٢ = ∆(T ) لذا ∆(T ) = n− ٢ ١داریم حالت در

داریم ٢ حالت در و است برقرار
n = ∆(T ) + (∆(T )− k) + ٢ = ٢∆(T )− k + ٢ (٧.۴)

آن�گاه نباشد) برقرار م ح (یعن l(T )−p(T )
∆(T ) > ٢ اگر بنابراین ١ ≤ k < ∆(T ) و k ∈ Z آن در که

است تناقض این و ۴ < ٢− k �گیریم م نتیجه (٧.۴) رابطه�ی از n مقدار به توجه با که n > ٢∆(T ) + ۴
است. برقرار م ح نیز حالت این در لذا

آن�گاه باشد، r ≥ ٢ که DSr,١ دوگانه�ی ستاره�ی T اگر �شود م دیده هم�چنین

γr٢(T ) = ٣ = γ(T ) + ⌈ l(T )− p(T )

∆(T )
⌉ = ٢+ ١

آن�گاه باشد r ≥ s ≥ ۴ که DSr,s دوگانه�ی ستاره�ی T اگر و
γr٢(T ) = ۴ =

⌈ l(T )− p(T )

∆(T )

⌉
= ٢+ ٢ .

در ( T قطر طول (به قطری مسیر ی را P .diam(T ) ≥ ۴ که باشد درخت T �کنیم م فرض حال
�کنیم م فرض کلیت، دادن دست از بدون است. v′ و v مانند پشتیبان رأس دو شامل که �گیریم م T
اگر ) u ∈ V (P ) این�صورت در که �گیریم م v برای غیربرگ همسایه�ی را uرأس .degT (v) ≤ degT (v

′)

بود). نخواهد مسر بلندترین P آن�گاه u /∈ V (P )
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مقادیر همه�ی مجموعه� F (u) و باشد آن به مجاور برگ�های همه�ی و v رأس�های مجموعه�ی L �کنیم م فرض
باشد. T − L روی شده تعریف γr٢−تابع�های تمام تحت uرأس

γ(T − L) ≤ γ(T ) ≤ γ(T − L) + ١ ادعا١:

ی S ∪{v} آن�گاه باشد، T −L درخت برای احاطه�گر مجموعه�ی �ترین کوچ ی S اگر ادعا: اثبات
.γ(T ) ≤ γ(T − L) + ١ بنابراین است. T درخت برای احاطه�گر مجموعه�ی

مجموعه�ی �ترین کوچ ی S و γ(T −L) > γ(T ) کنیم فرض(خلف) چپ، سمت نامعادله�ی اثبات برای
در که است T − L مجموعه�ی از رأس تنها u چون .v ∈ S داریم Lتعریف به بنا باشد. T برای احاطه�گر

بنابراین است. T − L برای احاطه�گر مجموعه�ی ی (S\{v}) ∪ {u} لذا دارد، قرار v همسای
γ(T − L) ≤ |S\{v}|+ ١ = |S| = γ(T )

است. تناقض این و

p(T − L) ≤ p(T ) ≤ p(T − L) + ١ ادعا٢:

هستند: زیر به�صورت ن مم حالت�های این�جا، در ادعا: اثبات
در u چون حالت این در باشد. T − L درخت در v′′ مانند پشتیبان رأس همسایه�ی برگ تنها u رأس (١
T درخت از پشتیبان رأس ی v و نیست) T درخت از پشتیبان رأس v′′ (رأس نیست برگ ی T درخت

.p(T ) = p(T − L) داریم است،
حالت این در باشد. داشته نیز u از غیر ری دی برگ همسایه�ی v′′ یا نباشد برگ ی T − L در uرأس (٢

.p(T ) = p(T − L) + ١
داریم و٢ ١ حالت�های از بنابراین

p(T − L) ≤ p(T ) ≤ p(T − L) + ١.

وضعیت�های شد، گفته آن�چه به توجه با حال، .∆(T −L) = ∆(T ) پس degT (v) ≤ degT (v
′) چون

�گیریم: م نظر در را زیر
ی دادن اختصاص با مورد، این در .F (u) = {{١}, {٢}, {١,٢}} و degT (v) = ٢ وضعیت١)

شده تعریف γr٢−تابع هر به�ازای مجاورش، برگ و v رأس�های از ی به {١,٢} از عضوی ت زیرمجموعه
استقراء فرض از پس .γr٢(T ) = γr٢(T −L) + ١ لذا داشت خواهیم T روی γr٢−تابع ی ،T −L روی

نتیجه در .γr٢(T − L) ≥ γ(T − L) + ⌈ l(T−L)−p(T−L)
∆(T−L) ⌉ داریم

γr٢(T ) = γr٢(T − L) + ١ ≥ γ(T − L) +
⌈ l(T − L)− p(T − L)

∆(T − L)

⌉
+ ١

≥ γ(T ) +
⌈ l(T − L)− p(T − L)

∆(T − L)

⌉
= γ(T ) +

⌈ l(T )− p(T )

∆(T )

⌉
.

آن�گاه p(T − L) = P(T ) اگر که کردیم استفاده مطلب این از آخر، رابطه�ی آوردن به�دست برای
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.l(T − L) = l(T )− ١ و p(T − L) = p(T )− ١ این�صورت غیر در و l(T − L) = l(T )

.γr٢(T ) = γr٢(T − L) + ٢ مورد این در .F (u) = {∅} و degT (v) = ٢ یا degT (v) ≥ ٣ وضعیت٢)
نتیجه در

γr٢(T ) = γr٢(T − L) + ٢ (٨.۴)

≥ γ(T − L) +
⌈ l(T − L)− p(T − L)

∆(T − L)

⌉
+ ٢ (٩.۴)

≥ γ(T ) +
⌈ l(T − L)− p(T − L)

∆(T − L)

⌉
+ ١ (١٠.۴)

≥ γ(T ) +
⌈ l(T )− p(T )

∆(T )

⌉
. (١١.۴)

ثابت زیر صورت به نیز (١١.۴) نامعادله�ی درست آمد. به�دست استقرا فرض به توجه با (٩.۴) نامعادله�ی
�شود: م

طرف از . l(T )−l(T−L)
∆(T ) ≤ ١ لذا ،l(T )− l(T − L) ≤ ∆(T ) بنابراین ،degT (v) ≤ degT (v

′) چون

l(T )− p(T ) =
(
l(T )− l(T − L)

)
+
(
l(T − L)− p(T )

)
.

داریم: را زیر حالت دو ،٢ ادعای نامعادلات از
صورت این در ،p(T ) = p(T − L) (١ حالت

l(T )− p(T )

∆(T )
=

l(T )− l(T − L)

∆(T )
+

l(T − L)− p(T )

∆(T )

≤ ١+
l(T − L)− p(T − L)

∆(T )
.

صورت این در ،p(T ) = p(T − L) + ١ (٢ حالت

l(T )− p(T )

∆(T )
=

l(T )− l(T − L)

∆(T )
+

l(T − L)− p(T )− ١
∆(T )

≤ ١+
l(T − L)− p(T − L)

∆(T )
− ١

∆(T )

≤ ١+
l(T − L)− p(T − L)

∆(T )
.

داریم ∆(T ) = ∆(T − L) تساوی به توجه با ، ⌉این l(T )− p(T )

∆(T )

⌉
≤ ١+

⌈ l(T − L)− p(T − L)

∆(T − L)

⌉
.

(١.٣.۴) قضیه در خود بالای کران به که ،٣ حداکثر قطر با درخت�های از مثال چندین فوق، اثبات در
�کنیم. م مطرح باز مسأله�ی ی عنوان به را اکسترمال گراف�های این همه�ی طبقه�بندی شد. ارایه �رسند، م
گراف آن قطر حسب بر دلخواه گراف ی ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد برای ری دی پایین کران ادامه، در

�دهیم. م ارایه



٧٣ روم احاطه�گری مفهوم با ین�کمان رن ٢−احاطه�گری ارتباط .۴.۴

داریم G همبند گراف هر برای [١۶] .٢.٣.۴ قضیه

γr٢(G) ≥
⌈٢diam(G) + ٢

۵
⌉
.

طول به� دلخواه مسیر ی باشد. G روی ٢RDF ی f = (V٠, V
١
١ , V

٢
١ , V٢) �کنیم م فرض برهان.

آن�گاه N [v] = Hv دهیم قرار v ∈ V ١
١ ∪V ٢

١ ∪V٢ رأس هر به�ازای اگر �گیریم. م نظر در G در را diam(G)

v ∈ V ١
١ ∪V ٢

١ ∪V٢ رأس هر شده�یG[Hv]به�ازای القا زیرگراف هر از یال ٢ حداکثر نظر، مورد قطری مسیر در
رأس از نظر مورد مسیر این�صورت، غیر در زیرا �شود م نتیجه مسیر تعریف از شده گفته مطلب دارد. وجود
،v احاطه�شدن برای آن�گاه v ∈ V٠ اگر ر، دی طرف از است. تناقض این و �کند م عبور بار ٢ حداقل v

برای این�صورت در دارد. V ٢
١ و V ١

١ از به�ترتیب مختلف همسایه�ی دو آن�که یا و V٢ از همسایه�ای v رأس
آن�گاه کنیم صرف�نظر بالا در شده گفته یال�های از اگر ،diam(G) همان یعن مسیر این طول محاسبه�ی
عضو رأس�های همسایه�های به متصل ر دی Min{|Vیال ١

١ |, |V
٢
١ |}+ |V١−|٢ حداکثر شامل موردنظر مسیر

بنابراین است. v ∈ V ١
١ ∪ V ٢

١ ∪ V٢

diam(G) ≤ ٢(|V ١
١ |+ |V ٢

١ |+ |V٢|) +Min{|V ١
١ |, |V

٢
١ |}+ |V٢| − ١

≤ ٢(|V ١
١ |+ |V ٢

١ |+ |V٢|) +
(|V ١

١ |+ |V ٢
١ |)

٢ + |V٢| − ١

=
۵
٢((|V

١
١ |+ |V ٢

١ |+ ٢|V٢|)− ٢|V٢| − ١

≤ ۵
٢γr٢(G)− ١.

شد. ثابت قضیه م ح درست پس است صحیح عددی γr٢(G) چون و

خواهیم باشد، P٣ مسیر با ریخت ی G اگر زیرا است (دقیق) دسترس در قبل، قضیه در یادشده کران
داشت

γr٢(P٣) =
⌊٣
٢
⌋
+ ١ = ٢ =

⌈٢diam(P٣) + ٢
۵

⌉
=
⌈(٢)٢ + ٢

۵
⌉
= ٢.

آن�گاه G ≃ C۴ اگر هم�چنین

γr٢(C۴) =
⌊۴
٢
⌋
+
⌈۴
۴
⌉
−
⌊۴
۴
⌋
= ٢ =

⌈٢diam(C۴) + ٢
۵

⌉
=
⌈(٣)٢ + ٢

۵
⌉
= ٢.

روم احاطه�گری مفهوم با ین�کمان رن ٢−احاطه�گری ارتباط ۴.۴

�کنیم. م توجه زیر گزاره�ی به نخست

داریم: G گراف هر برای ([۴] اران. هم و کوکاین ) .١.۴.۴ گزاره

γ(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G).

مطلب، این کنیم. وارد (١.۴.۴) گزاره��ی نامعادله�های در نیز را γr٢(G) پارامتر �توانیم م حقیقت در
�دهد. م یل تش را بعدی گزاره�ی



٧۴ روم احاطه�گری مفهوم با آن ارتباط و ین�کمان رن ٢−��احاطه�گری عدد روی کران�های .۴

.γ(G) ≤ γr٢(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G) داریم G گراف هر برای [١۵] .٢.۴.۴ گزاره

�کنیم م فرض منظور، این برای .γ(G) ≤ γr٢(G) �دهیم م نشان ابتدا برهان.
و ( معمول احاطه�گری تابع همان یا ) γr١−تابع ی f : V (G) → P ({١})

f(v) = ∅ که v ∈ V (G) هر به�ازای این�صورت در باشند. G روی γr٢−تابع gی : V (G) → P ({١,٢})
در .
∑

u′∈NG(v′) |g(u′)| ≥ ٢ داریم g(v′) = ∅ که v′ ∈ V (G) هر به�ازای و
∑

u∈NG(v) |f(u)| ≥ ١ داریم
.γ(G) ≤ γr٢(G) نتیجه

روم احاطه�گری تابع ی f = (V٠, V
١
١ , V

٢
١ , V٢) �کنیم م فرض .γr٢(G) ≤ γR(G) �کنیم م ثابت حال

قرار v ∈ V (G) هر به�ازای اگر .( f تعریف به (بنا V٠ ⊆ N(V٢) این�صورت در باشد. G گراف روی بهینه
دهیم

g(v) =


∅ v ∈ V٠

{٢}یا{١} v ∈ V١
{١,٢} v ∈ V٢

داریم و ( V٠ ⊆ N(V٢) چون است( G روی 2RDF ی g آن�گاه

γr٢(G) ≤ w(G) = |V١|+ ٢|V٢| =
∑

u∈V (G)

f(u) = γR(G).

ی رأس هر اگر کنیم. استفاده آن�ها از بعد قضیه در تا �کنیم م معرف را گراف�ها از رده�های اینجا در
مسیرهای (و یریم ب ی P۴ مسیر ی داخل رأس با یا P۵ مسیر ی مرکزی رأس با را H همبند گراف
جدیدی گراف باشند، رأس-مجزا مسیرها این که به�طوری بیفزاییم) H گراف به H رأس هر برای را مذکور
نشان F با را H همبند گراف ی از آمده به�دست گراف�های چنین این همه�ی رده�ی که �شود م حاصل
P۴ مسیر ی داخل رأس با را H رأس هر آن�ها در Fکه از گراف�های خانواده�ی ل(۴.٨)) �دهیم.(ش م

�شود. م مشخص F ′ نماد با گرفته�ایم، ی

..............

P٣ مسیر از آمده به�دست F عضو گراف ی :٨.۴ ل ش

.γR(G) + γ(G)
٢ ≤ n داریم n ≥ ٣ مرتبه�ی از G گراف هر برای ([۵] اران. هم و (فورن .٣.۴.۴ قضیه

باشد cor(C۴) و C۵ ،C۴ گراف�های از ی G اگر تنها و اگر است برقرار اخیر رابطه�ی در تساوی به�علاوه،
.G ∈ F یا و



٧۵ روم احاطه�گری مفهوم با ین�کمان رن ٢−احاطه�گری ارتباط .۴.۴

γ(G) = آن�گاه باشد، شده یل تش P۵ مسیر k٢ و P۴ مسیر k١ از که باشد F از گراف G اگر حال
١ از که G گراف برای (١٠.۴) و (٩.۴) ل�های ش در مطلب (این .γr٢(G) = ٣k١ + ٣k٢ و ٢k١ + ٢k٢
{٢} و {١} ،∅ معن به به�ترتیب ٢ و ١ ،٠ اعداد �شود. م دیده است شده یل تش p۵ مسیر ١ و P۴ مسیر

است.)

..

١

.٠ .

١

.

٠

.

٠

.١ .

٠

.

١

.

٠

G گراف :٩.۴ ل ش

..

١

.١ .

٠

.

١

.

١

.٠ .

٢

.

٠

.

١

G گراف :١٠.۴ ل ش

در به�علاوه، .γr٢(G) + γ(G)
٢ ≤ n داریم n ≥ ٣ مرتبه�ی از G همبند گراف هر برای [١۵] .١.۴.۴ نتیجه

.G ∈ F ′ یا باشد cor(C۴) گراف G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی اخیر رابطه�ی

نتیجه دوم قسمت برگشت حالت است. برقرار نتیجه اول قسمت (٢.۴.۴) گزاره�ی و قبل قضیه از برهان.
�دانیم م �کنیم: م ثابت صورت این به را نتیجه دوم قسمت رفت حالت است. برقرار قبل قضیه�ی از نیز
لذا .γr٢(G) = ٣k و γ(G) = ٢k داریم است، شده ساخته P۴ مسیر k از که G ∈ F ′ گراف هر برای

است. واضح اثبات نیز cor(C۴) برای .γr٢(G) + γ(G)
٢ = ۴k = n

دارای ٢ حداقل مرتبه�ی با G گراف�های همه�ی یعن است بدیه گراف G آن�گاه ،γr٢(G) = ١ اگر
�پردازد. م γr٢(G) = ٢ با G گراف�های به بعد گزاره�ی هستند. γr٢(G) ≥ ٢

داریم: این�صورت در باشد. |V (G)| = n ≥ ٢ با گراف G �کنیم م فرض [١۵] .۴.۴.۴ گزاره
باشد. G فراگیر زیرگراف K٢,n−٢ یا K١,n−١ اگر تنها و اگر γr٢(G) = ٢

.n = ٢ �کنیم نخستفرضم اثباتحالترفتقضیه، برای است. بدیه برگشتگزاره اثباتحالت برهان.
G فراگیر زیرگراف K١,١ آن�گاه باشد یال ی G اگر تنها. رأس دو یا و است یال ی یا G این�صورت در



٧۶ روم احاطه�گری مفهوم با آن ارتباط و ین�کمان رن ٢−��احاطه�گری عدد روی کران�های .۴

از .|V (G)| ≥ ٣ �کنیم م فرض حال، است. G فراگیر زیرگراف k٢,٠ آن�گاه باشد تنها رأس دو اگر و است
w(f) = ٢ چون و �گیریم م G روی γr٢−تابع ی را f .γ(G) ≤ γr٢(G) = ٢ داریم (٢.۴.۴) گزاره�ی

داریم: f تعریف برای حالت دو پس
داده اختصاص ∅ مقدار رأس�ها بقیه�ی به و f(w) = {١,٢} که باشد داشته وجود w ∈ V (G) رأس ی (١

است. K١,n−١ زیرگراف دارای G لذا γ(G) = ١ این�صورت در شود.
رأس هر به و f(v) = {٢} و f(u) = {١} که به�طوری باشند داشته وچود V (G) از v و u رأس دو (٢
داریم x ∈ V (G) − {u, v} هر برای f تعریف به بنا این�صورت، در شود. داده اختصاص ∅ مقدار ری دی

است. G از فراگیری زیرگراف K٢,n−٢ یعن این و {u, v} ⊆ NG(x)

f : V (G) → تابع به�وضوح، آن�گاه degG(v) = ∆(G) که یریم ب G گراف در رأس را v اگر
است: G روی 2RDF ی زیر ضابطه�ی با P ({١,٢})

،u ∈ V (G) هر برای

f(u) =


∅ u ∈ N(v)

{٢}یا{١} u ∈ V (G)−N [v]

{١,٢} u = v

.

بنابراین

γr٢(G) ≤ w(f) = |V (G)−N [v]|+ ٢ = |V (G)−N(v)| − ١+ ٢

= n−∆(G) + ١.

کرده�ایم. ثابت را زیر گزاره�ی نتیجه در

.γr٢(G) ≤ n−∆(G) + ١ آن�گاه باشد n مرتبه�ی از گراف G اگر [١۵] .۵.۴.۴ گزاره

بیان را زیر قضیه است، G گراف برای مل م گراف Ḡ که مطلب این بر ١ فصل از یادآوری با حال
�کنیم. م

به�علاوه، .۵ ≤ γr٢(G)+γr٢(Ḡ) ≤ n+٢ آن�گاه باشد n ≥ ٣ مرتبه�ی از گراف G اگر [١۵] .۶.۴.۴ قضیه
بیفتند. اتفاق �توانند م نیز تساوی�ها اخیر رابطه�ی در

�دانیم م .γr٢(G) ≥ ٢ پس دارد رأس ٣ حداقل G چون �کنیم. م ثابت را پایین کران ابتدا برهان.
برای پایین کران ی ۵ که کنیم خلف) (فرض فرض حال .γr٢(Ḡ) ≥ ٢ پس ،|V (G)| = |V (Ḡ)|

گراف (۴.۴.۴) گزاره�ی به بنا نتیجه در .γr٢(G) = γr٢(Ḡ) = این�صورت٢ در نباشد. γr٢(G)+ γr٢(Ḡ)

�گیریم: م نظر در را زیر حالت دو است. چنین نیز Ḡ و است K٢,n−٢ یا K١,n−١ فراگیر زیرگراف دارای G
γr٢(Ḡ) ≥ ٣ لذا تنهاست رأس ی دارای Ḡ تعریف، به بنا آن�گاه ١−n,K١باشد. فراگیر زیرگراف Gدارای (�١

است. تناقض این و (|V (Ḡ)| ≥ ٣ آن�که به توجه (با
ی که است مولفه دو شامل Ḡ و |V (G)| ≥ ۴ آن�گاه باشد. K٢,n−٢ فراگیر زیرگراف دارای G گراف (٢

پس است. تناقض این و (|V (Ḡ)| ≥ ۴ که داریم (توجه γr٢(Ḡ) ≥ ۴ بنابراین �باشد. م یال ی آن�ها از
احاطه�گر رأس ی دارای (Ḡ به (باتوجه G اگر ،١ حالت به توجه با هم�چنین .۵ ≤ γr٢(G) + γr٢(Ḡ)



٧٧ روم احاطه�گری مفهوم با ین�کمان رن ٢−احاطه�گری ارتباط .۴.۴

باشد x مانند تنها رأس ی دارای (G به توجه (با نیز Ḡ و باشد) K١,n−١ فراگیر زیرگراف دارای (یعن باشد
.γr٢(G) + γr٢(Ḡ) = ٢+ (٢+ ١) = ۵ آن�گاه ،γr٢(Ḡ− x) = ٢ که به�طوری

داریم (۵.۴.۴) گزاره�ی از نخست بالا، کران اثبات برای

γr٢(G) + γr٢(Ḡ) ≤ (n−∆(G) + ١) + (n−∆(Ḡ) + ١)

= (n−∆(G) + ١) + (δ(G) + ١+ ١) = n−∆(G) + δ(G) + ٣

≤ n+ ٣. (١٢.۴)

∆(G) = δ(G) لذا است. برقرار تساوی (١٢.۴) رابطه�ی کل در آن�گاه γr٢(G)+γr٢(Ḡ) = n+٣ اگر حال،
گراف نیز Ḡ پس است k−منظم ،G چون است. k−منظم گراف G ،k ∈ Z ی به�ازای یعن این و
کاسته چیزی اثبات کلیت از k ≤ n−١

٢ فرض با ،Ḡ و G برای تقارن این به بود.بنا خواهد −n−منظم k−١
پس است، برقرار تساوی (١٢.۴) رابطه�ی سراسر در چون �شود. نم

γr٢(G) = n−∆(G) + ١ = n− k + ١ (١٣.۴)

γr٢(Ḡ) = n−∆(Ḡ) + ١ = n− (n− ١− k) + ١ = k + ٢. (١۴.۴)

داشته G−N [v] در همسایه دو حداقل u ∈ V (G)−N [v] رأس ی اگر .v ∈ V (G) کنیم فرض ، این
�کنیم: م تعریف V (G) روی زیر ضابطه�ی با را f تابع باشد،

،s ∈ V (G) هر برای

f(s) =


{١,٢} s ∈ {v, u}
{١} s ∈ V (G)− (N [v] ∪N [u])

∅ o.w
.

داریم و است 2RDF ی f لذا �شوند م احاطه v و u به�وسیله�ی ∅ مقدار با رأس هر

w(f) = |f(u)|+ |f(v)|+ [n− |N [v] ∪N [u]|]

≤ ٢+ ٢+ [n− ((k + ١) + ٣)] = n− k

همسایه k − ١ حداقل u ∈ V (G) − N [v] رأس هر نتیجه، در است. درتناقض (١٣.۴) رابطه�ی با این و
رأس نتیجه در باشد. v برای همسایه�ای �تواند نم u پس است N [v] از خارج u چون و دارد N [v] در
در همسایه ٣ حداقل و باشد u ∈ N(v) اگر دارد. N(V ) در همسایه k − ١ حداقل u ∈ V (G) − N [v]

حداکثر وزن با G روی 2RDF ی بالا، در G روی شده تعریف f تابع همان مجددا باشد، داشته G−N [v]

دارد. G−N [v] در همسایه ٢ حداکثر نیز u ∈ N(v) هر پس است. تناقض که است n− k

آن�گاه باشد V (G)−N [v] رأس�های و N(v) رأس�های بین یال�های تعداد m اگر حساب، این با
از �توانیم م لذا است، نامنف فوق نامعادله�ی چپ طرف پس k ≥ ٢ چون .(k−١)(n−k−١) ≤ m ≤ ٢k
(یعن کردیم k مقدار برای که فرض به بنا ر دی طرف از .n ≤ k+١+ ٢k

k−١ باشیم داشته مذکور نامعادله�ی
.٢ ≤ k ≤ ٣ که �کند م ایجاب این و ،k ≤ ٢k

k−١ داریم دو این از نتیجه، در .n ≥ ٢k+١ داریم (k ≤ n−١
٢

و γr٢(C۵) = ٣ �دانیم م اما .n ≥ ٢k + ١ = ۵ هم�چنین و n ≤ k + ١ + ٢k
k−١ = ٧ آن�گاه ،k = ٢ اگر



٧٨ روم احاطه�گری مفهوم با آن ارتباط و ین�کمان رن ٢−��احاطه�گری عدد روی کران�های .۴

γr٢(G) = n − k + ١ با این و ٢γr٢(C٣) = γr٢(C٣) + γr٢(C۴) = ۴ و γr٢(C۶) = γr٢(C٧) = ۴
هر (درجه�ی ٣−منظم گراف، چون است، تناقض نیز این و n = ٧ آن�گاه ،k = ٣ اگر است. تناقض در
مثال، تنها ،K = ١ برای است). تناقض ،١ فصل به (بنا است (٧) فرد مرتبه�ی از و است) فرد رأس،
G = Ḡ گراف مثال، تنها ،k = ٠ برای .γr٢(G) + γr٢(Ḡ) = n + ٢ داریم آن برای که است K٢ گراف
این�رو از است. برقرار تساوی لذا .γr٢(G) + γr٢(Ḡ) = n + ٢ داریم نیز آن برای که است ( ته (گراف

.γr٢(G) + γr٢(Ḡ) ≤ n+ ٢

�بینیم. م را زیر لم ابتدا بعد، قضیه به پرداختن برای

.γR(Pn) = ⌈٢n٣ ⌉ داریم n ≥ ١ هر برای ([۴] اران. هم و (کوکاین .٧.۴.۴ لم

.γr٢(T )+γR(T )
٢ ≤ ٣n

۴ آن�گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه�ی از درخت ی T اگر [۶] .٨.۴.۴ قضیه

گزاره�ی (از لذا T ≃ P٣ آن�گاه استقراء)، (پایه�ی n = ٣ اگر �کنیم. م استفاده n روی استقراء از برهان.
.n ≥ ۴ �کنیم م فرض بنابراین .γr٢(T )+γR(T )

٢ = ٢+٢
٢ < ٣ · ٣۴ داریم ((٧.۴.۴) لم و فصل٢ در (١.٢.٢)

�گیریم. م ٣ ≤ |V (T ′)| < n که T ′ زیردرخت هر برای م ح برقراری را استقراء فرض
که به�طوری �گیریم م نظر در T در را قطری) (مسیر x٠x١ . . . xd مسیر و d = diam(T ) �دهیم م قرار

.d ≥ ٢ پس نیست یال ی T چون .degT (x١) ≥ degT (xd−١)

اختصاص با بنابراین degT (x١) = n − ١ لذا است. x١ که دارد احاطه�گر رأس ی T آن�گاه ،d = ٢ اگر
لذا داشت خواهیم T روی 2RDF ی رأس�ها، بقیه�ی به ∅ و x١ به {١,٢}

داریم T روی روم احاطه�گری تابع ی رأس�ها، بقیه�ی به ٠ و x١ به اختصاص٢ با هم�چنین .γr٢(T ) ≤ ٢
.(γR(T ) = γr٢(T ) = ٢ دقیق�تر (به�طور γR(T ) ≤ ٢ لذا

.d ≥ ٣ �کنیم م فرض بنابراین .(n ≥ ۴ (چون γr٢(T )+γR(T )
٢ ≤ ٢ < ٣ · n

۴ این�رو از
باشند. ٣ حداقل مرتبه�ی دارای T − e درخت مولفه�ی دو هر هرگاه �گوییم م مجاز را e ∈ E(G) یال ی
فرض از باشند، T − e درخت مولفه�های T٢ و T١ و باشد داشته e مجاز یال ی T که این فرض با حال،

.γr٢(Ti)+γR(Ti)
٢ ≤ ٣ |V (Ti)|

۴ داریم i = ١,٢ هر برای استقراء
لذا �یابند نم افزایش روم احاطه�گری عدد و ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد یال، ی �کردن اضافه با

γR(T ) ≤ γR(T − e) = γR(T١) + γR(T٢) و γr٢(T ) ≤ γr٢(T − e) = γr٢(T١) + γr٢(T٢)

درنتیجه

γr٢(T ) + γR(T )

٢ ≤ γr٢(T١) + γr٢(T٢)

٢ +
γR(T١) + γR(T٢)

٢

=
γr٢(T١) + γR(T١)

٢ +
γr٢(T٢) + γR(T٢)

٢

≤ ٣ |V (T١)|
۴ + ٣ |V (T٢)|

۴

= ٣ |V (T١)|+ |V (T٢)|
۴ = ٣n۴ .

d ≥ ۵ اگر این�صورت، در ندارد. مجازی یال هیچ T �کنیم م فرض است. برقرار م ح حالت این در بنابراین
ر دی مولفه�ی و است x٢ و x١ ،x٠ رأس سه حداقل شامل مولفه (ی بود خواهد مجاز یال ی x٢x٣ آن�گاه



٧٩ روم احاطه�گری مفهوم با ین�کمان رن ٢−احاطه�گری ارتباط .۴.۴

.٣ ≤ d ≤ ۴ پس است. تناقض که است) x۵ و x۴ ،x٣ رأس سه حداقل شامل
.V (T ) = NT [x١]∪NT [x٢] پس است. x٢ و x١ احاطه�گر رأس دو دارای T آن�گاه .d = ٣ �کنیم م فرض

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با f١را : V (T ) → {٠,١,٢} تابع
،u ∈ V (T ) هر برای

f١(u) =


٢ u = x١
١ u ∈ NT (x٢)− {x١}
٠ o.w

.

داریم و است T روی روم احاطه�گری تابع ی f١ لذا �شوند م احاطه x١ به�وسیله�ی x١ ان همسای
w(f١) = f١(x١) + |NT (x٢)− {x١}| = ٢+ degT (x٢)− ١ = ١+ degT (x٢).

نتیجه در γr٢(T )
٢ ≤ γR(T )

٢ داریم (٢.۴.۴) گزاره�ی از ر، دی طرف از
γr٢(T ) + γR(T )

٢ ≤ γR(T ) ≤ ١+ degT (x٢). (١۵.۴)

مسیر برای اثبات شروع در که فرض به (بنا degT (x١) ≥ degT (x٢) و نیست مجاز یال ی x١x٢ چون
لذا n ≥ ۴ ر دی طرف از و NT (x٢) = {x١, x٣} پس کردیم) x٠x١ . . . xd

در پس degT (x٢)+١ ≤ n
١+٢ ≤ ٣n

۴ داریم n ≥ ۴ به بنا ومجددا، degT (x١)+degT (x٢)
٢ = n

٢ ≥ degT (x٢)

،y ∈ NT (x٢) هر به�ازای �کنیم. م ثابت d = ۴ حالت برای را م ح ادامه در شد. ثابت م ح نیز حالت این
پس �باشد، م ٣ حداقل مرتبه�ی از است x٢ رأس شامل که مولفه�ای آن و نیست مجاز یال ی x٢y چون
که است درخت T لذا است. ٢ حداکثر مرتبه�ی از (y رأس شامل مولفه�ی (یعن T − x٢y ر دی مولفه�ی
است. شده زیرتقسیم بار ی حداکثر آن یال هر که به�طوری آمده به�دست x٢ مرکزی رأس با ستاره ی از
یال ی x٢y آن�گاه باشد، ٢ از بیشتر درجه�ی دارای y مانند x٢ همسایه�ی ی اگر که باشیم داشته (توجه
رأس هر آن�گاه ،X١ = {u ∈ V (T ) : d(x٢, u) = ٢} دهیم قرار اگر ندارد.) ان ام این و بود خواهد مجاز
تعداد است شده زیرتقسیم بار ١ حداکثر اولیه، ستاره�ی یال هر چون است. ١ درجه�ی دارای T در X١ عضو
توجه با .|X١| ≤ degT (x٢) یعن است x٢ همسایه�های تعداد با برابر حداکثر ،x٢ از ٢ فاصله�ی با برگ�های

.n = ١+ degT (x٢) + |X١| لذا V (T ) = {x٢} ∪NT (x٢) ∪X١ داریم T ساختار به
�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با را f٢ : V (T ) → {٠,١,٢} تابع حال،

،u ∈ V (T ) هر برای

f٢(u) =


٢ u = x٢
١ u ∈ X١
٠ o.w

.

درنتیجه است T روی روم احاطه�گری تابع ی f٢ پس �شوند م احاطه x٢ به�وسیله�ی x٢ همسایه�های
پس γr٢(T )

٢ ≤ γR(T )
٢ داریم (٢.۴.۴) گزاره�ی از چون و γR(T ) ≤ w(f٢) = ٢+ |X١|

γr٢(T ) + γR(T )

٢ ≤ γR(T ) ≤ |X١|+ ٢ =
|X١|+ ٢

degT (x٢) + |X١|+ ١n.

که حالت در �دهیم م نشان است. ثابت م ح آن�گاه |X٢+|١
degT (x٢)+|X١+|١ ≤ ٣

۴ اگر ترتیب، به�این
است. برقرار م ح نیز |X٢+|١

degT (x٢)+|X١+|١ >
٣
۴

پس |X١| ≥ degT (x٢) چون و |X١|+ ۴ ≥ ٣ degT (x٢) آن�گاه |X٢+|١
degT (x٢)+|X١+|١ >

٣
۴ اگر

|X١|+ ۴ ≥ ٣ degT (x٢) ≥ ٣|X١| (١۶.۴)



٨٠ روم احاطه�گری مفهوم با آن ارتباط و ین�کمان رن ٢−��احاطه�گری عدد روی کران�های .۴

degT (x٢) = داریم (١۶.۴) رابطه�ی و |X١| = ٢ از .|X١| = ٢ پس x٠, x۴ ∈ X١ چون .|X١| ≤ ٢ یعن
γr٢(T )+γR(T )

٢ = داریم (٧.۴.۴) لم و ٢ فصل در (١.٢.٢) گزاره�ی از لذا .T ≃ P۵ این�رو از و |X١| = ٢
شد. کامل اثبات و ۴+٣

٢ < ٣۵
۴

.γr٢(T )+γR(T )
٢ ≤ ٣ · n۴ آن�گاه باشد. ٣ حداقل مرتبه�ی از G همبند گراف فراگیر درخت T �کنیم فرضم

ه (بل �یابند نم افزایش روم احاطه�گری عدد و ین�کمان رن ٢−احاطه�گری عدد یال�ها، تعداد افزایش با
بعدی نتیجه�ی به�صورت را مطلب این .γr٢(G)+γR(G)

٢ ≤ ٣ · n
۴ نتیجه در یابند)، کاهش است ن مم

�آوریم. م

.γr٢(G)+γR(G)
٢ ≤ ٣ · n

۴ آن�گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه�ی از همبندی گراف G اگر [۶] .٢.۴.۴ نتیجه

معرف را An گراف�های از خاص رده�ی (١.٢.۴) نتیجه�ی و (٣.٢.۴) قضیه در ١٠ جعفری�راد و ٩ وو
پس ،γr٢(An) ≤ γR(An) داریم (٢.۴.۴) گزاره�ی از چون ، این .γr٢(An) = ٣n

۴ که کردند
(دقیق) دسترس در (٢.۴.۴) نتیجه�ی در بالا کران لذا .γr٢(An)+γR(An)

٢ ≥ ٣ · n۴ این�رو از و γR(An) ≥ ٣n
۴

است.
نتیجه در ،γr٢(G)

٢ ≤ γR(G)
٢ داریم (٢.۴.۴) گزاره�ی از ٣ حداقل مرتبه�ی با G گراف هر برای

قضایای مهم نتیجه�ی این�ترتیب، به آمد. به�دست (٢.۴.۴) نتیجه�ی از که γr٢(G) ≤ γr٢(G)+γR(G)
٢ ≤ ٣ · n۴

کرده�ایم. ثابت ر دی روش به را (٣.٢.۴) و (٢.٢.۴)
�آوریم. م را (٢.۴.۴) نتیجه�ی با مرتبط حدس این�جا در

آن�گاه ،G ̸≃ C۵ و باشد δ(G) ≥ ٢ و n ≥ ٣ مرتبه�ی از همبند گراف G اگر [۶] .١.۴.۴ حدس
.γr٢(G)+γR(G)

٢ ≤ ٢n
٣

�شود. م نتیجه آن از (٧.٢.۴) قضیه�ی آن�گاه باشد، درست فوق حدس اگر

این�صورت، در باشد. G گراف روی γR−تابع ی f کنیم فرض ([۴] اران. هم و (کوکاین .٩.۴.۴ لم
{v ∈ V (G) : f(v) = ٢} مجموعه�ی و {v ∈ V (G) : f(v) = ١} مجموعه�ی رأس�های بین G از یال هیچ

ندارد. وجود

اکنون .γr٢(G) ≤ γR(G) داریم G گراف هر برای (٢.۴.۴) گزاره�ی از که �کنیم م یادآوری مجددا
�باشد. م γr٢(G) برحسب که �دهیم م ارایه γR(G) برای بالای کران مطلب، این س برع

.γR(G) ≤ ٣γr٢(G)
٢ داریم G گراف هر برای [۶] .١٠.۴.۴ گزاره

.Xi = {u : i ∈ f(u)} ،i = ١,٢ برای �کنیم م فرض و �گیریم م G روی γr٢−تابع ی را f برهان.
در .|X١| ≤ |X٢| �کنیم م فرض کلیت، دادن دست از بدون .γr٢(G) = w(f) = |X١| + |X٢| بنابراین

.|X١| ≤ |X١|+|X٢|
٢ = γr٢(G)

٢ بنابراین |X١|
٢ ≤ |X٢|

٢ این�صورت
٩Wu
١٠Jafari Rad



٨١ روم احاطه�گری مفهوم با ین�کمان رن ٢−احاطه�گری ارتباط .۴.۴

�کنیم: م تعریف زیر ضابطه�ی با را g : V (G) → {٠,١,٢} تابع حال،
،u ∈ V (G) هر برای

g(u) =


٠ u ∈ {x ∈ V (G) : f(x) = ∅}
١ u ∈ {x ∈ V (G) : f(x) = {٢}}
٢ u ∈ {x ∈ V (G) : ١ ∈ f(x)}

.

v ∈ NG(u) رأس ی آن�گاه (f(u) = ∅ (یعن g(u) = ٠ اگر پس است، G روی γr٢−تابع ی f چون
داریم و است G روی روم احاطه�گری تابع ی g لذا .(١ ∈ f(v) یعن ) g(v) = ٢ که به�طوری دارد وجود

w(G) ≤ ٢|X١|+ |X٢| = |X١|+ (|X١|+ |X٢|) ≤
γr٢(G)

٢ + γr٢(G). (١٧.۴)

.γR(G) ≤ ٣γr٢(G)
٢ این�رو از

حداکثر g تابع وزن (١٧.۴) رابطه�ی در لذا نیست ١ برابر g(u) لزوما آن�گاه ،u ∈ X٢ اگر که �کنیم م (توجه
آن.) با برابر دقیقا نه و است ٢|X١|+ |X٢| با برابر

باشد گراف این از متغیری µ(H) ،H گراف هر برای �کنیم م فرض ([۶] فورویا. و (فوجیتا .١١.۴.۴ قضیه
k ≥ ٠ �کنیم م فرض و �گیریم م n مرتبه�ی از همبندی گراف را G .٠ ≤ µ(H) ≤ γR(H) که به�طوری
برقرار G برای زیر شرط دو هر اگر تنها و اگر γR(G) = µ(G) + k این�صورت، در باشد. صحیح عدد ی

باشد:
که به�طوری نباشد U مجموعه�ی زیر ی شامل V (G) (i

n− µ(G) + ٢|U | − k + ١ ≤ |NG[u]| ≤ n− µ(G) + ٢|U |.

.|NG[U ]| = n− µ(G) + ٢|U | − k که به�طوری باشد U زیرمجموعه�ی ی شامل V (G) (ii

بعد نتیجه�ی سراغ ((١٠.۴.۴) و (٢.۴.۴) گزاره�ها�ی از ) γr٢(G) ≤ γR(G) ≤ ٣γr٢(G)
٢ یادآوری با

�آید. م دست به سادگ به (١١.۴.۴) قضیه از که �رویم م

که صحیح عدد ی k و باشد n مرتبه�ی از همبند گراف ی G �کنیم م فرض [۶] .٣.۴.۴ نتیجه
باشند: برقرار زیر شرط دو هر اگر تنها و اگر γR(G) = γr٢(G)+ k این�صورت در است. ٠ ≤ k ≤ γr٢(G)

٢

که به�طوری نباشد U مجموعه�ی زیر ی شامل V (G) (i
n− γr٢(G) + ٢|U | − k + ١ ≤ |NG[u]| ≤ n− γr٢(G) + ٢|U |

.|NG[U ]| = n− γr٢(G) + ٢|U | − k که به�طوری باشد U زیرمجموعه�ی ی شامل V (G) (ii

�باشد. م γR(G) ≤ ٣γr٢(G)
٢ نشدن نقض برای k ≤ γr٢(G)

٢ شرط فوق، نتیجه�ی در که داریم توجه
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Aabstract

For an arbitrary graph G, a function f : V (G) → P ({1, 2}) is called a 2-rainbow dominating
function (or simply 2RDF) of G, if for each vertex v ∈ V (G) such that f(v) = ∅,

∪
u∈N(v) f(u) =

{1, 2}. The weight of a 2-rainbow dominating function f with notation w(f) is defined as w(f) =∑
v∈V (G) |f(v)|. The minimum weight of a 2RDF of G over all such functions is called the 2-

rainbow domination number of G, and is denoted by γr2(G).
In the first chapter of this dissertation, we state required definitions and theorems of graph theory.
In Chapter 2, we give exact values of 2-rainbow domination number in paths, cycles and sun
graphs. We also give some bounds for the 2-rainbow domination number of generalized Petersen
graphs GP (n, k). In Chapter 3, we study critical concept for 2-rainbow domination in graphs, and
we obtain characterizations of 2-rainbow domination vertex (edge) critical graphs and 2-rainbow
domination vertex (edge) super critical graphs. Finally, in Chapter 4, we present several sharp lower
and upper bounds for γr2 of an arbitrary graph. Moreover, we study the relationship between 2-
rainbow domination and other kinds of domination in graphs.
Keywords:
Domination, Domination number, Rainbow domination
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