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قدردانی

در را ما تن آسایش و عظمتت یاد در را ما دل�های سلامتی و فرست درود او آل و محمد بر خدایا
قرارده.١ بخشش�هایت وصف در را ما زبان روانی و نعمتت شکر

به را مادرم و پدر خدایا کردند. هدیه من به را آرامش و امید که مادرم و پدر دستان بر می�زنم بوسه
گردان.٢ مخصوص دادی اختصاص آن به را ایمانت با بندگان مادران و پدران که چیزی بهترین

سپاسگذارم. می�کرد امیدوار مجموعه این پیشبرد به مرا خویش حمایت�های با که نیز مهربانم برادر از

در و نمایم، را تشکر و تقدیر کمال راد جعفری� نادر دکتر گرامی استاد زحمات از می�دانم لازم خود بر

اعلام صالحیان بهزاد دکتر و علیشاهی میثم دکتر زیره، احمد دکتر محترم اساتید از را خود تشکر خاتمه

می�نمایم.

سجادیه صحیفه از ١مناجاتی

سجادیه صحیفه از ٢مناجاتی



پیشگفتار

مخابراتی و امنیتی مسائل نظیر روزمره مسائل در وسیعی کاربردهای گراف�ها در احاطه�گری مطالعه

را پردازشگرها که می�گیریم نظر در است گراف از مدلی که پردازنده چند سیستم یک مثال طور به دارند.

معیوب پردازشگر یک اگر سیستم این در می�گیریم. نظر در یال را آن�ها بین خطوط و گراف رأس�های

رأس�های که طوری به کرد استفاده احاطه�گرمکانی از می�توان پردازشگر این تشخیص برای آن�گاه باشد

رأس چند اگر واقع در می�کنند. مطلع معیوب رأس مکان از را ما هشداری با معیوب رأس با مجاور

خطا تصحیح و کشف امروزه است. معیوب رأس است مجاور آن�ها همه�ی با که رأسی آن�گاه دهند هشدار

تعریف جدید ابزارهای از استفاده با که است گذاری کد نظریه در نوین روش�های نیازمند ارتباطی علوم در

تا که می�باشد گراف نظریه علوم، شاخه�های پیشگامان از یکی که دید می�توان راحتی به می�شوند. بررسی و

احاطه�گری پروژه این در است. شده انجام ارتباطی علوم در چشمگیری پیشرفت�های آن از استفاده با کنون

گراف از دسته��بندی�هایی و کران�ها و نتایج و داده قرار مطالعه و بررسی مورد را شناسایی کدهای و مکانی

می�دهیم. ارائه را



چکیده

بررسی به و می�دهیم ارائه را گراف در احاطه�گرمکانی و شناسایی کد مفاهیم نامه پایان این در

می�پردازیم. درخت در خاص طور به و جهت، بدون و همبند گراف�های در مفاهیم این اندازه کوچکترین

شناسایی کد و رأس
٣(n+ ١)

٧
حداقل شامل n ≥ ٣ مرتبه�ی از درخت در شناسایی کد می�دهیم نشان

رأس
٣(n+ l − s+ ١)

٧
حداقل شامل پشتیبان رأس s و برگ l با ،n ≥ ۴ مرتبه�ی از درخت یک در

،n ≥ ٣ مرتبه�ی از T درخت برای می�دهیم نشان می�باشد.

n+ l − s+ ١
٣

≤ γL(T ) ≤
n+ l − s

٢
.

می�کنند. M(Tصدق ) = γ(T ) و γL(T ) = γ(T ) شرط در که می�کنیم توصیف را درختانی همچنین

و شناسایی ١-کد اندازه می�نیمم و می�نماییم معرفی نیز را کامل نمادی −q درخت مفهوم این�ها بر علاوه

می�آوریم. دست به نیز را درخت نوع این در r−احاطه�گرمکانی

شناسایی کد ، احاطه�گرمکانی : کلیدواژه



مطالب فهرست

ج تصاویر لیست

١ گراف اولیه مفاهیم ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف�ها روی بر اعمال ٢.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف�ها آمیزی رنگ ٣.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه�گری ۴.١

١٨ درخت�ها روی شناسایی ١-کد ٢
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۴٧ . . . . . . . . . . . . . درخت�ها برای γL روی پایین کران یک ٢.٢.٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . γL(T ) = γ(T ) با T درخت�های ٣.٢.٣

ت



ث مطالب فهرست

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت در کدشناسایی ٣.٣
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٧۶ مراجع
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تصاویر لیست

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G = (V,E) گراف ١.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G′ Gو یکریخت گراف�های ٢.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G[S] و G ٣.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخشی دو گراف ۴.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (K٣,٣) کامل بخشی دو گراف ۵.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ḡو G ۶.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلری غیر و اویلری نیمه اویلری، ٧.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همیلتنی غیر و همیلتنی نیمه همیلتنی، ٨.١

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه�دار درخت ٩.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G− v١ و G− e١ و G ١٠.١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G · e۵ و G ١١.١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأسی ١-همبند گراف ١٢.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . γ(G) = ١ با G گراف ١٣.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i(G) = ٢ با G گراف ١۴.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . γt(G) = ٢ با G گراف ١۵.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . γL(G) = ٢ با G گراف ١۶.١

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شناسایی ا-کد بدون G گراف ١.٢

ج



چ تصاویر لیست

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شناسایی ١-کد با درختی ٢.٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ ارتفاع با نمادی ۴ درخت ٣.٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . CT۵ درخت در شناسایی ١-کد ۴.٢

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (jزوج) ٢۵i + j های همسایه ۵.٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . CT۵ و CT۴ و CT ۴
٣ در مکانی ١-احاطه�گر ۶.٢

۶١ . . . . . . . . . . . . . . k = ۶ و r = ٢ با G شده تولید ازگراف قسمتی ١.۴

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K١,٢ ٢.۴

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوج n که Gn گراف از قسمتی ٣.۴

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ممنوعه یال جابجایی چگونگی ۴.۴

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرد n+ ١ که Gn+١ گراف از قسمتی ۵.۴



١ فصل

گراف اولیه مفاهیم

مقدمه ١.١

مجموعه V (G) که است (V (G), E(G),Ψ(G)) تایی سه یکگرافیک از منظور .١.١.١ تعریف

یال هر به که است وقوع تابع Ψ(G) و یال�ها از مجموعه�ای E(G) و رئوس نام به عناصر از ناتهی

صورت به را گراف پس این از می�کند. متناظر را V (G) از متمایز لزوماً نه و نامرتب جفت یک G

می�دهیم. نشان G = (V,E)

مجموعه و V = {١, ٢, ٣, ۴, ۵} رئوس مجموعه با G(V,E) گراف ( ١.١) شکل نمونه برای

است. E = {a, c, d, f, e, g, h} یال�های

e یال پایانی نقاط v٢ و v١ گوییم آن�گاه باشد، v٢ و v١ رأس�های شامل e یال اگر .١.٢.١ تعریف

است. v٢ و v١ رئوس با مجاور e یال گوییم همچنین و هستند

e٢ و e١ یال دو و باشد موجود یال یک آنها بین هرگاه گوییم مجاور را v٢ و v١ رأس دو .١.٣.١ تعریف

باشند. مشترک رأس یک در هرگاه گوییم مجاور را

نباشد. آن با متصل یالی هیچ هرگاه ١گوییم تنها را گراف رأس یک .١.۴.١ تعریف
١single

١



٢ گراف اولیه مفاهیم .١

..١.

٢

.

٣

.

۴

.

۵

.
a

.

c

.

e

.

d

.

f

.

h

.

g

G = (V,E) گراف :١.١ شکل

گوییم. بدیهی گراف را باشد شده تشکیل رأس یک از فقط که گرافی .١.۵.١ تعریف

است. تهی آن یال�های مجموعه که رأس، n ⩾ ١ شامل است، گرافی (تهی) پوچ گراف .١.۶.١ تعریف

می�دهیم. نشان Nn با را رأسی n تهی گراف

در هرگاه و باشند، منطبق هم بر انتهایی�اش رأس دو که است یالی گراف یک در طوقه .١.٧.١ تعریف

چندگانه یال�های را آن�ها باشند داشته وجود یال دو از بیش یا دو v و uمفروض رأس دو بین گراف یک

می�نامیم.

باشد. نداشته وجود طوقه و چندگانه یال آن در که است گرافی ساده، گراف یک .١.١.١ تذکر

غیر و متناهی مجموعه V آن در که D = (V,A) از عبارتست ٢ جهت�دار گراف .١.٨.١ تعریف

از متمایز لزوماً نه و مرتب زوج�های از ناتهی) لزوماً (نه متناهی خانواده A و رئوس نام به عناصر از تهی

است. کمان نام به V عناصر

٢Digraph



٣ مقدمه .١.١

خودش با را رأس یک کمانی چنانچه نیز جهت�دار گراف�های در دیدیم ساده گراف�های در آنچه مانند

کمان�های را آن باشد جهت هم کمان یک از بیش رأس دو بین اگر و می�نامیم طوقه را آن سازد، مجاور

می�نامیم. چندگانه

باشد. نداشته وجود طوقه و چندگانه کمان آن در که است گرافی ساده، جهت�دار گراف�های .١.٢.١ تذکر

می�بریم. �کار به را G گراف لفظ اغلب G = (V,E) گراف جای به بعد به این از قرارداد:

را v رأس با مرتبط یال�های تعداد باشد. آن از رأسی v و گراف یک G کنیم فرض .١.٩.١ تعریف

محسوب بار دو رأس درجه محاسبه�ی در باشد طوقه مذکور یال اگر آن�که بر مشروط گوییم vرأس درجه�ی

درجه�ی را گراف رئوس همه درجه�های مجموعه همچنین می�دهیم. نشان deg(v) با را v ی درجه گردد.

می�دهیم. نشان T (G) با را آن و گوییم گراف کل

تعریف v و u بین یال تعداد کمترین واقع در ،v و u رأس دو فاصله را d(u, v) .١.١٠.١ تعریف

می�کنیم.

با را G رئوس درجه می�نیمم و ∆ یا ∆(G) با را گراف یک رئوس درجه ماکزیمم .١.١١.١ تعریف

می�دهیم. نشان δ یا δ(G)

به یک تناظری هرگاه گوییم یکریخت را G′(V ′, E ′) و G = (V,E) گراف دو .١.١٢.١ تعریف

وصل هم به را G از رأس هردو که یال�هایی تعداد که گونه�ای به باشد موجود G′ و G رئوس بین یک

دو دیگر عبارت به کند. می وصل هم به را G′ در نظیر رئوس که باشد یال�هایی تعداد برابر می�کند

پوشای و یک به یک توابع اگر تنها و اگر هستند یکریخت G′(V ′, E ′) و G = (V,E) گراف

و v ∈ V (G) رأس هر برای که باشند موجود h : E(G) −→ E(G′) و g : V (G) −→ V (G′)

گراف�های نمونه برای باشد. h(e) پایانی نقطه g(v) اگر تنها و اگر باشد e پایانی نقطه v ،e ∈ E(G)

هستند. یکریخت (٢.١) شکل

٣ زیرگراف را H = (V ′, E ′) گراف باشد، گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .١.١٣.١ تعریف

G در پایانی نقاط همان با H یال هر و E ′ ⊆ E و V ′ ⊆ V هرگاه H ≤ G می�نویسیم و گوییم G

باشد.
٣subgraph



۴ گراف اولیه مفاهیم .١

..v′٣ . v′۴.

v′١

.

v′۵

.

v′٢

. e′٣.

e′۴

.

e′٢

.
e′١

.
e′۵

..v۵ . v٢.

v١

.

v۴

.

v٣

.
e۵

.
e١

.

e۴

.

e٢

.

e٣

G′ Gو یکریخت گراف�های :٢.١ شکل

القایی گراف زیر باشد. S ⊆ V و V رئوس مجموعه�ی با گراف یک G کنیم فرض .١.١۴.١ تعریف

و است S آن رئوس مجموعه که است G از گرافی زیر می�دهیم، نشان G[S] نماد با که را S توسط ۴

(٣.١) شکل در نمونه برای است. S به متعلق آن�ها پایانی نقطه دو هر که هستند آن در G از یال�هایی

بود. خواهد G[S] چپ سمت گراف آن�گاه باشد S = {v١, v٢, v٣, v۴} و G راست سمت گراف اگر

.. v٢.

v١

.

v۴

.

v٣

.

e٢

.

e٣

.
e١

..v۵ . v٢.

v١

.

v۴

.

v٣

.
e۵

.

e۴

.

e٢

.

e٣

.
e١

G[S] و G :٣.١ شکل

باشد. n− ١ آن رئوس تمام درجه�ی هرگاه گوییم کامل را رأس n با G ساده�ی گراف .١.١۵.١ تعریف

با را رأس n با کامل گراف باشند. مجاور هم با آن رأس�های همه که است ساده�ای گراف دیگر عبارت به

می�دهیم. نشان Kn

۴induced subgraph



۵ مقدمه .١.١

نشان w(G) با که است آن کامل گراف زیر بزرگترین مرتبه G گراف خوشه�ای عدد .١.١۶.١ تعریف

می�دهیم.

چنان�چه باشد. برابر هم با آن رئوس تمام درجه�ی هرگاه گوییم منتظم را G گراف .١.١٧.١ تعریف

گوییم. r−منتظم را گراف باشد r رئوس تمام درجه�ی

مجموعه� دو به بتوان را V مجموعه�ی اگر باشد. گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .١.١٨.١ تعریف

را G گراف آن�گاه باشد، داشته V٢ در رأسی و V١ در رأسی ،E در یال هر که کرد افراز چنان V٢ و V١

دو وهیچ V١ در رأسی دو هیچ نتیجه در می�دهیم. نشان G = (V١, V٢) با را آن و می�نامیم بخشی دو

است. بخشی دو گراف یک از نمونه�ای (۴.١) شکل نیستند. مجاور V٢ در رأسی

..............

بخشی دو گراف :۴.١ شکل

مجموعه�ی رئوس تمام هرگاه گوییم کامل بخشی دو Gرا = (V١, V٢) بخشی دو گراف .١.١٩.١ تعریف

آن�گاه |V٢| = s و |V١| = r اگر صورت این در باشند. مجاور V٢ مجموعه�ی رئوس تمام با V١

است. K٣,٣ گراف (۵.١) شکل می�دهیم. نشان Kr,s با را G = (V١, V٢)

یکدیگر مربوطه فضای در آن یال�های که کنیم رسم فضایی یک در چنان گرافGرا اگر .١.٢٠.١ تعریف

آن بتوان هرگاه گوییم مسطح را G گراف گوییم. فضا در گراف نشاندن را عمل این آن�گاه نکنند قطع را

نشاند. صفحه در را

است گرافی Ḡ می�دهیم. نشان Ḡ با را V رئوس مجموعه با G ساده گراف مکمل .١.٢١.١ تعریف

اگر دیگر عبارت به نیستند. مجاور G در که مجاورند هم با رئوسی آن در که ،V رئوس مجموعه با ساده

.Ḡ = Kn − {ei | ei ∈ E(G)} آن�گاه باشد رأس n با ساده گرافی G

می�دهد. نشان را مکمل گراف دو (۶.١) شکل نمونه برای



۶ گراف اولیه مفاهیم .١

................

(K٣,٣) کامل بخشی دو گراف :۵.١ شکل

........... ...........

Ḡو G :۶.١ شکل

هر آن در که است v٠v١...vn صورت به رئوس از دنباله�ای گراف یک در گشت یک .١.٢٢.١ تعریف

می�نامیم. vn به v٠ از گشت یک را آن و یکسانند یا مجاورند یا متوالی رأس دو

یک در یکمسیر باشد. نشده تکرار یالی آن در که است گشتی گراف یک در یکگذر .١.٢٣.١ تعریف

گذر پایانی و آغازین رأس احتمالا جز به ( یالی هیچ نتیجه (در رأسی هیچ آن در که است گذری گراف

باشد. نشده تکرار

.v٠ = vn هرگاه گوییم بسته را v٠v١...vn مسیر یا گذر گشت، یک .١.٢۴.١ تعریف

یال یک حداقل شامل بسته گذر و یکدور را یال یک حداقل شامل بسته مسیر یک .١.٢۵.١ تعریف

می�نامیم. مدار یک را

می�نامیم. آن طول را مدار یا دور مسیر، گذر، گشت، یک در موجود یال�های تعداد .١.٢۶.١ تعریف



٧ مقدمه .١.١

می�دهیم. نشان girth(G) با و گرافGگوییم کمر گرافGرا در دور کوتاهترین طول .١.٢٧.١ تعریف

گوییم. دوری گراف را آن و داده نشان Cn با را n ⩾ ٣ که n طول به دوری .١.٢٨.١ تعریف

می�دهیم. Wnنشان با و نامیده ۵ چرخ را آن کنیم متصل جدید رأس یک به را Cn−١ رئوس همه اگر

u از مسیری u, v ∈ V هر ازای به هرگاه می�نامیم همبند را G = (V,E) گراف .١.٢٩.١ تعریف

مؤلفه یک را آن همبند اجزای از هریک و نامیم ناهمبند را آن نباشد همبند که گرافی باشد. موجود v به

�باشد. مؤلفه یک شامل فقط که است گرافی همبند گراف بنابراین می�نامیم.

بیشترین و N(n) تهی گراف به مربوط یال�ها تعداد کمترین رأسی n ساده گراف�های در .١.٣.١ تذکر

مرتبه�ی از دلخواه گراف یک (m) یال�های تعداد بنابراین است. Kn کامل گراف به مربوط یال�ها تعداد

می�کند صدق زیر نامساوی در n

٠ ⩽ m ⩽ n(n− ١)
٢

.

نشان N(v) با که را v همسایگی باشد. آن رأس یک v و گراف یک G کنیم فرض .١.٣٠.١ تعریف

دیگر عبارت به هستند. مجاور v با که می�کنیم تعریف رئوسی تمام مجموعه�ی می�دهیم

N(v) = {u | u ∈ V (G), uv ∈ E(G)}.

همه شامل که باشد موجود آن روی بسته�ای گذر هرگاه گوییم اویلری را G همبند گراف .١.٣١.١ تعریف

و گردد حذف فوق گذر از بودن بسته شرط اگر می�نامیم. اویلری گذر را گذری چنین باشد. G یال�های

نیمه گذر را گذری چنین و اویلری نیمه را گراف آن�گاه باشد یال�ها همه شامل که باشد موجود بازی گذر

می�نامیم. اویلری

هستند. غیراویلری و اویلری نیمه اویلری، ترتیب به (٧.١) شکل گراف�های نمونه برای

همه�ی از که باشد موجود آن در بسته�ای مسیر هرگاه گوییم همیلتنی را G همبند گراف .١.٣٢.١ تعریف

دور را آن که است دور یک ( G = N١ حالت در جز (به گذری چنین که است بدیهی بگذرد. رئوس

همه�ی از که باشد موجود بازی مسیر G همبند گراف در اگر می�نامیم. همیلتنی گراف را G و همیلتنی

۵wheel



٨ گراف اولیه مفاهیم .١

........... ............... ..............

اویلری غیر و اویلری نیمه اویلری، :٧.١ شکل

نمونه برای می�نامیم. همیلتنی مسیر را مذکور مسیر و گوییم همیلتنی نیمه را G آن�گاه کند عبور رئوس

هستند. همیلتنی غیر و همیلتنی نیمه همیلتنی، ترتیب به (٨.١) شکل گراف�های

........ ......... ............

همیلتنی غیر و همیلتنی نیمه همیلتنی، :٨.١ شکل

برقرارند: زیر قواعد G همیلتنی گراف یک در .١.۴.١ تذکر

G همیلتنی دور روی v رأس در مجاور یال دو هر آن�گاه deg(v) = ٢ و v ∈ V (G) اگر (١

واقعند.

نمی�گردد. تشکیل دوری هیچ نرفته�اند به�کار رئوس همه �که زمانی تا همیلتنی دور ساختن طول در (٢

گوییم. جنگل را دور فاقد گراف یک .١.٣٣.١ تعریف



٩ مقدمه .١.١

دور فاقد همبند گراف دیگر عبارت به می�نامیم. درخت یک را همبند جنگل یک .١.٣۴.١ تعریف

درخت�ها و جنگل�ها لذا می�دهند تشکیل دور چندگانه یال�های و طوقه �که آن�جایی از گوییم. درخت را

هستند. ساده گراف�هایی

درخت هر می�نامیم. ۶ برگ یا آویخته رأس را درخت یک در یک درجه�ی از رأس یک .١.٣۵.١ تعریف

دارد. برگ یک رأس دو حداقل با

رأس یک x ∈ V اگر و نامیده ٧ پشتیبان رأس را درخت در برگ هر همسایه�ی .١.٣۶.١ تعریف

می�نامیم. x برگ را x با مجاور برگ هر آن�گاه باشد درخت پشتیبان

دو حداقل که باشد G = (V,E) گراف برای پشتیبان رأس یک v ∈ V رأس اگر .١.٣٧.١ تعریف

می�نامیم. ٨ قوی پشتیبان رأس را V آن�گاه باشد، داشته برگ

و فرزندان همه�ی که است درختی که شنیده�اید را خانوادگی) (درخت شجره�نامه اصطلاح شما حتماً

فرزند سه دارای a نام به شخصی که کنید فرض نمونه برای می�کند. مشخص را شخص یک و... نوادگان

a٢٣ و a٢٢ و a٢١ نام�های به فرزندانی دارای a٢ و a١٢ و a١١ فرزند دو دارای a١ که باشد a٣ و a٢ و a١
می�نامیم. ریشه�دار درخت�های گراف نظریه�ی در را درخت�ها این�گونه باشد، a٣ فرزند تنها a٣١ بالاخره و

رأس یک به که یال�هایی تعداد آن در که است، جهت�دار درخت یک ریشه�دار درخت .١.٣٨.١ تعریف

تعداد و می�دهیم، نشان deg−(v) با و می�نامیم v رأس درونی درجه�ی را می�شوند وارد درخت از v

و می�دهیم، نشان deg+(v) با و نامیده v رأس بیرونی درجه�ی را می�شوند خارج v رأس از که یال�هایی

نامند. درخت ریشه��ی را است deg−(r) = 0 که درخت از r یکتای رأس

(فرزندان) زاده�های را e, d, c, b رئوس همچنین است. ریشه رأس a رأس زیر ریشه�دار درخت در

می�نامیم. (برادر) همنیا را مشترک پدر یک با رأس دو می�نامیم. رئوس این (پدر) نیا را aرأس و aرأس

به سطح بالاترین از که مشهودی امتدادهای با را شکل(٩.١) نظیر ریشه�دار درخت�های در یال�ها

نیست. نیاز پیکان رسم به لذا و می�کنیم رسم می�روند سطح پایین�ترین

۶leaf
٧support
٨ strong support



١٠ گراف اولیه مفاهیم .١

ریشه�دار درخت :٩.١ شکل

با را v ٩ مرکز از خروج باشد آن از دلخواه رأسی v و همبند گرافی G کنیم فرض .١.٣٩.١ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان e(v)

e(v) = maxx∈V (G){d(v, x)}.

G شعاع را G رئوس همه�ی ازای به مرکز از خروج کوچکترین G همبند گراف در .١.۴٠.١ تعریف

G قطر را رئوس همه�ی ازای به مرکز از خروج بزرگترین همچنین می�دهیم. نشان rad(G) با و می�نامیم

می�دهیم. نشان diam(G) با و گوییم

ماتریسی می�دهیم نشان A با مختصراً یا A(G) با که را Gگراف مجاورت ماتریس .١.۴١.١ تعریف

دارند. وجود vj و vi رأس دو بین که است یال�هایی تعداد aij آن در که است A = [aij]n×n صورت به

مجموعه و V = {v١, v٢, ..., vn} رئوس مجموعه با باشد گرافی G کنیم فرض .١.۴٢.١ تعریف

به و می�دهیم نشان M یا M(G) با را G گراف وقوع ماتریس .E = {e١, e٢, ..., em} یال�های

می�شود: تعریف زیر صورت

M = [mij]n×m

٩eccentricity



١١ مقدمه .١.١

mij =


١ باشد vi رأس با مجاور ej یال اگر

٠ اینصورت غیر در

از e یال حذف باشد. v ∈ V و e ∈ E و گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .١.۴٣.١ تعریف

آن پایانی نقاط در �که آن بدون e یال برداشتن از عبارتست و می�دهیم نشان G− e نماد با را G گراف

رأس حذف از عبارتست می�دهیم نشان G− v نماد با که را v رأس حذف آید. وجود به� دیگری تغییر

ترتیب به را G− v١ و G− e١ و G گراف�های (١٠.١) شکل .G گراف از آن با مرتبط یال�های و v

می�دهد. نمایش

.. v٣.v٢ ..... ..v٢ . v٣.

v١

...... ..v٢ . v٣.

v١

....
e١

...

G− v١ و G− e١ و G :١٠.١ شکل

vi رئوس با مجاور e یال که باشد vi, vj ∈ V و e ∈ E و گراف یک G کنیم فرض .١.۴۴.١ تعریف

و G گراف از e یال حذف از عبارتست می�دهیم، نشان G · e نماد با که را e یال انقباض است. vj و

(١١.١) شکل یکدیگر. به vj و vi رئوس کردن منطبق

یال�های حذف با که باشد گونه�ای به S ⊆ E و گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .١.۴۵.١ تعریف

گراف (یالی) ناهمبندساز مجموعه را S این�صورت در شود، افزوده G به مؤلفه یک حداقل E از S

آن نباشد ناهمبندساز مجموعه خود ناهمبندساز مجموعه یک محض مجموعه�ی زیر هیچ اگر گوییم. G

افزوده گراف به مؤلفه یک دقیقاً G گراف از برش مجموعه یال�های باحذف می�نامیم. برش مجموعه را
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..v١, v۵ . v٢.

v۴

.

v٣

.

e۴

.

e٢

.

e٣

. e١ ..v۵ . v٢.

v١

.

v۴

.

v٣

.
e۵

.

e۴

.

e٢

.

e٣

.
e١

G · e۵ و G :١١.١ شکل

یالی k−همبند گراف را آن باشد k برابر گراف یک برش مجموعه�ی کوچکترین اندازه چنان�چه می�شود.

می�نامیم. پل را یال آن باشد یال یک فقط شامل برش مجموعه اگر و

G از آن حذف با که باشد رأسی v ∈ V و گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .١.۴۶.١ تعریف

همبندی کلی، حالت در می�نامیم. برشی رأس را v صورت این در یابند افزایش G مؤلفه�های تعداد

می�گردد. تبدیل N١ به یا ناهمبند گراف آن�ها حذف با که است رئوسی تعداد می�نیمم گراف، یک رأسی

(١٢.١) شکل در G گراف باشد. k برابر آن رأسی همبندی هرگاه گوییم رأسی k−همبند را گراف یک

می�کند. ناهمبند را گراف v رأس حذف تنها است. رأسی ١-همبند

..v ......

رأسی ١-همبند گراف :١٢.١ شکل

دو هیچ هرگاه گوییم تطابق یک را G = (V,E) گراف یال�های از M مجموعه زیر .١.۴٧.١ تعریف

باشند. نداشته مشترک رأس M در یالی



١٣ گراف�ها روی بر اعمال .٢.١

.|M | ≥ |M ′| ،M ′ مانند دیگر تطابق هر ازای به هرگاه نامیم ماکزیمم تطابق را M تطابق

مجموعه�ی M مجموعه به دیگر یال هر کردن اضافه با هرگاه گوییم ماکزیمال تطابق را M تطابق

کند. اشباع را G گراف رئوس همه�ی هرگاه گوییم کامل را M تطابق همچنین نباشد. تطابق حاصل

می�دهیم. نشان α′(G) با را تطابق یک اندازه ماکزیمم

گراف�ها روی بر اعمال ٢.١

در که آورد دست به جدیدی گراف�های و نمود ترکیب هم با را گراف چند یا دو می�توان مختلفی طرق به

می�کنیم. اشاره آن�ها از نمونه چند به زیر

صورت این در باشند، گراف دو G٢ = (V٢, E٢) و G١ = (V١, E١) کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

و V = V١ ∪ V٢ آن در که است E یال�های خانواده و V رئوس مجموعه با G١ ∪G٢ گراف (١

است. G٢ و G١ در پایانی نقاط همان با آن در یال هر و E = E١ ∪ E٢

اجتماع آن�گاه ( E = E١ ∩ E٢ = ∅ نتیجه (در V١ ∩ V٢ = ∅ اگر گراف دو اجتماع تعریف در

می�دهیم. نشان G١ +G٢ با و گوییم آن�ها مجزای اجتماع را G٢ و G١

و V = V١ ∩ V٢ آن در که است E یال�های خانواده و V رئوس مجموعه با G١ ∩G٢ گراف (٢

است. G٢ و G١ در پایانی نقاط همان با آن در یال هر و E = E١ ∩ E٢

است. آمده �دست به G١ از G٢ یال�های حذف با که است G١ از گرافی زیر G١ −G٢ (٣

(۴

G١ △G٢ = (G١ ∪G٢)− (G١ ∩G٢)

گوییم. G٢ و G١ گراف دو متقارن تفاضل را G١ △G٢ که



١۴ گراف اولیه مفاهیم .١

گراف�ها آمیزی رنگ ٣.١

رنگ گونه�ای به رنگ k با را آن رئوس بتوان هرگاه نامیم پذیر k−رنگ را G گراف .٣.١.١ تعریف

گوییم نباشد مقدور رنگ k از کمتر با عمل این اگر نباشند. هم�رنگ مجاور رأس دو هیچ که کرد آمیزی

از دیگری تعریف زیر در همچنین می�دهیم. نشان χ(G) با را عدد این و است k برابر G رنگی عدد

می�دهیم: ارائه را گراف�ها رنگ�آمیزی

می�نامیم. آمیزی رنگ یک را رنگ�هاست مجموعه A آن در که f : V (G) → A تابع

هرگاه گوییم معتبر را f آمیزی رنگ

∀(x, y) ∈ E(G) =⇒ f(x) ̸= f(y).

گونه�ای به رنگ k با را آن یال�های بتوان هرگاه گوییم یالی پذیر k−رنگ را G گراف .٣.٢.١ تعریف

عمل این اگر نباشند. هم�رنگ دارند) مشترک رئوس که یال�هایی مجاور( یال دو هیچ که کرد آمیزی رنگ

χ′(G) با را عدد این و kاست برابر G گراف یالی رنگی عدد گوییم نباشد مقدور رنگ k از کمتر با

.χ′(G) ⩾ ρ آن�گاه ∆(G) = ρ اگر که است بدیهی می�دهیم. نشان

.χ(Nn) = ١ یعنی باشد تهی گراف G اگر وتنها اگر χ(G) = ١ (١ .٣.١.١ تذکر

.χ(Kn) = n پس است مجاور دیگر رأس n− ١ با رأس هر Kn در چون (٢

احاطه�گری ۴.١

هرگاه می�نامیم رأسی مستقل مجموعه یک را G گراف یک رأس�های از S مجموعه�ی .۴.١.١ تعریف

ماکزیمم می�شود داده نشان α(G) با که را G گراف استقلال عدد نباشند. مجاور S از رأسی دو هیچ

است. رأسی مستقل مجموعه یک اندازه



١۵ احاطه�گری .۴.١

یکی حداقل هرگاه می�نامیم رأسی یکپوشش گرافGرا رأس�های از S مجموعه�ی زیر .۴.٢.١ تعریف

پوشش یک اندازه می�نیمم G گراف رأسی پوشش عدد باشد. مجموعه آن در G یال هر پایانی نقاط از

می�شود. داده نشان β(G) با و است رأسی

S از یالی دو هیچ هرگاه می�نامیم یالی مستقل مجموعه یک را یال�ها از S مجموعه�ی .۴.٣.١ تعریف

را G یالی استقلال عدد و است تطابق همان یالی مستقل مجموعه یک لذا باشند. نداشته مشترک رأس

است. تطابق ماکزیمم به مربوط عدد همان و می�دهیم، نشان α′(G) با

از یکی روی حداقل رأس هر هرگاه می�نامیم یالی یکپوشش را یال�ها از S مجموعه�ی .۴.۴.١ تعریف

یالی پوشش یک اندازه می�نیمم برابر و می�دهیم نشان β′(G) با را G یالی پوشش عدد باشد. یال�ها این

است.

می�نامیم احاطه�گر مجموعه�ی یک را G = (V,E) گراف رأس�های از S مجموعه�ی� .۴.۵.١ تعریف

یک اندازه می�نیمم می�دهیم نشان γ(G) با که را G گراف احاطه�گری عدد .N [S] = V (G) هرگاه

احاطه�گر مجموعه اندازه�ی می�نیمم که است گراف یک از نمونه�ای (١٣.١) شکل است. احاطه�گر مجموعه

است. یک برابر آن در (γ(G))

.............

γ(G) = ١ با G گراف :١٣.١ شکل



١۶ گراف اولیه مفاهیم .١

S از رأسی دو هیچ هرگاه گوییم مستقل احاطه�گر مجموعه را S احاطه�گر مجموعه�ی .۴.۶.١ تعریف

داده نشان i(G) با و است مجموعه�ای چنین اندازه Gکوچکترین مستقل احاطه�گری عدد نباشند. مجاور

است. i(G) = ٢ با گراف یک از ای نمونه (١۴.١) شکل می�شود.

...........

i(G) = ٢ با G گراف :١۴.١ شکل

نداشته تنها G[S]رأسی هرگاه می�نامیم کلی احاطه�گر مجموعه�ی را S احاطه�گر مجموعه .۴.٧.١ تعریف

است. γt(G) = ٢ (١۵.١ ) شکل در می�دهیم. نشان γt(G) با را احاطه�گری این به مربوط عدد باشد

...........

γt(G) = ٢ با G گراف :١۵.١ شکل



١٧ احاطه�گری .۴.١

مجموعه یک S هرگاه نامیم احاطه�گرمکانی مجموعه یک را G رأس�های از S مجموعه .۴.٨.١ تعریف

.N(x)∩S ̸= N(y)∩S باشیم داشته x, y ∈ V (G)−S متمایز رأس دو هر برای و باشد احاطه�گر

نشان γL(G) با و نامیده G مکانی احاطه�گری عدد را احاطه�گرمکانی مجموعه یک اندازه کوچکترین

است. γL(G) = ٢ (١۶.١) شکل در نمونه برای می�دهیم.

...........

γL(G) = ٢ با G گراف :١۶.١ شکل



٢ فصل

درخت�ها روی شناسایی ١-کد

مقدمه ١.٢

مفهوم و ،١٩٨٧ سال در ٣ استیوارت و ٢ اسلیتر ١ کولبورن، توسط بار اولین مکانی احاطه�گری مفهوم

سال�های در و شدند معرفی ١٩٩٨ سال در ۶ لویتین و ۵ چاکرابارتی ، ۴ کارپوسکی توسط شناسایی کد

است. شده پرداخته موضوعات این به گوناگون مقالات در اخیر

به سپس نموده معرفی را مکانی r−احاطه�گر و شناسایی r−کد نام به مفاهیمی ابتدا فصل این در

درخت یک در که می�کنیم ثابت و می�پردازیم درخت�ها در شناسایی کد چگالی و اندازه کوچکترین بررسی

نام به خاص درخت نوع یک همچنین دارد. عضو
٣(n+ ١)

٧
حداقل شناسایی ١-کد هر رأس n با

برای r−احاطه�گرمکانی و شناسایی کد −r اندازه می�نیمم و می�کنیم معرفی را کامل q−نمادی درخت

١Colbourn
٢Slater
٣Stewart
۴Karpovsky
۵Chakrabarty
۶Levitin

١٨



١٩ مقدمه .١.٢

دودویی درخت شناسایی ١-کد اندازه می�نیمم نمونه برای می�آوریم. به�دست را درختان این در r ≥ ١

این در آمده دست به نتایج بیشتر بررسی برای می�باشد. ⌈٢)٢٠
h − ١)
٣١

⌉ دقیقاً رأس ٢h − ١ با کامل

نمایید. مطالعه را [۴] مرجع می�توانید فصل

و می�گیریم، نظر در را r ≥ ١ صحیح عدد و G = (V,E) جهت بدون همبند گراف .١.١.٢ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر شکل به را Br(v)

Br(v) = {x ∈ V : d(x, v) ≤ r}.

یکدیگر ٧ r−پوشش را v و x آن�گاه باشد d(x, v) ≤ r ،x, v ∈ V برای اگر .١.٢.٢ تعریف

یک حداقل با y ∈ Y رأس هر هرگاه می�نامیم Y ⊆ V برای پوششی را X ⊆ V مجموعه می�نامیم.

شود. پوشیده X مجموعه از رأس

شکل به KC,r(v)را ،v ∈ V هر ازای به باشد. رئوس از ناتهی مجموعه C کنیم فرض .١.٣.٢ تعریف

می�کنیم تعریف زیر

KC,r(v) = C ∩Br(v).

رئوس آن�گاه KC,r(v١) ̸= KC,r(v٢) ( v١ ̸= v٢ ) ،v١, v٢ ∈ V هر ازای به اگر .١.۴.٢ تعریف

می�نامیم. C مجموعه�ی توسط ٨ r−جداشده را v٢ و v١

به هرگاه می�نامیم شناسایی کد یا ٩ شناسایی r−کد را گراف رئوس از C ناتهی مجموعه .١.۵.٢ تعریف

کوچکترین می�نامیم. واژه کد را شناسایی کد اعضای باشند. متمایز و ناتهی KC,r(v) ،v ∈ V هر ازای

می�دهیم. نشان M(G) با را شناسایی کد مجموعه یک اندازه

٧r-cover
٨r-separated
٩r-identifying code



٢٠ درخت�ها روی شناسایی ١-کد .٢

مجموعه یک حداقل هرگاه نامیم ١٠ شناسایی r−قابل قابل را G = (V,E) گراف .١.۶.٢ تعریف

باشد. داشته شناسایی r−کد

شناسایی r−کد مجموعه یک باشد. صحیح عدد r و گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .١.١.٢ لم

،v١, v٢ ∈ V هر ازای به اگر تنها و اگر دارد وجود G برای C ⊆ V

Br(v١) ̸= Br(v٢).

وجود v١, v٢ ∈ V و باشد G گراف برای شناسایی r−کد یک C ناتهی مجموعه کنیم فرض برهان.

r−کد وجود با متناقض که ،KC,r(v١) = KC,r(v٢) نتیجه در .Br(v١) = Br(v٢) که باشند داشته

.Br(v١) ̸= Br(v٢) ،v١, v٢ ∈ V هر ازای به بنابراین است. شناسایی

می�توان صورت این در Br(v١) ̸= Br(v٢) ،v١, v٢ ∈ V هر ازای به کنیم فرض برعکس:

گرفت. نظر در G گراف برای شناسایی r−کد یک عنوان به� را C = V

r−کد Kn لذا است Br(v١) = Br(v٢) ،v١, v٢ ∈ V هر ازای Knبه کامل گراف در .١.١.٢ تذکر

ندارد. شناسایی

است. احاطه�گرمکانی مجموعه�ی یک G گراف برای کدشناسایی مجموعه هر .١.٢.٢ لم

رأس دو هر برای صورت این در باشد G گراف برای کدشناسایی مجموعه یک C کنیم فرض برهان.

این نیز ،x, y ∈ V \ C هر برای نتیجه در دارد. وجود C در متمایز و ناتهی همسایه�ای x, y ∈ V

است. مکانی احاطه�گر تعریف همان که است برقرار شرایط

است. احاطه�گر مجموعه یک احاطه�گرمکانی مجموعه هر .١.٣.٢ لم

رأس هر برای صورت این در باشد احاطه�گرمکانی مجموعه یک C مجموعه� کنیم فرض برهان.

است. احاطه�گر مجموعه تعریف همان این و دارد، وجود C در همسایه�ای v ∈ V \ C

γ(G) ≤ γL(G) ≤ M(G) نامساوی در باشد داشته کدشناسایی که G گراف هر .١.١.٢ نتیجه

می�کند. صدق

١٠r-identifiable



٢١ درخت�ها روی کران�ها .٢.٢

.B١(a) = B١(e) می�شود دیده که همان�طور بگیرید. نظر در را (١.٢) شکل گرافGدر .١.١.٢ مثال

١-احاطه�گرمکانی را C = {a, b} می�توان اما ندارد. وجود G گراف برای شناسایی ١-کد بنابراین

زیرا نمود معرفی G گراف برای

KC,١(c) = {b} KC,١(e) = {a, b} KC,١(d) = {a}.

شناسایی ا-کد بدون G گراف :١.٢ شکل

گراف رئوس کل به مجموعه آن اعضای تعداد نسبت را گراف در مجموعه یک چگالی .١.٧.٢ تعریف

می�کنیم. تعریف

درخت�ها روی کران�ها ٢.٢

حداقل با ١-احاطه�گرمکانی مجموعه یک دارای رأس n با درخت یک که شده داده نشان [١٨] منبع در

می�کنیم. ثابت درخت در شناسایی ١-کد برای را آن به شبیه نتیجه�ای حال می�باشد. رأس
n

٣

حداقل با ١-کدشناسایی مجموعه هر است n ≥ ٣ که رأس n با درخت یک در .٢.١.٢ قضیه

دارد. وجود عضو،
٣(n+ ١)

٧

Cیک١-کدشناسایی ⊆ V مجموعه و باشد رأس n با یکدرخت T = (V,E) که فرضکنیم برهان.

.e′ = |E ′| می�کنیم فرض و کرده تعریف کدواژه�ها بین یال�های مجموعه را E ′ مجموعه باشد. T در

داریم همچنین و f(v) = |{c ∈ C : d(v, c) = ١}| می�کنیم تعریف v ∈ V هر برای



٢٢ درخت�ها روی شناسایی ١-کد .٢

C∗ = {c ∈ C : f(c) = ٠}.

با است برابر غیرکدواژه�ها و کدواژه�ها بین یال�های تعداد حال

∑
v∈V

f(v) =
∑
v/∈C

f(v) +
∑
v∈C

f(v) ≤ |E − e′|+ ٢e′ ≤ n− ١+ e′. (١.٢)

می�شود دیده بوضوح ∑همچنین
c∈C\C∗

f(c) = ٢e′. (٢.٢)

.f(v) = ١ که دارد وجود کدواژه غیر |C \ C∗| حداکثر

∑بنابراین
v∈V

f(v) ≥ ٢|V \ C| − |C \ C∗|+
∑

c∈C\C∗

f(c). (٣.٢)

داریم (٣.٢)،(٢.٢)،(١.٢) به توجه با

n− ١+ e′ ≥
∑

v∈V f(v) ≥ ٢|V \ C| − |C \ C∗|+
∑

c∈C\C∗ f(c) ⇒

n− ١+ e′ ≥ ٢n− ٣|C|+ |C∗|+ ٢e′ ⇒

n− ١ ≥ ٢n− ٣|C|+ |C∗|+ e′.

i با همبند جزء یک آن�گاه F = (C \ C∗, E ′) اگر می�زنیم. تخمین را راست سمت مجموع حال

ترکیب این در f(c) میانگین بنابراین می�کند. شرکت ٢(i− ١) صورت به بالا مجموع در ، F در رأس

است، ٣ حداقل F در همبند جزء هر اندازه و است شناسایی ١-کد یک C چون است.
٢(i− ١)

i
برابر

داریم و می�باشد،
۴
٣
حداقل C \ C∗ روی f(c) میانگین بنابراین

n− ١ ≥ ٢n− ٣|C|+ |C∗|+ ٢
٣
(|C| − |C∗|) ≥ ٢n− ٧

٣
|C| ⇒

|C| ≥ ٣(n+ ١)
٧

.



٢٣ درخت�ها روی کران�ها .٢.٢

مجموعه شامل که n مرتبه� از درخت یک آن�گاه m ≥ ٢ و n = ۶ + ٧(m− ١) اگر .٢.٢.٢ قضیه

دارد. وجود است، عضو
٣(n+ ١)

٧
= ٣m با شناسایی ١-کد

شکل سپس و می�گیریم نظر در را (٢.٢) شکل در (الف) شکل ابتدا می�سازیم. را درختی چنین برهان.

رأس به را (ب) شکل رأس چپ�ترین بار m − ١ همه در و می�کنیم رسم آن کنار بار m − ١ را (ب)

که سیاه، رئوس مجموعه می�شود مشاهده که همان�طور و می�کنیم مرتبط (الف) شکل راست سمت و بالا

است. T برای شناسایی ١-کد یک دارد عضو ٣m

شناسایی ١-کد با درختی :٢.٢ شکل

تشکیل برگ n− ١ و پشتیبان رأس یک از که رأس n با ستاره مانند درخت�ها بعضی در .٢.١.٢ تذکر

است. لازم آن شناسایی کد برای رأس n− ١ است شده

متناهی درخت آن�گاه باشد c حداقل متناهی درخت هر در شناسایی ١-کد هر چگالی اگر .٢.٣.٢ قضیه

ندارد. وجود باشد c دقیقاً آن شناسایی ١-کد چگالی که

شناسایی ١-کد دارای که x١, ..., xp رئوس با T١ = (V١, E١) درخت کنیم فرض برهان.

باشد. داشته وجود است c چگالی با C١ = {xi١ , ..., xi|C١|
}

به را T٢ = (V٢, E٢) درخت می�توان می�گیریم. نظر در T١ همانند را T ′
١ = (V ′

١ , E
′
١) درخت

ساخت: زیر شکل

V٢ = V١ ∪ V ′
١ ∪ {z}

E = {E١ ∪ E ′
٢ ∪ {{xi١z}, {x′

i١
z}}}.



٢۴ درخت�ها روی شناسایی ١-کد .٢

C٢ = C١ ∪ C ′
١ تا می�کنیم متصل x′

i١
و xi١ واژه�های کد با V٢ و V١ به را z شده اضافه رأس

اما باشد. T٢ برای شناسایی ١-کد یک

|C٢|
٢p+ ١

=
٢|C١|
٢p+ ١

<
C١

p
< c.

است. قضیه فرض با متناقض که می�شود کمتر C١ کد از C٢ کد چگالی یعنی

باشد. داشته
٣
٧
چگالی با شناسایی ١-کد یک که دارد وجود نامتناهی مرتبه از درختی .٢.۴.٢ قضیه

در و گرفته نظر در را (٢.٢.٢) قضیه شکل�های و می�کنیم عمل (٢.٢.٢) قضیه برهان مانند برهان.

یک سیاه رئوس هنوز که می�شود دیده راحتی به و می�کنیم. تکرار بار بی�نهایت را (ب) شکل این�جا

است.
٣
٧
برابر سیاه رئوس مجموعه�ی چگالی و هستند درخت برای ١-کدشناسایی

کامل q−نمادی درخت ٣.٢

از منظور می�دهیم. نمایش CT q
h صورت به را است q ≥ ٢ که h ارتفاع با کامل q−نمادی درخت

تعداد گرفته�اند. قرار سطرها آن روی بر رئوس که است درخت در موجود سطرهای تعداد درخت ارتفاع

با است برابر درخت رئوس کل

Xq
h =

∑
١≤i≤h q

i−١ =
qh − ١
q − ١

.

وجود
∑

١≤j≤i q
j−١ تا

∑
١≤j≤i−١ q

j−١ + ١ شماره از رأس qi−١ (١ ≤ i ≤ h) ،i سطر هر در

از پایین، به بالا از بعد و راست به چپ از را آن رئوس ابتدا درخت این روی بررسی برای همچنین دارد.

(٣.٢ می�کنیم.(شکل شماره�گذاری Xq
h تا ١

با ترتیب به را CT q
h درخت برای r−احاطه�گرمکانی و شناسایی ١-کد برای اندازه کوچکترین

می�دهیم. نمایش MLD
r (CT q

h) و M I
١ (CT q

h)



٢۵ کامل Q−نمادی درخت .٣.٢

٣ ارتفاع با نمادی ۴ درخت :٣.٢ شکل

ندارد. وجود r > ١ برای شناسایی r−کد ،CT q
h درخت در .٣.١.٢ لم

درخت شکل به توجه با باشد. CT q
h درخت برای شناسایی r−کد یک C مجموعه کنید فرض برهان.

داریم r > ١ هر برای و می�کنیم انتخاب پشتبان رأس یک از l٢ و l١ برگ دو درخت، از hام خط CTدر q
h

وجودندارد. CT q
h درخت در r−کدشناسایی (١.١.٢) لم به توجه با بنابراین .Br(l١) = Br(l٢)

می�نماییم. استفاده Xh از X٢
h جای به همچنین و CTh از CT ٢

h جای به پس این از

می�دهیم. قرار مطالعه مورد را CTh کامل دودویی درخت در شناسایی ١-کد ابتدا

کوچکتر قسمت�های به را درخت ابتدا است زیاد CTh درخت در رئوس تعداد بزرگ hهای � برای چون

تشکیل سطر ۵k + ۴ از دوم قسمت و کمتر یا سطر ۴ از اول قسمت که صورت این به می�کنیم. تقسیم

است. سطر ۴ با قسمت یک و سطر ۵ با قسمت k دارای دوم قسمت که است شده

نهایت در و آورد �دست به را شناسایی ١-کد می�توان راحتی به کوچکتر قسمت�های در این�صورت در

آورد. �دست به درخت برای می�توان را اندازه کمترین با شناسایی کد بهترین

می�آوریم. �دست به CT۵k+۴ برای نتایجی و می�دهیم قرار مطالعه مورد را CT۵ و CT۴ درختان حال

واژه کد ١٠ دقیقاً با کدی همچنین دارد. واژه کد ١٠ حداقل CT۴ درخت در شناسایی ١-کد .٣.٢.٢ لم

آورد. �دست به آن برای می�توان نیز



٢۶ درخت�ها روی شناسایی ١-کد .٢

به بالا از بعد و راست به چپ از CT۴را رئوس ابتدا X٢است.
۴ = ١۵ CT۴برابر رئوسدر تعداد برهان.

{٢, ۴, ۵, ٨, ٩, ١٠, رئوس{١١ CT۴شامل قسمتچپ را TL می�کنیم. شماره�گذاری ١۵ تا ١ از پایین،

می�گیریم. نظر در {٣, ۶, ٧, ١٢, ١٣, ١۴, ١۵} رئوس شامل CT۴ درخت راست قسمت را TR و

که می�شود دیده آسانی به

C = {١, ٣, ۶, ٧, ٨, ٩, ١٠, ١١, ١٢, ١۴} (۴.٢)

کمتر اعضای تعداد با شناسایی ١-کد که می�کنیم ثابت حال است. CT۴ برای شناسایی ١-کد یک

به CT۴ برای عضو ٩ حداکثر با C∗ شناسایی ١-کد یک می�کنیم سعی ندارد. وجود CT۴ برای Cاز

.|C∗ ∩ TL| ≥ ۴ کنید فرض کلیت از کاستن بدون آوریم. �دست

رأس دو حداقل ٩ و ٨ و ۴ رئوس بین از بنابراین شوند جدا و پوشیده C∗ کد توسط باید ٩ و ٨ چون

دو این از یکی ٩ و ٨ شدن جدا برای حال ۴ ∈ C∗ کنیم فرض .٢ /∈ C∗ نتیجه در هستند، واژه کد

بنابراین نمی�شوند. جدا یکدیگر از ٨ و ۴ �صورت این در که ٨ ∈ C∗ کنیم فرض باشند. کدواژه باید نیز

،١٣ و ١٢ و ۶ رئوس و ١١ و ١٠ و ۵ رئوس برای می�دهیم. قرار C∗ در را ٩ و ٨ نتیجه در ،۴ /∈ C∗

می�کنیم. عمل صورت همین به نیز ١۵ و ١۴ و ٧ رئوس برای نهایت در و

و ٣ /∈ C∗ طرفی از .|C∗ ∩ TR| = |C∗ ∩ TL| = ۴ بنابراین .١ ∈ C∗ لذا ٢ /∈ C∗ چون

کد بنابراین است. تناقض در C∗ بودن شناسایی کد تعریف با که N(٣) ∩C∗ = N(٢) ∩C∗ = ١

ندارد. وجود CT۴ برای C از کمتر واژه کد تعداد با شناسایی

باشد. (h ≥ ۵) CTh کامل دودویی درخت از ممکن قسمت یک CT۵ درخت کنیم فرض .٣.٣.٢ لم

یکدیگر از را رأس دو هر و بپوشاند را CT۵ رئوس همه�ی که CTh در C شناسایی کد یک صورت این در

است. CT۵ در عضو ١٠ حداقل شامل سازد، جدا

پایین به بالا از و راست به چپ از را آن�ها که است X۵ = ٣١ برابر CT۵ درخت رئوس تعداد برهان.

می�توان بنابراین است CTh بزرگ درخت از قسمت یک CT۵ چون می�کنیم. شماره�گذاری ٣١ تا ١ از

شوند. پوشیده CT۵ از خارج رئوسی توسط ٣١ و...و ١٩ و ١٨ و ١٧ و ١۶ و ١ رئوس که کرد فرض

و TL = {٢, ۴, ۵, ٨, ٩, ١٠, ١١, ١۶, ١٧, ١٨, ١٩, ٢٠, ..., ٢٣} با است برابر چپ سمت رئوس

می�دهیم. نشان TR با و نامیده راست سمت رئوس را رئوس بقیه



٢٧ کامل Q−نمادی درخت .٣.٢

کاستن بدون باشد. |C ∩CT۵| ≤ ٩ کنید فرض و می�گیریم نظر در CTh برای را C شناسایی کد

.|C ∩ TL| ≤ ۴ کرد فرض می�توان کلیت از

رئوس بین در واژه کد دو حداقل بنابراین شوند. پوشیده C توسط باید ٩ و ٨ رئوس

TL٢ = {۵, ١٠, ١١, ٢٠, ..., رئوس{٢٣ بین در واژه کد دو حداقل و TL١ = {۴, ٨, ٩, ١۶, ..., ١٩}

دارد. وجود واژه کد دو دقیقاً TL٢ و TL١ بین در بنابراین |C ∩ TL| ≤ ۴ چون دارد. وجود

آن�ها از یکی یا دارد، وجود راه دو واژه کد یک با فقط ٩ و ٨ کردن جدا برای .۴ ∈ C کنیم فرض

�کدام هیچ �که این یا و نمی�شوند جدا یکدیگر از ٨ و ۴ �صورت این در که ٨ ∈ C مثال برای است واژه کد

این در و کرد انتخاب ١٩ و ١٨ رئوس بین از می�توان را دیگر واژه کد �صورت این در که نباشند واژه کد

می�دهیم. قرار شناسایی کد در را ٩ و ٨ و ،۴ /∈ C بنابراین نمی�شوند. جدا یکدیگر از ٨ و ۴ هم حالت

را ١ رأس بنابراین .٢ /∈ C طرفی از .۵ /∈ C نتیجه در که می�کنیم عمل شکل همین به نیز TL٢ برای

٣ /∈ C که می�شود دیده می�کنیم. پیدا را TR واژه�های کد ترتیب همین به می�دهیم. قرار شناسایی کد در

در نتیجه در می�باشد. C بودن شناسایی کد با متناقض که N(٣) ∩ C = N(٢) ∩ C = ١ بنابراین

ندارد. وجود عضو ١٠ از کمتر با شناسایی کد CT۵

آن�گاه باشد (h ≥ ۵) CTh کامل دودویی درخت از ممکن قسمت یک CT۵ درخت اگر .٣.۴.٢ لم

همه�ی �که �طوری به ساخت CT۵ برای واژه کد ١٠ دقیقاً با شناسایی کد یک می�توان خاص شرایط تحت

سازد. جدا یکدیگر از را رأس دو هر و بپوشاند را CT۵ رئوس

مجموعه یک هم C و باشد، (h ≥ ۵) CTh کامل دودویی درخت از قسمتی CT۵ کنیم فرض برهان.

اگر . باشد ٣١ و...و ١٧ و ١۶ رئوس فرزند ٣٢ همه�ی شامل و باشد CT۵ برای شناسایی ١-کد

C ∩ CT۵ = {١, ٣, ۶, ٧, ٨, ٩, ١٠, ١١, ١٢, ١۴} (۵.٢)

از نیز آن رأس دو هر و شده پوشیده C توسط CT۵ رئوس همه که می�شود دیده آسانی به آن�گاه

(۴.٢) شکل ساخت. CT۵ برای واژه کد ١٠ دقیقاً با کدی می�توان بنابراین می�شوند. جدا یکدیگر

و ۵k + ۴ ≤ h ≤ ۵k + ٨ آن در که باشد، CTh بزرگتر درخت از قسمتی CT۵k+۴ کنیم فرض

ثابت را زیر لم�های شرایط این در باشد. شده متصل CTh \CT۵k+۴ از رأسی به CT۵k+۴ ریشه فقط

می�کنیم.



٢٨ درخت�ها روی شناسایی ١-کد .٢

CT۵ درخت در شناسایی ١-کد :۴.٢ شکل

فقط و باشد، ۵k + ۴ ≤ h ≤ ۵k + ٨ که CTh بزرگتر درخت از قسمتی CT۵k+۴ اگر .٣.۵.٢ لم

CTh در شناسایی ١-کد یک آن�گاه باشد متصل CTh \ CT۵k+۴ از رأس یک با CT۵k+۴ ریشه�ی

برابر CT۵k+۴ رئوس تعداد است. CT۵k+۴ در عضو
٢)١٠X۵k+۴ + ١)

٣١
حداقل شامل که دارد وجود

است. X۵k+۴ = ٢۵k+۴ − ١

٢X۵k+۴+١ = ٢۵k+۵−١ X۵k+۴و = ٢۵k+۴−١ Xhداریم = ٢h−١ که این به توجه با برهان.

صحیح عدد یک
٢)١٠X۵k+۴ + ١)

٣١
بنابراین است. بخش�پذیر ٢۵ − ١ = ٣١ بر ٢X۵k+۴ + ١ که

می�شود. ثابت حکم (٣.٢.٢) لم به توجه با آن�گاه k = oاگر است.

رئوس قبل قضایای همانند باشد. CTh برای شناسایی ١-کد مجموعه یک C و k > ٠ کنیم فرض

رئوسی در CT۵ درختان ریشه�ی می�دانیم که طور همان می�کنیم. X۵k+۴شماره�گذاری تا ١ از را CT۵k+۴

در CT۴ درختان ریشه�ی همچنین و ،٠ ≤ j ≤ ٢۵i − ١ و ٠ ≤ i ≤ k − ١ که ٢۵i + j شماره با

دارند. قرار ،CT۵k+۴ درخت در ٠ ≤ j ≤ ٢۵k − ١ با ٢۵k + j رئوس

بنابراین هستند، واژه کد ١٠ شامل حداقل درختان این از یک هر (٣.٣.٢) لم به بنا

|C ∩ CT۵k+۴| ≥ ١٠
∑

٠≤i≤k ٢
۵i =

٢)١٠۵(k+١) − ١)
٣١

=
٢)١٠X۵k+۴ + ١)

٣١
.
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دارد. وجود
١٠(٢X۵k+۴) + ١

٣١
اندازه از دقیقاً شناسایی ١-کد یک CT۵k+۴ درخت در .٣.۶.٢ لم

است. X۵k+۴ = ٢۵k+۴ − ١ درخت این در رئوس تعداد

(۵.٢) در C مجموعه با متناظر رأس ١٠ باشد. k > ٠ می�کنیم فرض قبل لم برهان به توجه با برهان.

،٠ ≤ j ≤ ٢۵i − ١ و ٠ ≤ i ≤ k − ١ که ٢۵i + j ریشه�های با CT۵ درختان برای واژه کد را

که ٢۵k + j ریشه�های با CT۴ درختان برای واژه کد را (۴.٢) در C مجموعه با متناظر رأس ١٠ و

می�گیریم. نظر در می�باشد، ٠ ≤ j ≤ ٢۵k − ١

عدد با را ریشه درخت�ها همه در اگر است. CT۵k+۴ برای شناسایی ١-کد یک C می�کنیم ادعا

هستند. واژه کد درختان همه ریشه�ی که می�شود دیده (۵.٢) و (۴.٢) به توجه با آن�گاه دهیم نشان ١

رأس�های تمام (۵.٢) و (۴.٢) واژه�های کد که می�شود دیده (٣.۴.٢) لم و (٣.٢.٢) لم به توجه با همچنین

جدا یکدیگر از را درختان این در رأس دو هر و می�پوشانند ترتیب به را CT۵ و CT۴ درخت�های درونی

بررسی به که شود ایجاد مشکل درخت دو بین لبه�های در است ممکن که است آن مبهم نکته می�سازند.

(۵.٢ می�پردازیم.(شکل آن

هستند. واژه کد CT۵ و CT۴ درختان ریشه (۵.٢) شکل و (٣.۴.٢) و (٣.٢.٢) لم�های به توجه با

جدا پدرشان از نیستند مجاور هم با که ٢۵i + j + ١ و (jزوج) ٢۵i + j برادر ریشه�ی دو بنابراین

شده ارائه کدهای به توجه با باشند، ٢۵i + j مانند ازریشه�ها یکی فرزندان s٢ و s١ کنیم فرض می�شوند.

١-کد یک C گرفت نتیجه می�توان نهایت در می�شوند. جدا ریشه�ها از نیز فرزندان (۵.٢) و (۴.٢) در

است. CT۵k+۴ برای شناسایی

CT۴ ریشه�ی اگر باشد. CTh کامل دودویی درخت از قسمت یک CT۴ درخت کنید فرض .٣.٧.٢ لم

از را آن در رأس دو هر و بپوشاند را CT۴ رئوس همه�ی CTh در C شناسایی کد و باشد CTh ریشه�ی

است. CT۴ در رأس ۵ حداقل شامل C آن�گاه سازد جدا هم

دو هر ریشه�ی �که �طوری به باشد CTh کامل دودویی درخت از قسمتی CT۴ درخت کنیم فرض برهان.

و ٨ رئوس که باشد CTh درخت برای شناسایی کد یک C کنیم فرض همچنین باشد. رأس یک درخت

با می�دهیم نشان اکنون �شوند. پوشیده دارند قرار CT۴ خارج که C از واژه�هایی کد توسط ١۵ و...و ٩

دارد. عضو ۵ حداقل CT۴ درخت در شناسایی کد شرایط این
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(jزوج) ٢۵i + j های همسایه :۵.٢ شکل

و پوشیده ها واژه کد توسط باید ۵ و ۴ چون باشد. C در واژه کد ۴ حداکثر دارای CT۴ کنیم فرض

همچنین دارد. وجود TL = {٢, ۴, ۵, ٨, ٩, ١٠, ١١} رئوس بین در واژه کد دو حداقل پس شوند جدا

رئوس بین در واژه کد دو حداقل بنابراین شوند جدا و پوشیده واژه�ها کد توسط باید نیز ٧ و ۶

۴ حداکثر با واژه�ای کد می�خواهیم �که این به توجه با دارد. وجود TR = {٣, ۶, ٧, ١٢, ١٣, ١۴, ١۵}

.١ /∈ C کرد فرض می�توان نتیجه در .|C ∩ TR| = |C ∩ TL| = ٢ لذا بیابیم CT۴ برای رأس

همان .٢ ∈ C می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون شود. پوشیده واژه�ها کد توسط باید ١ رأس

که باشد واژه کد آن�ها از یکی باید یا بنابراین شوند. جدا و پوشیده باید نیز ۵ و ۴ شد گفته قبلا که �طور

یکی توسط باید یا نمی�شوند، جدا یکدیگر از ۴ و ٢ حالت این در و می�دهیم قرار C در را ۴ مثال برای

و ٢ نیز این�صورت در و شود جدا و پوشیده ٩ یا ٨ با ۴ مثال برای که شوند جدا و پوشیده فرزندانش از

خواسته شرایط با CT۴ برای رأس ۴ با شناسایی کد گفت می�توان بنابراین نمی�شوند. جدا یکدیگر از ۵

ندارد. وجود لم در شده

همان CT۴ ریشه�ی و باشد CTh کامل دودویی درخت یک از قسمتی CT۴ درخت اگر .٣.٨.٢ لم

به ساخت CT۴ برای می�توان واژه کد ۵ دقیقاً با کد یک خاص شرایط تحت آن�گاه باشد CTh ریشه�ی

سازد. جدا یکدیگر از را رأس دو هر و بپوشاند را CT۴ رئوس همه�ی �که �طوری
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CTh برای C شناسایی کد و باشد CTh کامل دودویی درخت یک در مشمول CT۴ کنید فرض برهان.

اگر باشد. ١۵ و...و ٩ و ٨ رئوس فرزندان همه�ی شامل

C ∩ CT۴ = {١, ۴, ۵, ۶, ٧} (۶.٢)

می�شوند. جدا یکدیگر از رأس دو هر و پوشیده CT۴ در رئوس همه�ی که می�شود دیده آسانی به آن�گاه

دارد. وجود CT۴ برای واژه کد ۵ دقیقاً با کدی بنابراین

باشد (h ≥ i) CTh کامل دودویی درخت یک از قسمتی i = ١, ٢, ٣ با CTi درخت اگر .٣.٩.٢ لم

را CTi در رئوس همه�ی که CTh در Ci کدشناسایی آن�گاه باشد CTh ریشه�ی همان CTi ریشه�ی و

که است، CTi در واژه کد f(i) شامل حداقل سازد، جدا یکدیگر از را رأس دو هر و بپوشاند

f(٣) = ٢ , f(٢) = ١ , f(١) = ٠.

Ci ⊂ CTh شناسایی کد و ،CTh کامل دودویی درخت از قسمتی CTi درخت کنیم فرض برهان.

باشد. ٢i − ١, ..., ٢i−١ + ١, ٢i−١ رئوس فرزندان همه�ی شامل

هر و شده پوشیده CT٣ رئوس همه�ی که می�شود دیده آسانی به آن�گاه C٣ ∩ CT٣ = {٢, ٣} اگر

.C١ ∩ CT١ = ∅ و C٢ ∩ CT٢ = {١} داریم CT٢ برای همچنین شده�اند. جدا یکدیگر از رأس دو

جدا را رأس دو هر و می�پوشاند را CTi رئوس همه�ی که دارد CTi در کدواژه f(i) دقیقاً Ci بنابراین

می�سازد.

برابر CTh رئوس تعداد آن در که ،M I
١ (CTh) = ⌈٢٠Xh

٣١
⌉ ،h ≥ ١ هر برای .٣.١.٢ قضیه

است. Xh = ٢h − ١

.k = ٠ کنیم فرض می�کنیم. بررسی را j = ٠, ١, ٢, ٣, ۴ و h = ۵k + j با CTh درخت برهان.

که دارد عضو ١٠ با شناسایی ١-کد یک و است رأس ١۵ دارای CT۴ آن�گاه j = ۴ اگر

١٠ = ⌈٢٠× ١۵
٣١

⌉.

شناسایی کد آن�گاه j = ٢ اگر دارد. عضو ۵ با شناسایی ١-کد یک و رأس ٧ ،CT٣ آن�گاه j = ٣ اگر

موارد همه�ی در که دارد عضو یک تنها CT١ شناسایی کد و عضو دو CT٢
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M I
١ (CTh) = ⌈٢٠Xh

٣١
⌉

است.

داریم (٣.۶.٢) لم به بنا آن�گاه j = ۴ اگر .k ≥ ١ کنیم فرض

M I
١ (CT۵k+۴) =

٢)١٠X۵k+۴ + ١)
٣١

=
٢)١٠Xh + ١)

٣١
= ⌈٢٠Xh

٣١
⌉.

کد تعداد دارد. وجود CT۵k−١ درخت ١۶ و CT۴ یک CT۵k+٣ درخت درون آن�گاه j = ٣ اگر

داریم همچنین است. ۵ برابر CT۴ شناسایی کد واژه�های

X۵k−١ = ٢۵k−١ − ١ =
Xh − ١۵

١۶
۵k − ١ = ۵(k − ١) + ۴

نتیجه در و است
٢)١٠X۵k−١ + ١)

٣١
برابر CT۵k−١ واژه�ها کد تعداد بنابراین

۵+ ١۶(
٢)١٠(

Xh − ١۵
١۶

) + ١)

٣١
) =

٢٠Xh + ١۵
٣١

= ⌈٢٠Xh

٣١
⌉.

و ۴ رئوس با که است CT۵k−١ درخت ٨ و CT٣ یک شامل CT۵k+٢ درخت آن�گاه j = ٢ اگر

عضو ٢ با شناسایی ١-کد یک شامل CT٣ ،(٣.٩.٢) لم به بنا هستند. مجاور CT۵k+٢ در ٧ و ۶ و ۵

با است برابر واژه�های کد� تعداد بنابراین است.

٢+ ٨(
٢)١٠(

Xh − ٧
٨

) + ١)

٣١
) =

٢٠Xh + ٢
٣١

= ⌈٢٠Xh

٣١
⌉.

کد تعداد که دارد وجود CT۵k−١ درخت ۴ و CT٢ یک CT۵k+١ درخت درون آن�گاه j = ١ اگر

برابر آن واژه�های

١+ ۴(
٢)١٠(

Xh − ٣
۴

) + ١)

٣١
) =

٢٠Xh + ١١
٣١

= ⌈٢٠Xh

٣١
⌉

کد تعداد و دارد وجود CT۵k−١ درخت ٢ و CT١ یک CT۵k درخت درون آن�گاه j = ٠ اگر می�شود.

با می�شود برابر آن واژه�های
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١+ ٢(
٢)١٠(

Xh − ١
٢

) + ١)

٣١
) =

٢٠Xh + ١۵
٣١

= ⌈٢٠Xh

٣١
⌉.

h ≥ ١ هر و q ≥ ٢ هر برای .٣.١.٢ گزاره

MLD
١ (CT q

h) = ⌈ q٢Xq
h

q٢ + q + ١
⌉

است. Xq
h برابر CT q

h رئوس تعداد که

مجموعه یک آن خروجی و درخت یک آن ورودی که [١٨] در شده معرفی الگوریتم کمک به برهان.

می�کنیم. ثابت را قضیه این است، درخت آن برای اندازه کوچکترین با مکانی احاطه�گر

الگوریتم به بنا آن�گاه .h = ٣s کنیم فرض می�کنیم. اجرا کامل درخت یک برای را نظر مورد الگوریتم

h− ١ و...و ٨ و ۵ و ٢ سطرهای در و نیستند واژه کد رأسی هیچ h− ٢ و...و ٧ و ۴ و ١ سطرهای در

٩ و ۶ و ٣ سطرهای رئوس از رأس
q − ١
q

نسبت هستند. نظر مورد درخت برای واژه کد رئوس همه�

بنابراین هستند. واژه کد نیز h و...و

|C| = q١ + q۴ + ...+ qh−٢ +
q − ١
q

(q٢ + q۵ + ...+ qh−١)

= q١)٢+ q٣ + ...+ qh−٣)

= q٢
qh − ١
q٣ − ١

=
q٢

q٢ + q + ١
qh − ١
q − ١

=
q٢Xq

h

q٢ + q + ١
.

هستند واژه کد h − ١ و...و ٩ و ۶ و ٣ و ١ سطرهای در رئوس همه آن�گاه h = ٣s + ١ اگر

رئوس از رأس
q − ١
q

نسبت و نیستند واژه کد h − ٢ و...و ۵ و ٢ سطرهای در رئوس از هیچ�یک و



٣۴ درخت�ها روی شناسایی ١-کد .٢

بنابراین می�باشند. واژه کد h و...و ١٠ و ٧ و ۴ سطرهای

|C| = q٠ + q٢ + ...+ qh−٢ +
q − ١
q

(q٣ + q۶ + ...+ qh−١)

=
q٢Xq

h + q

q٢ + q + ١

= ⌈ q٢Xq
h

q٢ + q + ١
⌉.

از یک هیچ و هستند واژه کد h− ١ و...و ۴ و ١ سطرهای رئوس همه�ی آن�گاه h = ٣s+ ٢ اگر

٢ سطرهای رئوس از رأس
q − ١
q

نسبت و نیستند واژه کد h− ٢ ...و و ٩ و ۶ و ٣ سطرهای رئوس

بنابراین هستند. واژه کد h ...و و ۵ و

|C| = q٠ + q٣ + ...+ qh +
q − ١
q

(q١ + q۴ + ...+ qh−١)

=
q٢Xq

h + q

q٢ + q + ١

= ⌈ q٢Xq
h

q٢ + q + ١
⌉.

است. شده اجرا CT۵ و CT۴ و CT ۴
٣ درختان برای (۶.٢) شکل در الگوریتم این نمونه برای

است. Xh برابر CTh رئوس تعداد که .MLD
١ (CTh) = ⌈۴Xh

٧
⌉ ،h ≥ ١ هر برای .٣.١.٢ نتیجه

می�شود. ثابت حکم آن�گاه q = ٢ دهیم قرار قبل قضیه در اگر برهان.

.M I
١ (CT q

h) = ⌈ q٢Xq
h

q٢ + q + ١
⌉ ،h ≥ ١ و q > ٢ هر برای .٣.٢.٢ قضیه

بنابراین می�باشد. گراف آن برای نیز احاطه�گرمکانی یک گراف، یک شناسایی کد مجموعه هر برهان.

M I
١ (CT q

h) ≥ MLD
١ (CT q

h).



٣۵ کامل Q−نمادی درخت .٣.٢

CT۵ و CT۴ و CT ۴
٣ در مکانی ١-احاطه�گر :۶.٢ شکل

گراف برای [١٨] در شده معرفی الگوریتم طریق از که احاطه�گری مجموعه بررسی با دیگر طرف از

است. آن برای نیز شناسایی ١-کد یک که می�شود دیده می�آید، دست به (q > ٢) ،CT q
h

نتیجه در M I
١ (CT q

h) = MLD
١ (CT q

h) بنابراین

M I
١ (CT q

h) = ⌈ q٢Xq
h

q٢ + q + ١
⌉.



٣ فصل

درخت�ها� در شناسایی کد و احاطه�گرمکانی

مقدمه ١.٣

�دست به T درخت در (M(G)) شناسایی وکد (γL) مکانی احاطه�گر برای کران�هایی فصل این در

آن�گاه باشد پشتیبان رأس s و برگ l با n ≥ ۴ مرتبه� از درخت یک T اگر می�دهیم نشان و می�آوریم

M(G) ≥ ٣(n+ l − s+ ١)
٧

.

آن�گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه�ی از درخت یک T اگر که می�دهیم نشان همچنین

n+ l − s+ ١
٣

≤ γL(T ) ≤
n+ l − s

٢
.

می�کنند. صدق زیر شرایط در که می�کنیم توصیف را درختانی نهایت در

γL(T ) =
n+ l − s

٢
و γ(T ) = γL(T ) و M(T ) = γ(T ).

است. شده گرفته [۵] مرجع از فصل این در موجود نتایج

٣۶
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S(G) با را پشتیبان رأس�های مجموعه و L(G) با را T درخت در برگ�ها مجموعه داد: قرار

به می�توان کار راحتی برای .|S(G)| = s(G) و |L(G)| = l(G) می�دهیم قرار و می�دهیم نمایش

�کنیم. استفاده s و l از s(G) و l(G) جای

از یکی نیستند. برگ که است رأس دو دقیقاً شامل که است درختی مضاعف ستاره .١.١.٣ تعریف

می�دهیم. نمایش Sp,q با را درخت این و هستند مجاور برگ q با دیگری و برگ p با آن�ها

تقسیم با K١,q ستاره از که است درختی و داده نمایش SSq با را شده تقسیم ستاره .١.٢.٣ تعریف

می�آید. �دست به یال دو به آن یال هر

vv′ یال و نموده اضافه گراف به v′ جدید رأس یک G گراف از v رأس هر ازای به اگر .١.٣.٣ تعریف

با را H و G گراف کرونای می�نامیم. G گراف کرونای را حاصل گراف آن�گاه دهیم قرار E در هم را

می�دهیم. نشان GOH

درخت�ها در احاطه�گرمکانی ٢.٣

می�کنیم. ثابت را زیر لم قبل فصل�های در احاطه�گرمکانی تعریف به توجه با اکنون

وجود زیر خصوصیات با X احاطه�گرمکانی مجموعه یک n ≥ ٣ مرتبه�ی از T درخت هر در .٢.١.٣ لم

دارد:

و x شامل X مجموعه آن�گاه باشد، x رأس برگ�های تعداد Lx و پشتیبان رأس یک x اگر الف)

است. x از برگ Lx − ١ دقیقاً

دو درجه�ی از c و b رأس دو و برگ یک a حالی�که در باشد مسیر یک a − b − c − d اگر ب)

نیست. c و a شامل و هست d و b شامل X مجموعه آن�گاه نباشد، برگ d رأس و باشند

کمترین شامل که باشد T درخت برای γL(T−مجموعه ) یک X مجموعه کنید فرض الف) برهان.

تعداد Lx که دلخواه پشتیبان رأس یک را x است. ممکن پشتیبان رأس تعداد بیشترین و برگ تعداد

X در x برگ�های همه�ی صورت این در .x /∈ X کنیم فرض می�گیریم، نظر در است آن برگ�های

متناقض این و N(y) ∩X = ∅ آن�گاه نباشد، X در x از y برگ اگر این�صورت غیر در زیرا هستند،
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یک (X \ {y})∪{x} حالت این در باشند. X در باید x برگ�های همه بنابراین است. X تعریف با

است. فرض با متناقض که است کمتر برگ�های و بیشتر پشتیبان رأس�های شامل γL(T−مجموعه )

صورت این در نیستند. X در که باشند x رأس از برگ دو y و z کنیم فرض .x ∈ X بنابراین

از Lx − ١ حداقل بنابراین هست. X بودن γL(T ) با متناقض که N(z) ∩ X = N(y) ∩ X

هستند. X در x برگ�های

γL(T−مجموعه X\yیک( که باشد xبرگ�های از یکی y و Xباشند در xبرگ�های همه فرضکنید

و باشد x برگ غیر همسایه که باشد داشته وجود u ∈ T یک یعنی نباشد T برای

γL(T−مجموعه یک( (X \{y})∪{u}صورت این در N(u)∩Xباشد = N(y)∩X = x

بنابراین است. فرض با متناقض که ،X از بیشتر پشتیبان رأس�های و کمتر برگ�های با است T برای

دارند. قرار X در x برگ�های از Lx − ١ حداکثر

برگ شامل اما می�باشد است پشتیبان رأس یک که b شامل X الف، قسمت برهان به بنا ب)

یک لم، در شده خواسته شرایط با (X \ {c}) ∪ {d} آن�گاه باشد c شامل X اگر نیست. a

اگر است. X مجموعه با برابر آن برگ�های و پشتیبان رأس�های تعداد که است γL(T−مجموعه )

که N(a) ∩X = N(c) ∩X = b این�صورت غیر در زیرا است d شامل آن�گاه نباشد c شامل X

می�کند. صدق شده خواسته شرایط در X بنابراین است. فرض با متناقض

درخت�ها برای γL روی بالا کران یک ١.٢.٣

است. γL(T ) ≤
n+ l − s

٢
آن�گاه باشد n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T اگر .٢.١.٣ قضیه

گراف یا P٣ یا P٢ مانند باشد دو یا یک T درخت در (قطر) رئوس بین فاصله بیشترین اگر برهان.

زیرا است، برقرار حکم بوضوح ستاره،

γL(p٢) ≤ ١−١+٢
٢ = ١ و γL(p٣) ≤ ١−٢+٣

٢ = ٢ و γL(K١,n) ≤ n+(n−١)−١
٢ = ٢n−٢

٢ .

درخت و کرده حذف را T درخت برگ�های باشد. ٣ حداقل قطر دارای T می�کنیم فرض بنابراین

است P۴ ،٣ قطر با درخت کوچکترین زیرا است. ٢ حداقل مرتبه از T ∗ بنابراین می�نامیم. T ∗ را جدید

به منحصر و ناتهی بخش دو در را T ∗ رئوس توان می همچنین می�شود. ٢ مرتبه از ها برگ حذف با که

مجموعه�ای نیز را C مجموعه باشند. مستقل یکدیگر از بخش هر رئوس که به�گونه�ای داد قرار B و A فرد
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هر از برگ یک جز به T در قوی پشتیبان رئوس برگ�های همه شامل که می�گیریم نظر در T برگ�های از

.|C| = l − s بنابراین باشد. رأس

مجموعه رأس�های همان T ∗ در یک درجه با رأس�های است. T در پشتیبان رأس یک T ∗ برگ هر

هست. T ∗ در ٢ حداقل درجه دارای T ∗ \ S(T ) رأس هر و هستند، S(T )

به توجه با زیرا است. T برای γL(T−مجموعه ) یک C ∪ S(T ) ∪ A می�کنیم ادعا بنابراین

مجاورند B رئوس با A رئوس طرفی از است. احاطه�گرمکانی مجموعه در C ∪ S(T ) (٢.١.٣) لم

دو هر است درخت T که این دلیل به و مجاورند A از رأس دو حداقل با B \ S(T ) از رأس هر و

بر علاوه که دید می�توان نشود. تشکیل دور تا ندارند A در مشترک همسایه دو B \ S(T ) در رأس

داریم و هست، T برای γL(T−مجموعه ) یک نیز C ∪ S(T ) ∪B ،C ∪ S(T ) ∪ A

γL(T ) ≤ min{|C ∪ S(T ) ∪B|, |C ∪ S(T ) ∪B|}

= |C|+ |S(T )|+min{|A \ S(T )|, |B \ S(T )|}

≤ l − s+ s+
(n− l − s)

٢

=
n+ l − s

٢
.

یک می�کنیم. معرفی γL(T ) کران آوردن بدست برای را F خانواده نام به درختان از خاصی گروه

T١مسیر �که �طوری به آید. به�دست K ≥ ١ ،T١, T٢, ..., Tk دنباله از اگر دارد قرار F در T درخت

از یکی اعمال با Ti+١ ،i < k و k ≥ ٢ که k و i هر ازای به آن در که باشد T = Tk و P۴ یا P٣

اگر و D(T١) = {x, y} آن�گاه T١ = P٣ اگر آید. به�دست Ti روی زیر در شده تعریف عملگرهای

.D(T١) = S(T١) آن�گاه T١ = P۴

متصل Ti در پشتیبان رأس یک به یال یک واسطه به را w رأس عملگر این : F١ عملگر .٢.١.٣ تعریف

.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ {w} و می�کند
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متصل Ti در z پشتیبان رأس یک به uz یال با را P٢ = u− v مسیر یک عملگر این :F٢ عملگر

.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ {u} و می�کند

برگ یک به ab′ یال با را a مرکزی رأس با ۵ حداقل مرتبه Hاز شده تقسیم ستاره یک :F٣ عملگر

.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ S(H) و می�کند متصل Ti در قوی پشتیبان رأس یک از b′

قرار D(Ti) در که f مانند آن از برگ یک به و انتخاب Ti از قوی پشتیبان رأس یک :F۴ عملگر

j = ١, ..., p برای P٢ = uj−vj مسیرهای و می�کند وصل df یال با را P٣ = b−c−d مسیر دارد

.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ {c, u١, ..., up} داریم و می�کند وصل Ti به ujf یال با را p ≥ ٠ که

شرط در و نباشد پشتیبان رأس که می�کند انتخاب گونه�ای به را y ∈ Ti رأس یک ابتدا :F۵ عملگر

وصل درخت به dy یال با را P۴ = a− b− c− d مسیر سپس کند، صدق γL(Ti \ y) = γL(Ti)

وصل درخت به ujd یال با را p ≥ ٠ که j = ١, ..., p برای P٢ = uj − vj مسیرهای و کند، می

.D(Ti+١) = D(Ti) ∪ {b, d, u١, ..., up} می�شود دیده و می�کند،

قوی پشتیبان از y برگ هر برای چون نمی�شود اعمال قوی پشتیبان رأس برگ روی بر عملگر این

.γL(Ti \ y) < γL(Ti) داریم

.γL(T ) =
n+ l − s

٢
آن�گاه باشد T ∈ F درخت اگر .٢.٢.٣ لم

استقرا با �باشد. T برای γL(T−مجموعه ) یک D(T ) و ،T ∈ F درخت کنیم فرض برهان.

اندازه از γL(T−مجموعه ) یک D(T ) که می�دهیم نشان T روی شده اعمال عملگرهای همه�ی روی

است.
n+ l − s

٢
فرض .γL(P۴) = ٢ و γL(P٣) =

٣+ ٢− ١
٢

= ٢ زیرا است، برقرار حکم P۴ و P٣ برای

آمده�اند وجود به عملگر k−١ ≥ ٠ با و دارند قرار F در که T ′ درختان همه برای خاصیت این که می�کنیم

T ′ روی شده معرفی عملگر پنج از یکی اعمال با که T برای حکم می�کنیم ثابت بنابراین باشد. برقرار

γL(T−مجموعه ) یک X کنید فرض می�کنیم. بحث عملگر پنج روی حال باشد. برقرار آید می به�دست

باشد. ( ٢.١.٣) لم در شده داده شرح خاصیت�های شامل که باشد

q پشتیبان رأس یک به بنابراین �می�آید. �دست به T و کرده اعمال T ′ روی را F١ عملگر :١ حالت

(٢.١.٣) لم به توجه با می�شود. قوی پشتیبان رأس یک T در q که کرده�ایم متصل را w رأس یک T ′ در



۴١ درخت�ها در احاطه�گرمکانی .٢.٣

صورت این در باشد. w ∈ X فرضمی�کنیم ما که است یکی جز آن برگ�های همه و q Xشامل مجموعه

.γL(T ′) ≤ γL(T )− ١ بنابراین است، T ′ درخت برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک X \ {w}

در و γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١ که است T برای گرمکانی احاطه مجموعه یک D(T ′) ∪ {w}

فرض به بنا ،s = s′ و l = l′ + ١ و n = n′ + ١ طرفی از .γL(T ) = γL(T
′) + ١ داریم نتیجه

بنابراین ،γL(T ′) =
n′ + l′ − s′

٢

γL(T ) =
n′ + l′ − s′

٢
+ ١

=
n′ + ١+ l′ + ١− s′

٢

=
n+ l − s

٢
.

به را u− v مسیر یک واقع در و می�آید دست به T درخت T ′ روی F٢ عملگر اعمال با :٢ حالت

بنابراین .v /∈ X و u, z ∈ X ،(٢.١.٣) لم به بنا و می�کنیم متصل uz یال با T ′ در z پشتیبان رأس

طرف از و γL(T ′) ≤ γL(T ) − ١ داریم و است T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک X \ {u}

در ، γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١ و است T برای گرمکانی احاطه مجموعه یک D(T ′) ∪ {u} دیگر

فرض به بنا و s = s′ + ١ و l = l′ + ١ و n = n′ + ٢ طرفی از .γL(T ) = γL(T
′)− ١ نتیجه

.γL(T ) =
n+ l − s

٢
صورت این در ، γL(T ′) =

n′ + l′ − s′

٢
تقسیم ستاره یک یعنی باشد آمده دست به T و شده اعمال T ′ روی F٣ عملگر کنیم فرض :٣ حالت

متصل ab′ یال با Ti در قوی پشتیبان رأس از b′ یکبرگ به a مرکزی رأس با را ۵ حداقل مرتبه Hبا شده

بنابراین و است T برای احاطه�گرمکانی D(Tیکمجموعه ′)∪S(H) که می�شود دیده وضوح به می�کنیم.

،a /∈ X و S(H) ⊂ X �که این و (٢.١.٣) لم به توجه با همچنین .γL(T ) ≤ γL(T
′) + S(H)

γL(T
′) ≤ γL(T ) − S(H) رابطه که است T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک X \ S(H)

و n = n′ + ٢|S(H)| + ١ طرفی از .γL(T ) = γL(T
′) + S(H) بنابراین می�دهد. نتیجه را

.γL(T ) =
n+ l − s

٢
نتیجه در ،s = s′ + |S(H)| و l = l′ + |S(H)| − ١

داریم صورت این در شود. ایجاد T و شود اعمال T ′ روی F۴ عملگر کنیم فرض :۴ حالت

D(T ′)∪{c, u١, ..., up} که می�شود دیده طرفی از .l = l′+p و s = s′+١+p و n = n′+٢+٣p
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حقیقت این از تساوی .γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١ + p بنابراین است، T برای احاطه�گر مجموعه یک

با را هست f برگ شامل که γL(T−مجموعه
′) یک می�توان (٢.١.٣) لم به توجه با که می�شود ناشی

بنابراین داد. گسترش T برای مکانی احاطه�گر مجموعه یک به {c, u١, ..., up} کردن اضافه

نتیجه در و γL(T ) = γL(T
′) + ١+ p

γL(T ) =
n′ + ٣+ ٢+ l′ + p− s′ − ١− p

٢
=

n+ l − s

٢
.

در مذکور توضیحات به توجه با می�آید. دست به T و می�کنیم اعمال T ′ روی را F۵ عملگر :۵ حالت

و s = s′+١+p و n = n′+۴+٢p آن�گاه نباشد برگ T ′ در y انتخابی رأس اگر عملگر این معرفی

D(T ′)∪{b, d, u١, ..., up} چون .l = l′+p و s = s′+p آن�گاه باشد برگ y اگر و l = l′+١+p

طرف از .γL(T ) ≤ γL(T
′) + ٢ + p بنابراین است، T درخت برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک

{b, d, u١, ..., up} شامل که دارد وجود X نام به γL(T−مجموعه ) یک (٢.١.٣) لم به توجه با دیگر

بنابراین است، T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک X ∩ T ′ آن�گاه y ∈ X اگر هست.

T ′\y برای احاطه�گرمکانی X∩Tیکمجموعه ′ آن�گاه y /∈ X اگر .γL(T ′) ≤ γL(T )−٢−p

γL(T ) = γL(T
′)+٢+p نتیجه در .γL(T ′) = γL(T

′\y) ≤ γL(T )−٢−p بنابراین است.

می�شود. γL(T ) =
n+ l − s

٢
نهایت در و

اگر تنها و اگر γL(T ) =
n+ l − s

٢
آن�گاه باشد n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T اگر .٢.٢.٣ قضیه

.T ∈ F

n+ l − s

٢
اندازه از γL(T−مجموعه D(Tیک( ) ،( ٢.٢.٣) لم به توجه با آن�گاه T ∈ F اگر برهان.

می�کنیم. ثابت T مرتبه روی استقرا با را برعکس است.

مرتبه از T ′ درخت هر اگر و باشد γL(T ) =
n+ l − s

٢
با n مرتبه از درخت یک T کنیم فرض

با که T درخت می�کنیم ثابت آن�گاه �گیرد، قرار F خانواده در γL(T ′) =
n′ + l′ − s′

٢
با n′ < n

می�گیرد. قرار F در می�آید دست به T ′ روی شده معرفی عملگر پنج اعمال

.T /∈ F بنابراین γL(T ) = ١ <
n+ l − s

٢
و T = P٢ آن�گاه باشد یک قطر دارای T اگر

از T چون و γL(T ) =
n+ l − s

٢
= l و t ≥ ٢ که T = K١,t آن�گاه باشد ٢ قطر دارای T اگر
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باشد ٣ قطر دارای T اگر .T ∈ F بنابراین آمده دست به F١ عملگر از بار t− ٢ اعمال با T١ = P٣

T١ = P۴ از T چون و γL(T ) =
n+ l − s

٢
= p+ q و است، Sp,q مضاعف ستاره یک T آن�گاه

�کنیم فرض حال .T ∈ F بنابراین آمده، دست به F١ عملگر از بیشتر، یا استفاده بار صفر اعمال با

صدق (٢.١.٣) لم شرایط در که γL(T−مجموعه ) یک را X مجموعه باشد. ۴ حداقل قطر دارای T

می�گیریم. نظر در می�کند

برگ�های همه و x Xشامل صورت این در باشد x قوی پشتیبان رأس دارای T می�کنیم فرض ابتدا

قرار X در که باشد x از دیگر برگی x′ کنیم فرض همچنین می�نامیم. x′′ را آن که هست یکی جز آن

از غیر به x مجاور رأس هر بنابراین N(x′′) ∩X = {x} چون . T ′ = T \ x′دهیم می قرار دارد.

برای مکانی احاطه�گر مجموعه یک X \ {x′} بنابراین دارد. x جز X در دیگری همسایه آن برگ�های

γL(T
′) به x′ رأس کردن اضافه با دیگر طرف از .γL(T ′) ≤ γL(T ) − ١ نتیجه در که است T ′

γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١ بنابراین داد. گسترش T برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک به را آن می�توان

.γL(T ) = γL(T
′) + ١ نتیجه در و

به توجه با .γL(T ′) =
n′ + l′ − s′

٢
بنابراین و s′ = s ،l = l′ + ١ و n = n′ + ١ طرفی از

پس این از .T ∈ F سپس آمده دست به F١ عملگر اعمال با T ′ از T چون و T ′ ∈ F استقرا فرض

باشد. نداشته وجود T در قوی پشتیبان رأس کنیم می فرض

می�شویم یادآور را (٢.١.٣) قضیه در شده معرفی C و B و A مجموعه�های و T ∗ = T \L درخت

برهان به توجه با و C = ∅ پس ندارد وجود قوی پشتیبان رأس T در چون می�کنیم. استفاده آن�ها از و

در هستند. T برای احاطه�گرمکانی مجموعه دو S(T ) ∪ A و S(T ) ∪ B که می�دانیم (٢.١.٣) قضیه

هر لذا γL(T ) =
n+ l − s

٢
چون و min{|A \ S(T )|, |B \ S(T )|} ≤ n− l − s

٢
�که حالی

می�باشند. T برای γL(T−مجموعه ) یک S(T ) ∪ A و S(T ) ∪B از یک

ریشه�دار r در را T و باشند، T درخت در موجود فاصله ماکزیمم با ،T از رأس دو u′ و r کنید فرض

زیر حالت�های اکنون باشند. z و v و u و u′ پدران ترتیب به y و z و v و u می�کنیم فرض و می�کنیم،

می�کنیم. بررسی را

X،(٢.١.٣) لم به توجه با .T ′ = T \{u, u′} می�دهیم قرار باشد. پشتیبان رأس یک v :١ حالت

و است T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک X \ {u} بنابراین .u′ /∈ X اما است، v و u شامل

آن می�توان γL(T−مجموعه
′) یک به u کردن اضافه با این بر علاوه .γL(T ′) ≤ γL(T )− ١ داریم
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نتیجه در و γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١ بنابراین داد، گسترش T برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک به را

و s = s′ + ١ و n = n′ + ٢ و γL(T ) =
n+ l − s

٢
طرفی از .γL(T ′) = γL(T ) − ١

T ′ از T چون و T ′ ∈ F استقرا فرض به بنا پس ،γL(T ′) =
n′ + l′ − s′

٢
بنابراین ،l = l′ + ١

می�گیرد. قرار T ∈ F لذا آمده دست به F٢ عملگر اعمال با

شده تقسیم ستاره یک Tv بنابراین باشد. داشته فرزند دو حداقل و نباشد پشتیبان رأس v :٢ حالت

γL(T−مجموعه یک( S(T )∪B که می�دانیم .v ∈ B و z ∈ A کنیم فرض است. ۵ حداقل مرتبه از

T برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک Y = S(T ) ∪ B \ {v} مجموعه بنابراین است. T برای

پشتیبان رأس v فرزندان لذا دارد فرزند دو حداقل و نیست پشتیبان v چون اما v /∈ Y اگرچه نیست.

که ،z /∈ Y بنابراین می�شود. پوشیده فرزندانش توسط v و دارند قرار Y در پشتیبان رئوس و هستند

و z′ /∈ Y و z′ ̸= z که دارد وجود ،z′ ∈ T یک یا N(z) ∩ Y = ∅ یا می�آید، پیش حالت دو

.N(z′) ∩ Y = N(z) ∩ Y

بنابراین نیست. برگ است z همسایگان از که y و نیست پشتیبان رأس لذا z /∈ Y چون

که دارد وجود z′ یک نتیجه در نیست. برقرار اول حالت بنابراین ،N(z) ∩ Y ̸= ∅ و y ∈ B ⊆ Y

باشد داشته v ̸= v′ که v′ مانند دیگری فرزند z اگر .N(z′)∩Y = N(z)∩Y = {y} و z ̸= z′

تنها لذا است. تناقض این و N(z)∩ Y = {y, v′} و v′ ∈ B ⊆ Y قبلی استدلال به توجه با آن�گاه

است. v ، z فرزند

Y نبودن γL(T−مجموعه ) به توجه با آن�گاه ،z′ ∈ S(T ) ⊆ Y یا نباشد، T در برگ یک z′اگر

هم باز که دارد (B \ v (یا B در همسایه دو حداقل که z′ ∈ A \ S(T ) یا می�شود. ایجاد تناقض یک

بنابراین می�شود. T برای γL(T−مجموعه یک( Y و است y ،z′ همسایه تنها که است این با متناقض

است. T در پشتیبان رأس یک y لذا N(z′) ∩ Y = {y} چون و است برگ یک z′

یک y (یعنی هستند. T ′ در y برگ�های z′ و z صورت این در .T ′ = T \ Tv می�کنیم فرض

چون و γL(T ′) = γL(T ) − (degT (v) − ١) که دید می�توان است.) T ′ در قوی پشتیبان رأس

این در l = l′ + degT (v) − ٢ و s = s′ + degT (v) − ١ و n = n′ + ٢(degT (v) − ١)

اعمال با T ′ از T چون نتیجه در .T ′ ∈ F استقرا فرض به بنا و γL(T ′) =
n′ + l′ − s′

٢
صورت

گیرد. می قرار F در T بنابراین می�آید �دست به F٣ عملگر
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فرزندان از یک هر که می�کنیم فرض باشد. داشته فرزند یک تنها و نباشد پشتیبان رأس v :٣ حالت

v شامل اما است u و z شامل X ،(٢.١.٣) لم دوم قسمت به بنا باشند. داشته دو یا یک درجه�ی z

باشد پشتیبان رأس یک z یا که می�کنیم فرض و T ′′ = T \ {u′, u, v} می�دهیم قرار نیست. u′ و

یک ،(٢.١.٣) لم به توجه با مورد دو هر در باشد. داشته وجود Tz در z − c − b − a مسیر یک یا

احاطه�گرمکانی مجموعه یک به u کردن اضافه با را آن می�توان که دارد وجود z شامل γL(T−مجموعه
′′)

و s = s′′ + ١ و n = n′′ + ٣ طرفی از ،γL(T ) ≤ γL(T
′′) + ١ بنابراین و داد گسترش T برای

بنابراین l = l′′ + ١

n+ l − s

٢
= γL(T ) ≤

n′′ + l′′ − s′′

٢
+ ١ =

n− ١+ l − s

٢

اگر (البته است. پشتیبان رأس یک v جز z فرزند هر بنابراین است. قضیه فرض با متناقض که

همچنین می�دهیم قرار Z مجموعه در را Tz در z با مجاور پشتیبان رأس�های باشد.) داشته فرزندی

می�کنیم. بررسی زیررا حالت�های و می�دهیم، قرار |Z| = p

y بنابراین .T ′ = (T \ Tz)∪ {z} می�دهیم قرار و باشد T در پشتیبان رأس یک y :٣.١ حالت

Xیک \ ({u}∪Z)پس z ∈ X چون است. n′ ≥ ٣ همچنین است، T ′ در قوی پشتیبان رأس یک

به توجه با می�شود. γL(T ′) ≤ γL(T )− ١− p نتیجه در که است T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه

آن Z ∪{u} کردن اضافه با می�توان بنابراین دارد، وجود z شامل γL(T−مجموعه
یک(′ ،(٢.١.٣) لم

نتیجه در γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١+ p داریم و داد گسترش T برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک به را

l′ = l − p و s′ = s− ١− p و n′ = n− ٣− ٢p وضوح به و γL(T ′) = γL(T )− ١− p

استقرا فرض به بنا پس می�شود. γL(T ′) =
n+ l − s

٢
− ١ − p =

n′ + l′ − s′

٢
نهایت در و

می�گیرد. قرار F در آمده دست به F۴ عملگر اعمال با T ′ از T چون نتیجه در T ′ ∈ F

رأس یک آن پدر و باشد ٢ ، y درجه�ی کنیم فرض نباشد. T در پشتیبان رأس یک y :٣.٢ حالت

چون n′ = ٢ اگر حال .n′ ≥ ٢ �طوری�که به T ′ = T \ Ty می�دهیم قرار همچنین و باشد پشتیبان

است قضیه فرض با متناقض واین γL(T ) ̸=
n+ l − s

٢
پس می�شود فرد n و s = l = p + ٢

.n′ ≥ ٣ بنابراین

Z∪{u, z} کردن اضافه با که باشد T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه کوچکترین γL(T ′) فرضکنیم

طرفی از .γL(T ) ≤ γL(T
′) + ٢ + p بنابراین می�یابد گسترش T برای احاطه�گرمکانی مجموعه به
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نتیجه در l′ = l − ١− p و s′ = s− ١− p و n′ = n− ۵− ٢p

n+ l − s

٢
= γL(T ) ≤

n′ + l′ − s′

٢
+ ٢+ p =

n− ١+ l − s

٢

پشتیبان رأس یک y پدر و degT (y) = ٢ یا deg(y) ≥ ٣ یا بنابراین است فرضقضیه با متناقض که

نیست.

حداقل y درجه�ی اگر .n′ = n− ۴− ٢p ≥ ٣ که است واضح و T ′ = T \ Tz می�دهیم قرار

و l′ = l − p آن�گاه باشد ٢ ،y درجه�ی اگر .l′ = l − ١ − p و s′ = s − ١ − p آن�گاه باشد ٣

احاطه�گرمکانی مجموعه به Z∪{u, z}افزایش با می�توان را γL(T−مجموعه
′) هر چون .s′ = s−p

داریم داد گسترش T برای

n+ l − s

٢
= γL(T ) ≤ γL(T

′)+٢+ p ≤ n′ + l′ − s′

٢
+٢+ p =

n+ l − s

٢
(١.٣)

می�کنیم ثابت حال می�گیرد. قرار T ′ ∈ F فرض به بنا که γL(T ′) =
n′ + l′ − s′

٢
نتیجه در و

.γL(T ′ \ y) = γL(T
′)

γL(T−مجموعه
′) دو دارای T ′ ،(٢.١.٣) قضیه به توجه با سپس γL(T

′) =
n′ + l′ − s′

٢
چون

T ′ در y اگر است. C(T ′) ∪ S(T ′) ∪ B′ = Q٢ و C(T ′) ∪ S(T ′) ∪ A′ = Q١ نام�های به

مجموعه یک نیز Q١ و نیست Q١ در قوی پشتیبان رأس یک آن پدر بنابراین y /∈ C(T ′) و باشد برگ

می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون آن�گاه degT (y) ≥ ٣ اگر حال است. T ′ \ y برای احاطه�گرمکانی

داریم مورد دو هر در که �باشد T ′ \ y برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک Q١ همچنین و y ∈ B′(T ′)

.γL(T ′ \ y) ≤ |Q١| = γL(T
′)

افزایش با می�توان را γL(T ′ \ y) هر صورت این در باشد γL(T ′ \ y) < γL(T
′) کنیم فرض

می�شود پوشیده z توسط y �که حالی در داد گسترش T برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک به Z ∪{u, z}

بنابراین

γL(T ) ≤ γL(T
′ \ y) + ٢+ p < γL(T

′) + ٢+ p

دست به F۵ عملگر اعمال با T ′ از T و γL(T ′ \ y) = γL(T
′) بنابراین است. (١.٣) با متناقض که

می�گیرد. قرار F در است، آمده
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درخت�ها برای γL روی پایین کران یک ٢.٢.٣

است. γL(T ) > ٣ ،T درخت هر برای .٢.٣.٣ قضیه

شود. مراجعه [١٨] منبع به بررسی برای برهان.

درختی و ،γL(T ) ≥
n+ l − s+ ١

٣
آن�گاه باشد n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T اگر .٢.۴.٣ قضیه

دارد. وجود نیز کران این با

(٢.٣.٣) قضیه طبق و l = s آن�گاه باشد نداشته وجود T درخت در قوی پشتیبان رأس اگر برهان.

این اگر باشد. قوی پشتیبان رأس یک حداقل شامل T درخت که کنیم فرض بنابراین است. برقرار حکم

آن�گاه باشد ستاره درخت

γL(T ) = n− ١ ≥ n+ (n− ١)
٣

=
٢n− ١

٣
می�شود. برقرار حکم و

γL(T ) <
n+ l − s+ ١

٣
و نمی�کند صدق قضیه شرط در که باشد درختی کوچکترین T فرضکنیم

T ′ = T \u′ می�دهیم قرار باشد. قوی یکرأسپشتیبان u و T درخت برای γL(T−مجموعه یک( S و

برگ�های همه و u شامل S کنیم فرض کلیت از کاستن بدون است. u رأس از برگ یک u′ که

و بود خواهد T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک S \ {u′} بنابراین باشد. u′ ̸= u′′ جز آن

.γL(T
′) ≥ n′ + l′ − s′ + ١

٣
پس است کمتر T مرتبه از T ′ مرتبه چون .γL(T ′) ≤ γL(T )−١

بنابراین s′ = s و l′ = l − ١ و n′ = n− ١ طرفی از

γL(T ) ≥ γL(T
′) + ١ ≥ n′ + l′ − s′ + ١

٣
+ ١ ≥ n+ l − s+ ٢

٣
می�شود. برقرار حکم لذا است فرض با متناقض که

که (درختی ١ هزارپا درخت است. دست�یابی قابل کران این زیر در شده ارائه درخت به توجه با

رأس دو بین فاصله و l = s = k ≥ ٢ آن در که می�شود.) تولید مسیر یک آن از برگ�ها باحذف

برابر T مرتبه صورت این در می�باشد.) شرایط این با درخت کوچکترین P۵ است.(که ٢ متوالی پشتیبان

.γL(T ) =
n+ l − s+ ١

٣
و n = ٢k + k − ١ با است

١caterpillar
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γL(T ) = γ(T ) با T درخت�های ٣.٢.٣

گوییم می�کنیم. معرفی را τ خانواده است، γL(T ) = γ(T ) که T مانند درخت�هایی توصیف برای

و T١ = P٢ = xy �که طوری به باشد آمده دست به T١, T٢, ..., Tk دنباله از T هرگاه T ∈ τ

و τ٢ و τ١ عملگر�های از یکی اعمال با را Ti+١ می�توان آن�گاه ،k ≥ ٢ اگر همچنین است. T = Tk

آورد. �دست به می�کنیم تعریف زیر در که τ٣

آن به uz یال با را u− v مسیر یک و انتخاب را Ti در z پشتیبان رأس :τ١ عملگر .٢.٢.٣ تعریف

می�کند. وصل

رأس به را است a آن مرکزی رأس و p ≥ ٢ که ،H = SSp شده تقسیم ستاره یک :τ٢ عملگر

می�کند. وصل ab یال با Ti در b دلخواه

یال با را u− v − w مسیر یک و انتخاب دارد قرار γL(Ti) در که Ti از c رأس یک :τ٣ عملگر

می�کند. وصل درخت به uc

ندارد. قوی پشتیبان رأس T آن�گاه باشد γL(T ) = γ(T ) با درخت یک T اگر .٢.٣.٣ لم

γL(T−مجموعه یک( Xرا مجموعه باشد. γL(T ) = γ(T شرط( با یکدرخت T فرضکنیم برهان.

با مجاور برگ دو z و y و باشد T در قوی پشتیبان رأس یک x می�کنیم فرض می�گیریم. نظر در T برای

از کوچکتر احاطه�گر مجموعه Xیک \{y} اما است. y و x Xشامل ،(٢.١.٣) لم به باتوجه باشند. x

است فرض با متناقض که دارد γ(T )− ١ اندازه از احاطه�گر مجموعه یک T نتیجه در بود. خواهد X

ندارد. قوی پشتیبان رأس T بنابراین

اگر γL(T ) = γ(T ) صورت این در باشد. n ≥ ٢ مرتبه از درخت یک T کنیم فرض .٢.۵.٣ قضیه

.T ∈ τ اگر تنها و

روی استقرا با است. آمده دست به T١, T٢, ..., Tk دنباله از T لذا .T ∈ τ درخت کنیم فرض برهان.

خاصیت این وضوح به .γL(T ) = γ(T ) می�کنیم ثابت ،T ساختن برای شده انجام عملگرهای تعداد

شده ساخته عملگر k − ١ ≥ ٠ با که T ′ درخت برای حکم کنیم فرض است. برقرار T١ = P٢ برای

عملگرهای از یکی اعمال با T می�کنیم.(درخت ثابت می�شود ایجاد عملگر k با که T برای باشد، برقرار
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با باشد، T برای γL(T−مجموعه ) یک X کنیم فرض می�آید.) دست به T ′ درخت روی τ٣ و τ٢ و τ١
باشد. پشتیبان رأس�های همه شامل X کنیم فرض (٢.١.٣) لم به توجه

پشتیبان رأس یک به u − v مسیر یک واقع در آید دست به T ′ روی τ١ عملگر اعمال با T اگر

به u افزایش با می�توان را γL(T ′) همچنین و .γ(T ) = γ(T ′) + ١ بنابراین کنیم وصل T ′ در z

لم به توجه با .γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١ داریم که داد، گسترش T برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک

z جز X در ای همسایه یا هستند X در یا آن برگ�های جز به z همسایه هر و u, z ∈ X ،(٢.١.٣)

در و γL(T ′) ≤ γL(T )−١ که است T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه Xیک \{u} بنابراین دارند.

.γL(T ) = γ(T ) نتیجه در γL(T ′) = γ(T ′) استقراء فرض به بنا .γL(T ) = γL(T
′)+١ نهایت

به را p ≥ ٢ ،SSp شده تقسیم ستاره یعنی آید به�دست τ٢ عملگر از استفاده با T ′ از T کنیم فرض

.γL(T ) = γL(T
′) + p و γ(T ) = γ(T ′) + p صورت این در می�کنیم وصل T ′ در b دلخواه رأس

.γL(T ) = γ(T ) نتیجه در γL(T ′) = γ(T ′) استقراء فرض به توجه با

را u − v − w مسیر یک یعنی آید به�دست T ′ روی بر τ٣ عملگر اعمال با T کنیم فرض آخر در

اضافه با می�توان چون و γ(T ) = γ(T ′) + ١ صورت این در �می�کنیم. وصل z ∈ γL(T
′) رأس به

داد گسترش T برای مکانی احاطه�گر مجموعه به را آن است، z شامل که γL(T ′) مجموعه به v کردن

u شامل و است v شامل γL(T
′) ،(٢.١.٣) لم به بنا طرفی از .γL(T ) ≤ γL(T

′) + ١ بنابراین

استقرا فرض به بنا و γL(T ) = γL(T
′) + ١ نتیجه در .γL(T ′) ≤ γL(T ) − ١ بنابراین نیست

.γL(T ) = γ(T ) آن�گاه و γL(T ′) = γ(T ′)

می�کنیم. ثابت T مرتبه روی استقرا با را قضیه عکس حال

از T ′ درخت هر برای اگر و باشد، γL(T ) = γ(T ) شرط با n مرتبه از درخت یک T کنید فرض

می�دهیم نشان آن�گاه گیرد قرار T ′ ∈ τ و باشد برقرار حکم γL(T
′) = γ(T ′) شرط با و n′ < n مرتبه

γL(T−مجموعه یک( Dرا می�گیرد. قرار τ در است آمده دست به ازعملگرها یکی اعمال با T ′ از که T

نباشد. برگ شامل و باشد پشتیبان رأس�های همه شامل که گونه�ای به می�گیریم نظر در

چون باشد داشته ٢ قطر نمی�تواند T اما .T ∈ τ و T = P٢ آن�گاه باشد ١ قطر دارای T اگر

داشته ٣ قطر T اگر ندارد. قوی پشتیبان رأس T آن�گاه γL(T ) = γ(T ) اگر (٢.٣.٣) لم به توجه با

T کنیم فرض است.) آمده دست به τ١ عملگر اعمال با T١ از (که .P۴ ∈ τ و T = P۴ آن�گاه باشد

در را T باشند. T درخت در موجود فاصله ماکزیمم با T از رأس دو r, u′ و باشد ۴ حداقل قطر دارای
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را زیر حالت�های اکنون باشند. v و u و u′ پدران ترتیب به z و v و u کنیم فرض و می�کنیم ریشه�دار r

می�کنیم: بررسی

صورت این در که T ′ = T \ {u, u′} می�دهیم قرار همچنین باشد. پشتیبان رأس یک v :١ حالت

هستند پشتیبان رأس دو هر u, v چون .γL(T ) ≤ γL(T
′) + ١ و γ(T ) = γ(T ′) + ١ داریم

همسایه یا باشند D در یا آن برگ�های از غیر به v با مجاور رأس هر کنیم فرض .u, v ∈ D بنابراین

می�شود T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه یک D \ {u} صورت این در باشند داشته D در v جز �دیگری

لذا γL(T ) = γ(T فرض( به بنا و γL(T ) = γL(T
′) + ١ نتیجه در .γL(T ′) ≤ γL(T )− ١ که

عملگر کمک با T ′ از هم T چون و می�گیرد قرار T ′ ∈ τ استقرا فرض به بنا و .γL(T ′) = γ(T ′)

می�گیرد. قرار T ∈ τ پس آمده دست به τ١
درخت زیر یک Tv کنید فرض باشد. داشته فرزند دو حداقل و نباشد پشتیبان رأس یک v :٢ حالت

بنابراین و است پشتیبان رأس یک v فرزند هر پس نیست قوی پشتیبان v چون و باشد v ریشه�ی با T

.T ′ = T \ Tv می�دهیم قرار است. شده تقسیم ستاره یک Tv

این�که به توجه با .γL(T ) = γL(T
′) + degT (v)− ١ و γ(T ) = γ(T ′) + degT (v)− ١

با T ′ از T چون و T ′ ∈ τ استقرا فرض به بنا .γL(T ′) = γ(T ′) بنابراین γL(T ) = γ(T )

می�گیرد. قرار T ∈ τ بنابراین آمده دست به τ٢ عملگر از استفاده

چون degT (v) = ٢ وضوح به باشد. داشته فرزند یک فقط و نباشد پشتیبان رأس v :٣ مورد

T ′ = T \ {u′, u, v} می�دهیم قرار است. مجاور z با دیگر طرف از و فرزندش با طرف یک از

داریم ،z ∈ D و v /∈ D و u ∈ D که این به توجه با .γ(T ) = γ(T ′) + ١ صورت این در

.γL(T ′) ≤ γL(T )− ١

و γL(T ′) < (γ(T ′) + ١) − ١ صورت این γL(Tدر ′) < γL(T ) − ١ کنیم فرض حال

یک D \ {u} و γL(T ′) = γL(T ) − ١ بنابراین می�شود. ایجاد تناقض که γL(T ′) < γ(T ′)

T ′ از هم T و T ′ ∈ τ استقرا فرض به بنا است. z شامل که می�باشد T ′ برای احاطه�گرمکانی مجموعه

.T ∈ τ پس آمده دست� به τ٣ عملگر با
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درخت در کدشناسایی ٣.٣

درخت�ها برای M روی پایین کران یک ١.٣.٣

این و M(T ) ≥ ٣(n+ l − s+ ١)
٧

آن�گاه باشد n ≥ ۴ مرتبه از درخت یک T اگر .٣.١.٣ قضیه

است. دست�یابی قابل کران

است. برقرار n = ۴ برای حکم وضوح به می�کنیم. ثابت را حکم n روی استقرا با برهان.

و n ≥ ۴ آن در که T = Pn آن�گاه l = ٢ اگر باشد. n ≥ ۵ مرتبه از درخت یک T کنیم فرض

M(T−مجموعه یک( Dرا و l ≥ ٣ می�کنیم فرض است. برقرار نتیجه (٢.١.٢) قضیه به بنا و s = ٢

باشد. ممکن برگ تعداد کمترین شامل که می�گیریم نظر در

باشد. آن برگ�های همه و x شامل که می�گیریم نظر در مجموعه�ای را Lx ،x پشتیبان رأس هر برای

از یکی و x اگر این�صورت غیر در زیرا ندارد، قرار D در Lx از عضو یک حداکثر صورت این در

آن�گاه نباشند D در y, z برگ دو اگر و N [y] ∩ D = ∅ آن�گاه نباشد D در y مانند آن برگ�های

Lxها همچنین هستند. تناقض در D بودن شناسایی کد با مورد دو هر که ،N [y]∩D = N [z]∩D

L(T ) ∪ S(T ) از رأس l حداقل شامل D بنابراین هستند. مجزا x ∈ T پشتیبان رأس هر برای نیز

است.

V \S(T )∪L(T ) ⊂ D Wآن�گاه = ∅ اگر .W = V \(D∪L(T )∪S(T )) می�دهیم قرار

نتیجه در و |D| ≥ n− (l + s) + l = n− s داریم قبل مشاهدات بنابر که

|D| ≥ n− s ≥ ٣(n+ l − s+ ١)
٧

.

از مؤلفه�ای را Tz ،w از z همسایه هر برای می�کنیم. انتخاب را w ∈ W و W ̸= ∅ کنیم فرض

رأس�های تعداد و برگ�ها تعداد و مرتبه ترتیب به را sz و lz nzو می�دهیم. قرار z شامل و T \ zw

که است T در پشتیبان رأس یک w آن�گاه nz = ١ اگر می�گیریم. نظر در Tz درخت پشتیبان

که دارند وجود z, z′ ∈ D رأس�های ،w /∈ D چون آن�گاه nz = ٢ اگر است. فرض با متناقض

.n ≥ ٣ بنابراین است. فرض با متناقض هم این و N [z] ∩D = N [z′] ∩D

اگر است. {z, z′, z′′} رئوس مجموعه با مسیر یک Tz صورت این در nz = ٣ کنیم فرض
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یک (D \ {z′}) ∪ {w} صورت این در که است برگ z′′ یا z′ از یکی آن�گاه {z, z′, z′′} ⊂ D

شامل D بنابراین است. فرض با متناقض که است D از کمتر برگ�های تعداد با M(T−مجموعه )

{z, z′, z′′} از مجاور رأسغیر دو دقیقاً Dشامل واقع در است {z, z′, z′′} مجموعه از رأس دو حداکثر

مجاور رأس دو هر برای یا و N [x] ∩D = ∅ ، x ∈ Tz هر برای یا صورت این غیر در زیرا هست

اگر بنابراین است. D بودن γL−مجموعه با متناقض که N [x] ∩ D = N [y] ∩ D ،x, y ∈ Tz

z′−z−z′′ مسیر یک یا است z′ /∈ D و z, z′′ ∈ D با z−z′−z′′ مسیر یک T یا آن�گاه nz = ٣

.z /∈ D و z′, z′′ ∈ D با است

در است w شامل که T \ vw از مؤلفه�ای را Tw باشد. V \ D در w از v همسایه کنیم فرض

در Tw پشتیبان رئوس تعداد و برگ�ها تعداد و مرتبه ترتیب به sw و lw و nw همچنین می�گیریم. نظر

اگر است. فرض با متناقض که است پشتیبان رأس یا برگ یا w آن�گاه nw < ٣ اگر می�گیریم. نظر

Tw یا می�شود. ایجاد تناقض که است پشتیبان رأس یک w یا می�آید، پیش حالت دو آن�گاه ،nw = ٣

بودن γL−مجموعه با هم این و N [w′′] ∩D = N [w′] ∩D که است w′′ − w′ − w مسیر یک

M(T−مجموعه یک( Dw = D∩Tw ،v /∈ D چون حال .nw ≥ ۴ بنابراین است. تناقض در D

داریم همچنین .|Dw| ≥ n− s ≥ ٣(nw + lw − sw + ١)
٧

استقرا فرض به بنا و است Tw برای

nv = ٣ اگر می�باشد. Tv برای M(T−مجموعه ) یک Dv = D ∩ Tv ،w /∈ D چون که nv ≥ ٣

علاوه .|Dv| = ٢ بنابراین و v′, v′′ ∈ D که است v′ − v − v′′ مسیر Tv قبل قسمت مانند آن�گاه

نتیجه در که sw = s− ١ و lw ≥ l − ٢ و nw = n− ٣ این بر

|D| = |Dw|+ ٢ ≥ ٣(nw + lw − sw + ١)
٧

+ ٢

≥ ٣(n− ٣+ l − ٢− s+ ١+ ١)
٧

+ ٢

=
٣(n+ l − s+ ١)

٧
− ١٢

٧
+ ٢

≥ ٣(n+ l − s+ ١)
٧

.

بنابراین که |Dv| ≥
٣(nv + lv − sv + ١)

٧
استقرا فرض به بنا nv ≥ ۴ اگر

|D| = |Dw|+ |Dv| ≥
٣(nw + lw − sw + ١)

٧
+

٣(nv + lv − sv + ١)
٧

.
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داشت خواهیم ادامه در که lw + lv ≥ L+ q و ٠ ≤ q ≤ ٢ و q = sw + sv − s کنید فرض

|D| ≥ ٣(n+ l − s+ ٢)
٧

.

آن�گاه nz = ٣ ،w از z همسایه هر برای اگر دارند. قرار D در w همسایه�های همه که کنید فرض

بنابراین است. شده تقسیم یال دو به ستاره یال هر که آمده به�دست w مرکزیت با k١,k ستاره از T

هر برای کنیم فرض .|D| = ٢k >
٣(n+ l − s+ ١)

٧
و k ≥ ٣ که l = s = k و n = ٣k+ ١

که T \yw از T١ جزء نیست پشتیبان رأس w چون باشد. deg(w) ≥ ٣ و ny ≥ ۴ ،w از y همسایه

M(T−مجموعه D∩T١یک( ،degT (w) ≥ ٣ چون و است، رأس n١ ≥ ۵ دارای است، w شامل

است. Ty برای M(T−مجموعه ) یک D ∩ Ty ،w /∈ D چون همچنین و T١ برای

داریم بنابراین

|Dy| ≥
٣(ny + ly − sy + ١)

٧
،

|D١| ≥
٣(n١ + l١ − s١ + ١)

٧

نتیجه در

|D| = |Dy|+ |D١| ≥
٣(ny + ly − sy + ١)

٧
+

٣(n١ + l١ − s١ + ١)
٧

.

داشت خواهیم ادامه در که ،ly + l١ ≥ L+ q و ٠ ≤ q ≤ ٢ و q = sy + s١ − s کنید فرض

|D| ≥ ٣(n+ l − s+ ٢)
٧

.

.ny ≥ ٣ که می�گیریم نظر در w از همسایه دو را y و x و degT (w) = ٢ کنیم فرض سرانجام

کنید فرض است. x′ /∈ D و x, x′′ ∈ D با x − x′ − x′′ مسیر یک Tx آن�گاه nx = ٣ اگر

استقرا فرض به بنا و است T ′ برای شناسایی کد یک D ∩ T ′ صورت این در T ′ = T \ {x′, x′′}

نتیجه در s′ = s و l′ = l و n′ = n− ٢ چون

|D| = |D ∩ T ′|+ ١ ≥ ٣(n′ + l′ − s′ + ١)
٧

+ ١.
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M(T−مجموعه ) ترتیب به Dy = D ∩ Ty و Dx = D ∩ Tx آن�گاه nx ≥ ۴ کنیم فرض

و nx + ny = n − ١ و ٠ ≤ q ≤ ٢ آن�گاه q = sx + sy − s اگر هستند. Ty و Tx برای

داریم استقرا فرض به بنا بنابراین lx + ly ≥ l + q

|D| = |Dx|+ |Dy| ≥
٣(nx + lx − sx + ١)

٧
+

٣(ny + ly − sy + ١)
٧

≥ ٣(n+ l − s+ ١)
٧

.

M(T ) = γ(T ) با T �درخت�های ٢.٣.٣

رأس دو هر برای هرگاه گوییم ٢ بسته�بندی مجموعه یک را A ⊆ V (G) مجموعه .٣.١.٣ تعریف

داریم G در A بسته�بندی مجموعه هر برای و G گراف هر در .N [x]∩N [y] = ∅ آن از y و x متمایز

شود. مراجعه [١۵] مرجع به مطالعه برای .|A| ≤ γ(G)

M(G) = γ(G) صورت این در باشد. جنگل یک G = (V,E) گراف کنید فرض .٣.٢.٣ قضیه

از کرونا یک C جزء هر که کرد تقسیم�بندی چنان F و C مجموعه دو به را V (G) بتوان اگر تنها و اگر

رئوس بسته همسایه�های که باشد داشته وجود گونه�ای به� I ⊆ F مجموعه زیر و باشد، ۶ حداقل اندازه

رأس هر باشد، نداشته وجود یالی C مجموعه رئوس و I مجموعه رئوس بین باشند، مجزا �دو به دو I

رأس هر و باشد نداشته همسایه�ای C برگ�های بین ولی باشد داشته S(C) در همسایه�ای N(I) از

باشد. داشته C برگ�های بین همسایه یک حداکثر و S(C) در همسایه دو حداقل F \ (I ∪N(I))

است. G برای اندازه کوچکترین با کدشناسایی یک I ∪S(C) آن�گاه باشد داشته ساختاری چنین G اگر

به D مجموعه و M(G) = γ(G) طوری�که به باشد جنگل یک G = (V,E) کنید فرض برهان.

باشد. اندازه کوچکترین با احاطه�گر مجموعه یک همچنین و M(G) اندازه از کدشناسایی یک عنوان

٢packing set
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کدشناسایی یک D مجموعه چون و .D(v) = N(v) ∩D می�دهیم قرار ،v ∈ V رأس هر برای

توسط شده تولید گراف زیر در مجزا رئوس .D(u) ̸= D(v) داریم ،u, v ∈ V (G) هر برای پس است

شده تولید گراف زیر در ٢ اندازه از جزئی که می�کنیم ملاحظه و می�دهیم قرار I مجموعه در را D مجموعه

باشد داشته وجود شده تولید گراف زیر در ٢ اندازه با مؤلفه�ای اگر صورت این غیر در چون ندارد وجود

لذا است. D تعریف با متناقض که D(u) = D(v) = {u, v} آن�گاه باشد v و u رئوس شامل و

حداقل اندازه از یا می�گیرند قرار I مجموعه در که عضوی�اند تک یا D گراف زیر دهنده�ی تشکیل اجزای

که می�کنیم ادعا می�گیریم. نظر در را x ∈ X دلخواه رأس و Xنامیده Dرا \I اجزای از یکی هستند. ٣

همسایه�ای هم x خود چون صورت این غیر در زیرا دارد، V \D در خود به مختص همسایه یک تنها x

D از کمتر اندازه از احاطه�گر مجموعه یک D \ {x} لذا باشد. x ∈ X ندارد لزومی پس دارد X در

باشند مجاور D در x با فقط x′′ و x′ رأس دو اگر این بر علاوه است. فرض با متناقض که بود خواهد

همسایه رأس تنها حال است. تناقض در D بودن کدشناسایی با که ،D(x′) = D(x′′) = {x} آن�گاه

می�نامیم. x′ را V \D در x

C ′
١, C

′
٢, ..., C

′
k و کنیم نام�گذاری C١, C٢, ..., Ck را D در ٣ اندازه حداقل با اجزای کنید فرض

،i = ١, ..., k هر برای صورت این در باشند. Ci با متناظر اختصاصی رئوس مجموعه

می�شود ایجاد دور Ci ∪ C ′
i در صورت این غیر در زیرا است، مستقل C ′

i مجموعه .|Ci| = |C ′
i|

y ∈ C٢ و x ∈ C١ اگر صورت این غیر در زیرا هستند، مستقل نیز C ′
١ ∪C ′

٢ ∪ ...∪C ′
k همچنین و

آن�گاه باشد E در هم x′y′ و بگیریم نظر در y با مجاور رأس تنها را y′ و x با مجاور رأس تنها را x′ و

کوچکتر D از که گرفت نظر در G برای احاطه�گر مجموعه عنوان به را D \ {x, y} ∪ {x′} می�توان

C١ ∪ C ′
١, C٢ ∪ C ′

٢, ..., Ck ∪ C ′
k بنابراین است. D بودن γ(T−مجموعه ) با متناقض و است

است. ۶ حداقل اندازه از کروناهایی شامل

حداقل r که می�کنیم ادعا .r ∈ R و R = (V \ D) \ (C ′
١ ∪ C ′

٢ ∪ ... ∪ C ′
k) کنیم فرض

آن�گاه v ∈ D \ I و باشد داشته D در v همسایه یک r اگر صورت این غیر در دارد D در همسایه دو

است. فرض با متناقض مورد دو هر در که .D(r) = D(v) آن�گاه v ∈ I اگر و D(r) = D(v′)

.D(r) = D(v) آن�گاه ،r ∈ R و v ∈ I اگر زیرا ندارد R در خود مختص همسایه I در رأسی هیچ

داشته x, y ∈ I همسایه دو نمی�تواند r ∈ R اما دارد. R در همسایه دو حداقل I در رأس هر پس

می�شود. ایجاد تناقض که می�شود D از کوچکتر احاطه�گر مجموعه یک (D \ {x, y})∪{r} زیرا باشد
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همسایه�ای ،x همسایه هر و است ٣ حداقل اندازه از مجزا ستاره�های شامل N [x] ،x ∈ I اگر بنابراین

نباشد. متناقض D بودن کدشناسایی با که دارد C١, C٢, ..., Ck در

آن�گاه باشد داشته C ′ در x′, y′ همسایه دو حداقل که باشد موجود R در u مانند رأسی اگر

در u′ مانند رأسی اگر بود. خواهد D از کوچکتر احاطه�گر مجموعه یک (D \ {x, y}) ∪ {u}

آن�گاه باشد I در u′ همسایه z و باشد داشته C ′ در x′ به�نام همسایه یک که باشد موجود N(I)

فرض با متناقض مورد دو هر که می�شود D از کوچکتر احاطه�گر مجموعه یک (D \ {x, z}) ∪ {u′}

I ∪ S(C) و دارند را قضیه در شده خواسته شرایط I و F (V \C) و C مجموعه�های بنابراین است.

بود. خواهد G برای کدشناسایی مجموعه یک

به باشد. دارا را قضیه در شده داده شرح ساختار G کنیم فرض می�کنیم. ثابت را قضیه عکس حال

بود. خواهد G برای کدشناسایی یک I ∪ S(C) که می�شود دیده آسانی

مجموعه یک نیز (C \ S(C))∪ I مجموعه .γ(G) ≤ M(G) ≤ |I ∪ S(C)| دیگر طرف از

لذا |C \ S(C)| = |S(C)| وچون γ(G) ≥ |(C \ S(C))∪ I| بنابراین است. G در بندی بسته

.γ(G) = M(G)



۴ فصل

و شناسایی کد اندازه�های حدود

گراف�ها در احاطه�گرمکانی

مقدمه ١.۴

گراف برای مکانی r−احاطه�گر و شناسایی r−کد می�نیمم مجموعه اندازه برای کران�هایی فصل این در

این در آمده دست به نتایج بررسی برای کرد. خواهیم ارائه را است رأس n دارای که جهت بدون همبند

نمایید. مراجعه [۶] مرجع به می�توانید فصل

پایین و بالا کران�های ٢.۴

می�آوریم. �دست به گراف�ها در شناسایی r−کد می�نیمم مجموعه برای پایینی و بالا کران�های بخش این در

همبند گراف یک G = (V,E) و باشند صحیح عدد دو n ≥ ١ و r ≥ ١ کنید فرض .٢.١.۴ قضیه

باشد شناسایی r−کد یک C ⊆ V مجموعه اگر باشد. r−شناسایی قابل و رأس n با جهت بدون

.|C| ≥ ⌈log٢(n+ ١)⌉ آن�گاه

۵٧



۵٨ گراف�ها در احاطه�گرمکانی و شناسایی کد اندازه�های حدود .۴

r−کد مجموعه یک C ⊆ V و جهت بدون همبند گراف یک G = (V,E) کنیم فرض برهان.

KC,r(v) = C ∩ Br(v) مجموعه ،v ∈ V رأس هر برای صورت این در باشد. G برای شناسایی

مساوی یا بیشتر رئوس تعداد از C مجموعه ناتهی مجموعه�های زیر تعداد طرفی از است. متمایز و ناتهی

بنابراین باشد. داشته C در خود به مخصوص مجموعه�ای زیر رأس هر تا می�شود

٢|C| − ١ ≥ n =⇒ |C| ≥ ⌈log٢(n+ ١)⌉.

قابل و جهت بدون همبند گراف یک G = (V,E) و صحیح عدد یک n ≥ ٣ کنید فرض .٢.١.۴ لم

١-کدشناسایی می�نیمم مجموعه یک ،C ⊆ V مجموعه زیر اگر باشد. رأس n دارای و ١-شناسایی

.|C| ≤ n− ١ آن�گاه باشد G برای

نمایید. مراجعه [١۴] و [١] مراجع به می�توان اثبات برای برهان.

باشد. صحیح عدد یک r ≥ ٢ و باشد همبند گراف یک G = (V,E) کنید فرض .٢.١.۴ تعریف

آن یال�های و V مجموعه آن رئوس که است گرافی و می�دهیم نشان Gr با را G ١ انتقالی r−بستار

است. {{i, j} : i, j ∈ V, ٠ ≤ d(i, j) ≤ r} مجموعه

مجموعه باشد. صحیح عدد یک r ≥ ٢ و همبند گراف یک G = (V,E) کنید فرض .٢.٢.۴ لم

r−بستار در شناسایی ١-کد یک اگر تنها و اگر است G در شناسایی r−کد مجموعه یک C ⊆ V

باشد. G انتقالی

این در باشد G برای شناسایی r−کد مجموعه یک C ⊆ V و همبند گراف یک G کنید فرض برهان.

یا کمتر فاصله با رأس�های که می�شود دیده آن�گاه آوریم �دست به نظر مورد گراف برای را Gr اگر صورت

،C شناسایی r−کد بنابراین دارند. قرار یکدیگر از ١ مساوی یا کمتر فاصله با Gr در ،G در r مساوی

فاصله با همسایه�های واقع در گرفت. نظر در Gr برای شناسایی ١-کد یک عنوان به می�توان را G در

دارند. قرار Gr در یکدیگر از یک فاصله با G در r

١r-transitive closure



۵٩ آوریم �دست به پایین کران چگونه .٣.۴

یک G = (V,E) همچنین و باشند، صحیح عدد دو n ≥ ٣ و r ≥ ١ کنید فرض .٢.٢.۴ قضیه

مجموعه یک C ⊆ V مجموعه زیر اگر باشد. r−شناسایی قابل و رأس n با جهت بدون و همبند گراف

.|C| ≤ n− ١ آن�گاه باشد G برای شناسایی r−کد می�نیمم

r−کد می�نیمم مجموعه یک C ⊆ V و جهت بدون و همبند گراف G = (V,E) کنید فرض برهان.

-١ یک G برای شناسایی r−کد که می�دانیم (٢.٢.۴) لم به توجه با آن�گاه باشد G برای شناسایی

جهت بدون و همبند گراف هر برای شناسایی ١-کد اندازه (٢.١.۴) لم بنابر و است Gr برای کدشناسایی

.|C| ≤ n− ١ بنابراین است n− ١ مساوی یا کمتر

آوریم �دست به پایین کران چگونه ٣.۴

این در .n ≥ ٢٢r+١ و r ≥ ١ �که طوری به� باشند صحیح عدد دو n و r کنید فرض .٣.١.۴ قضیه

باشد. داشته ⌈log٢(n+ ١)⌉ اندازه به شناسایی r−کد که دارد وجود رأس n با همبند گرافی صورت

.k = ⌈log٢(n+ ١)⌉ ≥ ٢r + ٢ ≥ ۴ و باشند صحیح عدد دو r و n کنید فرض برهان.

اندازه از شناسایی r−کد که رأس n با را G گراف ( ٢k − ١ ≥ n ≥ ٢k−١ ≥ ٢٢r+١ �که طوری به )

می�یابیم. را می�پذیرد k

آن در که Gk = (Vk, Ek) کنید فرض

Vk = {v١,١, v٢,١, ..., vk,١},

Ek = {{v١,١, v٢,١}, {v٢,١, v٣,١}, ..., {vk−١,١, vk,١}, {vk,١, v١,١}}.

در Gk گراف برای شناسایی r−کد مجموعه عنوان به را C = Vk می�توان k ≥ ٢r + ٢ چون

r− ٢ و رأس r− ١ با زنجیر یک که G′
i = (V ′

i , E
′
i) گراف i = ١, ٢, ..., k برای حال گرفت. نظر

می�سازیم: زیر شکل به را است یال

V ′
i = {vi,٢, ..., vi,r},

E ′
i = {{vi,٢, vi,٣}, , ..., {vi,r−١, vi,r}}.



۶٠ گراف�ها در احاطه�گرمکانی و شناسایی کد اندازه�های حدود .۴

ایجاد زیر شکل به G∗
k = (V ∗

k , E
∗
k) گراف �که طوری به می�کنیم مجاور vi,١ رأس به را G′

i زنجیر

می�شود:

V ∗
k = Vk ∪ (∪k

i=١V
′
i )

E∗
k = Ek ∪ (∪k

i=١E
′
i) ∪ (∪k

i=١{vi,١, vi,٢}).

k(r−١)+k = kr بنابراین هستند Gkمجاور از خارج رأس r−١ Gkبا رأس kصورت این در

دارند. وجود G∗
k در رأس

چون است. G∗
k گراف برای شناسایی r−کد یک هنوز C = Vk که می�شود دیده آسانی به

می�شوند. پوشیده −r ،C مجموعه توسط V ′
i در رئوس همه�ی (١

:V ∗
k در vm,l و vi,j متمایز رأس دو برای (٢

می�شود. پوشیده vm,l به نسبت بیشتری کدواژه�های توسط vi,j آن�گاه j < l اگر الف)

متفاوتی همسایه�های بنابراین گرفته�اند قرار متفاوت زنجیر دو روی رئوس این آن�گاه j = l اگر ب)

داشت. خواهند واژه�ها کد از

n از کمتر G∗
k رئوس تعداد یعنی .|V ∗

k | = kr ≤ k
k − ٢
٢

< ٢k−١ ≤ n که می�کنیم ملاحظه

صورت به را Vk از عضوی p مجموعه زیر مشکل این رفع برای است.

{vij ,١ : ١ ≤ ij ≤ k, ١ ≤ j ≤ p}

رئوس پوشش −r که Vk مجموعه�های زیر از هیچ�کدام با هم و است ناتهی هم که می�گیریم، نظر در

نسبت vi١,...,ip صورت به خاص رأس یک مجموعه�ها زیر این از یک هر به نیست. برابر هستند V ∗
k

می�کنیم. مجاور G∗
k در vi١,r, ..., vip,r رئوس با را جدید رئوس این می�دهیم.

آورد. دست به می�توان نوع این از مجموعه زیر ٢k − ١− |V ∗
k | = ٢k − ١− kr صورت این در

کرده�ایم. اضافه G∗
k گراف به جدید رأس n− kr بنابراین ٢k − ١ ≥ n که �جایی آن از

توسط هم جدید رئوس این بنابراین کرده�ایم مجاور vi١,r, ..., vip,r با را vi١,...,ip رئوس طرفی از

G∗
k در رأسی دو هیچ جدید، رئوس این تولید شکل به توجه با و می�شوند پوشیده C = Vk مجموعه

اندازه از شناسایی r−کد یک که می�شود تولید رأس n با Gگراف بنابراین ندارند. C در یکسان همسایه

k = ۶ و r = ٢ برای شده تولید گراف از قسمتی زیر شکل نمونه برای دارد. k = ⌈log٢(n + ١)⌉

است.



۶١ آوریم دست به بالا کران چگونه .۴.۴

k = ۶ و r = ٢ با G شده تولید ازگراف قسمتی :١.۴ شکل

آوریم دست به بالا کران چگونه ۴.۴

n−١ آن�ها در شناسایی r−کد می�نیمم مجموعه�های که می�دهیم ارائه رأس n با گراف�هایی بخش این در

دارند. عضو

١-کد می�نیمم مجموعه هر که دارد وجود رأس n با همبند گراف یک n ≥ ٣ هر برای .۴.١.۴ قضیه

بود. خواهد رأس n− ١ شامل آن در شناسایی

کند: صدق قضیه شرایط در که می�دهیم ارائه گراف نوع ٣ اثبات برای برهان.

مجموعه از یال n− ١ و ،n− ١ و...و ٢ و ١ و ٠ رأس n با درختی که ستاره، اول گراف



۶٢ گراف�ها در احاطه�گرمکانی و شناسایی کد اندازه�های حدود .۴

E = {{٠, i} : ١ ≤ i ≤ n− ١}

است. کافی و لازم شناسایی ١-کد برای فوق گراف از رأس n− ١ هر که می�شود دیده وضوح به است.

گراف، شکل به توجه با آن�گاه دهیم قرار شناسایی ١-کد مجموعه در رأس n − ١ از کمتر اگر واقع در

١-کد مجموعه در رأس n− ١ باید بنابراین ، داشت نخواهد نظر مورد مجموعه در همسایه�ای رأس یک

به می�توان را C = {١, ٢} مجموعه تنها (٢.۴ (شکل n = ٣ در اما نمود. انتخاب گراف شناسایی

C در یکسان همسایه�ی رأس دو صورت این غیر در چون گرفت نظر در گراف شناسایی ١-کد عنوان

داشت. خواهند

..٠.

٢

.

١

..

K١,٢ :٢.۴ شکل

گراف ،p ≥ ٢ برای کنید فرض باشد. زوج آن رئوس تعداد که می�گیریم نظر در گرافی را دوم گراف

باشد، زیر صورت به Gn = (Vn, En)

Vn = {٠, ١, ..., n− ١ = ٢p− ١}

En = {{i, j} : i, j ∈ Vn i ̸= j, i ̸= j + p mod n}.

است. ٢ کامل تطابق یک منهای رأس، ٢p با کامل گراف یک Gn گراف که می�شود دیده

عنوان به Cرا = Vn می�توان بنابراین ندارند یکسان همسایه رأسی دو هیچ شده ارائه گراف به باتوجه

١-کد برای رأس n − ١ و است همبند نظر مورد گراف اما گرفت. نظر در گراف برای شناسایی ١-کد

١-کدشناسایی آوردن دست به می�دهیم نشان می�نامیم. C را مجموعه این و است کافی گراف شناسایی

است. ممکن غیر کمتر رئوس تعداد با گراف این برای

٢perfect maching



۶٣ آوریم دست به بالا کران چگونه .۴.۴

داریم: i ∈ Vn رأس هر برای

B١(i) = Vn \ {i+ p mod n}،

داریم: i ̸= j ، i, j ∈ Vn رأس دو هر برای و

B١(i)∆B١(j) = {i+ p mod n, j + p mod n}.

C مجموعه در B١(i)∆B١(j) اعضای از یکی حداقل باید حال است. متقارن تفاضل نماد ∆

رأس n− ١ دارای C کردیم فرض ابتدا از چون جداشوند، یکدیگر از C توسط j و i رأس دو تا باشد

.٠ /∈ C کنیم فرض کلیت از کاستن بدون بنابراین است

داریم: j ̸= p هر برای

B١(p)∆B١(j) = {٠, j + p mod n}.

داریم j = ١, ٢, ..., n− ١ برای است، ناتهی B١(p)∆B١(j) ∩ C �که این بر علاوه

B١(p)∆B١(j) ∩ C ⊆ {j + p mod n}.

لازم C مجموعه برای j + p mod n متمایز رأس n− ١ ،j = p جز jها همه ازای به بنابراین

هستند.

داریم: زیر شکل به را Gn = (Vn, En) می�باشد. فرد آن رئوس تعداد که است گرافی سوم گراف

Vn = {٠, ١, ..., n− ١ = ٢p}،

En = {{i, j} : i, j ∈ Vn \ {n− ١}, i ̸= j, i ̸= j + p mod n− ١}

∪{{n− ١, j}, j ∈ Vn \ {n− ١}}.

با که دارد اضافی رأس یک تنها گراف این که می�شود مشاهده قبلی گراف با گراف این مقایسه در

دارد. قرار رئوس بقیه از یک فاصله با −n)−ام ١) رأس واقع در است. مجاور گراف دیگر رئوس

رأس هر برای بنابراین است مجاور i + p mod n جز گراف رئوس همه با ،i ∈ Vn رأس هر

،i ∈ Vn

B١(i)∆B١(n− ١) = {i+ p mod n}.



۶۴ گراف�ها در احاطه�گرمکانی و شناسایی کد اندازه�های حدود .۴

صورت این غیر در دارند. قرار شده معرفی گراف شناسایی r−کد مجموعه در اول رأس n− ١ بنابراین

می�شود. ایجاد تناقض قبلی گراف به توجه با آن�گاه دهیم قرار شناسایی کد در رأس n − ١ از کمتر اگر

آن در را n)−ام − ١) رأس و نباشد شناسایی کد در ٠ مانند ٠ ≤ i ≤ n − ٢ رئوس از یکی اگر یا

همسایه�های کد در n− ١ و p متمایز رأس دو یعنی .B١(p)∆B١(n− ١) = {٠} آن�گاه دهیم قرار

است. شناسایی کد تعریف با متناقض که دارند یکسان

گراف یک ،n ≥ ٣r٢ که زوج n هر برای باشد. ثابت و صحیح عدد r ≥ ٢ کنید فرض .۴.٢.۴ قضیه

رأس n− ١ شامل آن در شناسایی r−کد می�نیمم مجموعه�ی هر که است موجود رأس n با Gn همبند

است.

.١ ≤ α ≤ r که p = kr − α و n = ٢p کنید فرض برهان.

می�کنیم: تعریف زیر شکل به را Gn = (Vn, En) گراف

Vn = {٠, ١, ..., n− ١}

En = {{i, i+ j mod n} : i ∈ Vn, j ∈ J = {١, ٢, ..., k − α− ١, k}}.

می�کنیم ملاحظه

٣rα + ٢r − ٢α = α(٣r − ٢) + ٢r ≤ r(٣r − ٢) + ٢r = ٣r٢ =⇒

٣rα + ٢r − ٢α ≤ n (١.۴)

می�کنیم. استفاده قضیه ادامه�ی در نامساوی این از که

داریم همچنین

n = ٢kr − ٢α ≥ ٣r٢ =⇒ ٢k ≥ ٣r + ٢
α

r

دو هر در بنابراین .٢k ≥ ٣α + ٣ آن�گاه α ≤ r − ١ اگر .٢k ≥ ٣α + ٢ آن�گاه α = r اگر

صورت

٢k ≥ ٣α + ٢. (٢.۴)



۶۵ آوریم دست به بالا کران چگونه .۴.۴

و k− α− ١ ≥ ١ نتیجه در که هستند صحیح اعداد J اعضای اما ،k− α− ١ ≥ α

٢
بنابراین

،α ≤ ٢ (٢.۴) فرمول به توجه با آن�گاه k−α− ١ = ١ اگر داشت. خواهد مثبت عضو دو حداقل J

،r ≥ ٢ چون و n = ۶r − ٢ < ٣r٢ آن�گاه ،k = ٣ و α = ١ اگر می�آید: پیش زیر حالت�های که

. n ≥ ٣r٢ و n = ٨r − ۴ آن�گاه k = ۴ و α = ٢ اگر اما می�شود. ایجاد تناقض لذا

انتقالی r−بستار که دهیم نشان کافیست (۴.١.۴) قضیه و (٢.٢.۴) لم به توجه با برهان ی ادامه در

Gn برای شناسایی r−کد یعنی شد. داده شرح (۴.١.۴) قضیه در که دوم گراف با است برابر Gn گراف

بود. خواهد برابر گراف آن شناسایی ١-کد با

،i ∈ Vn رأس هر برای دهیم نشان که است این ما هدف

Br(i) = Vn \ {i+ p mod n}.

رأس جز دارند قرار آن از r فاصله با رئوس همه�ی که می�دهیم نشان ٠ مانند خاص رأس یک برای

کنیم. بررسی را p تا ١ رئوس کافیست تنها Gn گراف تقارن به باتوجه .p (mod n)

می�کنیم: بیان زیر شکل به را دارد قرار ٠ از r فاصله با که Gn از v رأس حال

v =
k−α−١∑
j=١

j(qj − q′j) + k(qk − q′k). (٣.۴)

به حرکت این�جا در می�گیرد. صورت گراف در که است (−l (یا l طول به حرکت تعداد (q′l (یا ql
.{u, u+ l mod n} ∈ En یال از استفاده با رفتن u+ l (mod n)رأس به uرأس از یعنی l طول

است: زیر شرایط دارای (٣.۴) فرمول

qj ≥ ٠ , q′j ≥ ٠ (١ ≤ j ≤ k − α− ١), qk ≥ ٠ , q′k ≥ ٠∑k−α−١
j=١ (qj + q′j) + qk + q′k ≤ r.

.
∑k−α−١

j=١ j(qj − q′j) + k(qk − q′k) ≤ kr < n می�شود ملاحظه که همان�طور

به�دست می�توان ،٠ از r حداکثر فاصله با صحیح اعداد تعداد چه که می�آید پیش سؤال این حال

آورد؟

بین صحیح اعداد همه شامل J چون همچنین و باشند k طول با حرکت c دقیقاً حرکت طول در اگر

می�آید، به�دست زیر شکل به ،r فاصله با صحیح اعداد تمام آن�گاه است k − α− ١ تا ١
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Ic = {ck − (r − c)(k − α− ١), ck − (r − c)(k − α− ١) + ١, ...,

ck, ck + ١, ..., ck + (r − c)(k − α− ١)− ١, ck + (r − c)(k − α− ١)}.

،٠ ≤ c ≤ r − ٢ برای کنید فرض

max(Ic) = ck + (r − c)(k − α− ١) و min(Ic) = ck − (r − c)(k − α− ١).

داریم صورت دراین

max(Ic)−min(Ic+١) = ck + (r − c)(k − α− ١)− ((c+ ١)k − (r − (c+ ١))(k − α− ١))

= rk − rα− r − k + α + ١+ r(k − α− ١)− ٢c(k − α− ١)

= (٢r − ٢c− ١)(k − α− ١)− k.

داریم c ≤ r − ٢ برای و (١.۴) فرمول از استفاده با حال

max(Ic)−min(Ic+١) ≥ ٣(k − α− ١)− k

=
٢kr − ٣rα− ٣r

r

=
n+ ٢α− ٣rα− ٣r

r

≥ (٣rα + ٢r − ٢α) + ٢α− ٣rα− ٣r
r

= −١.

یعنی این و

max(Ic) + ١ ≥ min(Ic+١).

،٠ ≤ c ≤ r − ٢ برای این�رو از

max(Ir−١) = rk − α− ١ = p− ١ ≥ max(Ic)

min(I٠) ≤ ١.
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که می�شود دیده همچنین

{١, ٢, ٣, ..., p− ٢, p− ١, p} ∩ ∪r−١
c=٠Ic = {١, ٢, ..., p− ٢, p− ١}.

را p− ١ تا ١ بین رئوس همه�ی می�توانیم k طول به r − ١ حداکثر شامل حرکت r حداکثر با بنابراین

چون نمی�آید دست به p هم k طول با حرکت r با حتی نمی�آید. دست به p اما آورد دست به

max(Ir) = min(Ir) = kr = p+ α ̸= p.

زوج n که Gn گراف از قسمتی :٣.۴ شکل

گراف ،n ≥ ٣r٢ که زوج n هر برای باشد. ثابت و صحیح عدد ،r ≥ ٢ کنید فرض .۴.٣.۴ قضیه

n شامل Gn+١ در شناسایی r−کد می�نیمم مجموعه�ی هر که است موجود رأس n+ ١ با Gn+١ همبند

است. رأس
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.١ ≤ α ≤ r که p = kr − α و n = ٢p کنید فرض برهان.

می�سازیم: زیر شکل به را Gn+١ = (Vn+١, En+١) گراف

Vn+١ = {٠, ١, ..., n− ١} ∪ {Z}

En+١ = (An+١ \Bn+١) ∪ Cn+١.

آن در که

An+١ = {{i, i+ j mod n} : i ∈ Vn+١ \ {Z}, j ∈ J = {١, ٢, ..., k − α− ١, k}}

Bn+١ = {{١+ ik, ١+ ik+(k−α−٢)}, {n−١− ik− (k−α−٢), n−١− ik} :

٠ ≤ i ≤ r − ٢}

Cn+١ = {{Z, i} : i ∈ {٠} ∪ {١, ..., k − α− ٢, k − α, k + ١}

∪{n− ١, n− ٢, ..., n− (k − α− ٢), n− (k − α), n− (k + ١)}}.

و n + ١ = ١٣ و r = ٢ آن�گاه k − α − ٢ = ٠ اگر .k − α − ٢ ≥ ٠ می�کنیم ملاحظه

می�گیرد. صورت آسانی به G١٣ مطالعه

بنابراین است. (۴.٢.۴) قضیه در Gnدر En مجموعه همان An+١ مجموعه شده تعریف گراف در

حذف En از را Bn+١ به متعلق یال�های طوری�که به کرد استفاده Gn از می�توان Gn+١ ساختن برای

گرفت. نظر در می�شود شروع آن با Cn+١ در یال�ها همه که مرکزی رأس عنوان به را Z رأس و کنیم

می�کنیم. توجه زیر نکته�ی به برهان ادامه�ی از قبل

که Bn+١ = B١
n+١ ∪B٢

n+١ کنید فرض

B١
n+١ = {{١+ ik, ١+ ik + (k − α− ٢)} : ٠ ≤ i ≤ r − ٢}

B٢
n+١ = {{n− ١− ik − (k − α− ٢), n− ١− ik} : ٠ ≤ i ≤ r − ٢}.

که ،١+ (r − ٢)k = p+ α + ١− ٢k رأس بزرگترین و ١ رأس ،B١
n+١ در رأس کوچکترین

و p+ k+ ١ = n− ١− (r− ٢)k− (k− α− ٢) رأس کوچکترین B٢
n+١ در است. کمتر p از

رئوس بین اختلاف بنابراین است. n− ١− (k − α − ٢) = n + ١− (k − α) رأس بزرگترین

B١
n+١ در متوالی یال�های ابتدایی رأس�های همچنین است. k از بزرگتر n پیمانه�ی به B٢

n+١ و B١
n+١

می�گیریم. پی گام سه اثبات با را برهان ادامه�ی اکنون دارند. قرار یکدیگر از k فاصله به B٢
n+١ و
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همه�ی می�توان ٠ ≤ x ≤ n − ١ رأس هر از حرکت r حداکثر با که می�دهیم نشان اول گام در

.x+ p mod n جز آورد دست به را بازه همین در دیگر رئوس

x+ p mod nرأس ٠ ≤ x ≤ n− ١ رأس از حرکت r حداکثر با که می�دهیم نشان دوم گام در

نمی�آید. دست به

به را Vn+١ در دیگر رأس هر می�توان حرکت r حداکثر با Z رأس از که می�کنیم ثابت سوم گام در

در شده داده شرح گراف با Gn+١ انتقالی r−بستار که می�گیریم نتیجه گام سه این اثبات با آورد. �دست

است. برابر (۴.١.۴) قضیه سوم قسمت

ثابت حکم (۴.٢.۴) قضیه و (۴.١.۴) قضیه کمک با ،En+١ = An+١ ∪ Cn+١ اگر اول: گام

می�کند. ایجاد مشکلاتی اینجا در Bn+١ از یال�هایی حذف اما می�شود.

و x + ١ بین y که کنیم فرض کلیت از کاستن بدون می�گیریم، نظر در را x, y ∈ Vn+١ رأس دو

y به x از می�توان r حداکثر با کنیم استفاده Bn+١ یال�های از اگر دارد. قرار x+ p− ١ (mod n)

می�دهیم. تغییر ممنوعه یا�ل�های از اجتناب با را مسیر این حال رفت.

می�گیریم، نظر در را زیر شکل به حرکت طول�های از دنباله�ای y به x از اصلی مسیر در

k, k, ..., k, ε(k − α− ١), ..., ε(k − α− ١), εβ (۴.۴)

.٠ ≤ β ≤ k − α− ٢ و ε = ±١ که

باقی�مانده طول و می�رویم y نزدیکی تا k طول با حرکت r−١ حداکثر با آمده دست به مسیر این در

آن�گاه β ̸= k − α − ٢ اگر می�نامیم. β را باقی�مانده نهایت در و می�کنیم تقسیم k − α − ١ بر را

و هستند ±(k − α− ٢) طول از Bn+١ در شده داده نمایش یال�های همه�ی چون می�شود. ثابت حکم

نکردیم. عبور Bn+١ یال�های از y به x از حرکت در

.z = y − εβ mod n کنید فرض همچنین .β = k − α − ٢ می�کنیم فرض بعد به این از

بنابراین نکرده�ایم. عبور ممنوعه یا�ل�های از هم باز و می�شود ثابت حکم نباشد Bn+١ در {z, y} یال اگر

می�افتد: اتفاق حالت دو که ،{z, y} ∈ Bn+١ کنیم فرض

دارد. وجود ε(k − α− ١) طول به حرکت یک حداقل (۴.۴) y و x بین حرکت دنباله�ی در (١

ندارد. وجود ε(k − α− ١) طول به حرکتی مسیر این در (٢

و باشد داشته وجود ε(k − α − ١) طول به حرکت یک یعنی باشد برقرار اول حالت کنیم فرض
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تفاضل این و |z− z′| = k−α− ١ و {z, y} ∈ Bn+١ چون .z = y− εβ − ε(k−α− ١)

بنابراین {z, z′} /∈ Bn+١ شده گفته نکته�ی به توجه با همچنین نیست k − α برابر و است کمتر k از

که گونه�ای به می�کنیم جابجا {z′, z− y, y} با را {z′, z, y} دنباله اکنون .{z′, z′ + εβ} ∈ En+١

نکند. عبور ممنوعه یال�های از y و x بین آمده وجود به مسیر

..z
′
.. z. y. z′.. z. y......

ممنوعه یال جابجایی چگونگی :۴.۴ شکل

باشد داشته وجود y و x بین حرکت r − ١ حداکثر اگر باشد. برقرار دوم حالت کنیم فرض حال

حرکت r دقیقاً اگر کرد. جابجا −ε و ε(k − α− ١) حرکت دو با را ،εβ آخر، حرکت می�توان آن�گاه

x+ ki رأس r میان در می�آید. دست به k, k, ..., k, εβ دنباله�ی آن�گاه باشد داشته وجود y و x بین

{t, t+ε(k−α−٢)} یال که دارد وجود ،t یک، حداقل y و x مسیر به متعلق ،٠ ≤ i ≤ r−١

دنباله آرایش بنابراین (|B١
n+١| = |B٢

n+١| = r − ١ و شده ذکر نکته�ی به توجه نیست.(با Bn+١ در

k طول به حرکت�هایی ادامه در و باشد −(k − α− ٢) طول به می�تواند اول حرکت می�دهیم. تغییر را

باشند.

Vn+١\{Z}رئوس بین کمتری یال�های گراف این در قبل قضیه برهان گراف با مقایسه در دوم: گام

باشد داشته وجود x + p (mod n) و x بین حرکت r حداکثر با مسیری اگر بنابراین دارد. وجود

نیست. احتیاجی Z به z به y از حرکت در که می�دهیم نشان اکنون بگذرد. Z از مسیر این است لازم

نمی�رسیم. x+ p به (۴.٢.۴) قضیه به توجه با بنابراین

که می�گیریم نظر در گونه�ای به را رئوس از {y, Z, z} دنباله�ی

y, z ∈ {٠} ∪ {١, ٢, ..., k − α− ١, k − α, k + ١}

∪{n− ١, n− ٢, ..., n− (k − α− ٢), n(k − α), n− (k + ١)}.

z به y از می�توان که می�شود دیده نباشند {k + ١, n − (k + ١)} به متعلق z و y از هیچ�کدام اگر

:Z رأس از عبور بدون رسید
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طول به دیگری و k طول به یکی حرکت، دو با آن�گاه z = k − α و y = n− (k − α) اگر (a

داریم α ≥ ١ و ٢k ≥ ٣α+ ٢ به توجه با اولا که رسید، z به y از می�توان k − ٢α

k − α− ١ ≥ k − α− ٢ ≥ −k + α + ٢ =⇒ k − ٢α ∈ J

باید وگرنه نیست Bn+١ در یال انتهای k − α زیرا است امکان�پذیر k − α به α از حرکت ثانیاً

است. ممکن غیر که ،k − α = ١

دیده وضوح به و .|y − z| ≤ ٢k − ٢α− ٢ آن�گاه z ̸= k − α و y ̸= n− (k − α) اگر (b

ممنوعه یال�های از و رسید z به y از می�توان است J به متعلق آن�ها طول�های که حرکت دو با که می�شود

x+p (mod n) به دست�یابی و نمی�کند z به y از رسیدن برای کمکی ،Z از استفاده بنابراین نکرد. عبور

است. ممکن غیر

رأس یک از که رأسی دورترین آن�گاه باشند {k+١, n−(k+١)} به متعلق z یا y از یکی اگر حال

،x′ = x+(r−٢)k+(k+١)+(k−α) (mod n) با است برابر و نامیده x′ را می�آید دست به x

ممکن دنباله� طولانی�ترین که (t, Z, z) دنباله و حرکت برای ممکن طول طولانی�ترین از بار r − ٢ از که

x+ p به بنابراین x′ = x+ rk− α+ ١ = x+ p+ ١ (mod n) اما است، شده استفاده است

.z = k + ١ و y = n− (k + ١) می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون بعد به این از نمی�رسیم.

به شود استفاده k طول به حرکت r − ٢ از اگر

x+ (r − ٢)k + ٢(k + ١) = x+ rk + ٢ ̸= x+ p (mod n)

برابر آمده دست به نقطه�ی دورترین آن�گاه شود استفاده k طول با حرکت r − ۴ ازحداکثر اگر می�رسیم.

x+ (r − ۴)k + ٢(k − α− ١) + ٢(k + ١) = x+ p− α (mod n)

حرکت یک باید آن�گاه کنیم استفاده k طول به حرکت r − ٣ از اگر نمی�رسیم. x+ p به هم باز و است

طول که ،(r− ٣)k + ٢(k + ١) + (k− α− ٢) = p این�رو از باشیم داشته k− α− ٢ طول به

متعلق z = k + ١ و y = n− (k + ١) چون این بر علاوه و است Bn+١ در ممنوعه یال�های دقیق

استفاده که می�شود دیده ،|B١
n+١| = |B٢

n+١| = r − ١ و شده�اند ظاهر Bn+١ تعریف در و مسیر به

است. غیرممکن شده خواسته طول با یال از
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آورد. دست به را p تا ٠ بین رأس هر می�توان Z از حرکت r حداکثر با که می�دهیم نشان سوم: گام

صورت آسانی به G١٣ مطالعه و n + ١ = ١٣ سپس k − α = ٢ k.(اگر − α ≥ ٣ کنیم فرض

می�گیرد.)

رئوس با Z رأس جز ١ رأس

n+١−k, n+١−(k−α−١), n+١−(k−α−٢), ..., n−١, ٠, ٢, ..., k−α−٢, k−α, k+١

مانند نیز ٢, ٣, ..., k − α− ٢, k − α, k + ١ رئوس ({١, k − α− ١} ∈ Bn+١ است.( مجاور

حرکت r حداکثر با ١ رأس از که می�دانیم ١ گام به توجه با مجاورند. Z با n + ١ − (k − α − ٢)

رأس موارد، همه�ی در آورد. دست به −(k−α− ٢) طول با حرکت در را p تا ٢ بین رأس هر می�توان

r حداکثر با Z از بنابراین می�آید. دست به حرکت یک در هم Z از حرکت، اولین در ١ از آمده دست به

هم p تا n− ٢ برای مطلب این تقارن به توجه با آورد. دست به را p تا ٢ بین رأس هر می�توان حرکت

(۵.۴) می�آیند.شکل دست به Z از حرکت ٢ دقیقاً در n− ١ و ١ و ٠ رئوس سرانجام است. برقرار

نامتناهی گراف ۵.۴

همه�ی مجموعه�ی آن در شناسایی ١-کد مجموعه تنها که است موجود نامتناهی گراف یک .۵.١.۴ قضیه

است. گراف رئوس

می�گیریم: نظر در زیر شکل به را G = (V,E) گراف برهان.

V = V١ ∪ V٢

E = E١ ∪ E٢ ∪ E٣.

آن در که

V١ = {...,−١−,٣, ١, ٣, ...}

V٢ = {...,−۴,−٢, ٠, ٢, ۴, ...}،

E١ = {{i, j} : i ∈ V١, j ∈ V١, i ̸= j}،



٧٣ نامتناهی گراف .۵.۴

فرد n+ ١ که Gn+١ گراف از قسمتی :۵.۴ شکل

E٢ = {{i, j} : i ∈ V٢, j ∈ V٢, i ̸= j}،

E٣ = {{i, j} : i ∈ V١, j ∈ V٢, i > j}.

.C = V می�دهیم نشان باشد G گراف برای شناسایی ا-کد یک C ⊆ V مجموعه کنیم فرض

،i ∈ Z هر برای

B٢)١i+ ١)∆B٢)١i+ ٣) = {٢i+ ٢}, B١(٢i)∆B٢)١i+ ٢) = {٢i+ ١}.

رأس دو هر متقارن تفاضل از حاصل مجموعه از عضو یک حداقل است. متقارن تفاضل نماد ∆

حال شوند. جدا یکدیگر از شناسایی کد توسط رأس دو آن تا می�باشد، شناسایی ا-کد مجموعه در متمایز

دو هر همسایه و آن�ها بین فرد رأس متوالی زوج رأس دو هر متمایز همسایه شده معرفی گراف به توجه با

کل متقارن تفاضل این حاصل i ∈ Z هر ازای به بنابراین است. آن�ها بین زوج رأس متوالی فرد رأس

.C = V نتیجه در می�شود، Z مجموعه



٧۴ گراف�ها در احاطه�گرمکانی و شناسایی کد اندازه�های حدود .۴

احاطه�گرمکانی ۶.۴

برای کران�هایی بخش این در کردیم. ارائه r−کدشناسایی اندازه برای پایینی و بالا کران�های ٢ بخش در

می�کنیم. ارائه گراف یک در r−احاطه�گرمکانی

V = {v١, v٢, ..., vn} رئوس با r−شناسایی قابل گراف یک G = (V,E) کنید فرض .۶.١.۴ لم

نظر در را C∗ = {c∗١, c∗٢, ..., c∗m} ⊈ V و C = {c١, c٢, ..., cm} ⊆ V مجموعه�های باشد.

یک C صورت این در .C∗ ∪ V = V ∗ که داریم شکل این به را G∗ = (V ∗, E∗) گراف می�گیریم.

باشد. G∗ برای r−احاطه�گرمکانی یک C∗ اگر تنها و اگر است G برای شناسایی r−کد

قضیه صورت در که گونه�ای به را G∗ = (V ∗, E∗) و G = (V,E) گراف�های کنیم فرض برهان.

باشیم داشته اگر صورت دراین باشد. G برای شناسایی r−کد یک C مجموعه و باشیم داشته شد گفته

E∗ = E ∪ {{c∗i , vj} : {ci, vj}} ∈ E} ∪ {{ci, c∗i } : ١ ≤ i ≤ m}.

جدا یکدیگر از و پوشیده C مجموعه توسط رئوس همه�ی و است شناسایی r−کد یک C چون آن�گاه

است. G∗ برای r−احاطه�گرمکانی یک C∗ بنابراین مجاورند Ciها همسایه�های با هم ∗Cها
i و می�شوند

گونه�ای به را C ⊆ V ∗\C∗ آن�گاه ∗Gباشد برای یکr−احاطه�گرمکانی C∗ کنیم فرض برعکس:

مجاورند c∗i با که می�کنیم انتخاب را ciهایی واقع در باشد. G برای شناسایی r−کد که می�کنیم انتخاب

گراف برای C صورت این در باشند. یکسان باهم ci و c∗i همسایه�های ٠ ≤ i ≤ m برای همچنین و

دست به راحتی به گراف این می�آید،(البته دست به G∗ از C∗
i با مرتبط یال�های و رئوس حذف از که G

است. شناسایی r−کد یک شوند.) بررسی c∗i با مجاور رئوس همسایه�های باید و نمی�آید

همچنین .n ≥ ٢ و r ≥ ١ طوری�که به باشند صحیح عدد دو n و r کنید فرض .۶.١.۴ قضیه

مجموعه یک C ⊆ V اگر باشد. رأس n با جهت بدون همبند گراف یک G = (V,E) کنید فرض

.|C|+ ٢|C| ≥ n+ ١ آن�گاه باشد r−احاطه�گرمکانی

دارای و جهت بدون و همبند گراف یک G = (V,E) و باشد برقرار قضیه شرایط کنیم فرض برهان.

،v ∈ V \ C رئوس همه�ی برای آن�جایی�که از باشد. r−احاطه�گرمکانی یک C ⊆ V و باشد رأس n



٧۵ احاطه�گرمکانی .۶.۴

n − c مساوی یا بیشتر C مجموعه�های زیر تعداد است، متمایز و ناتهی Kc,r(v) = C ∩ Br(v)

بنابراین باشد داشته C در خود به مخصوص مجموعه�ای زیر v ∈ V \ C رأس هر تا است

٢|C| − ١ ≥ n− |C|.

باشد رأس n با G جهت بدون همبند گراف برای r−احاطه�گرمکانی می�نیمم مجموعه C اگر .۶.٢.۴ لم

.|C| ≤ n− ١ آن�گاه

باشند. r−احاطه�گرمکانی می�نیمم درمجموعه رئوس همه�ی نیست لازم است Gهمبند چون برهان.

است. n− ١ آن در r−احاطه�گرمکانی مجموعه اندازه که است گرافی کامل گراف .۶.١.۴ مثال
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Abstract
In this thesis we present identifying codes and locating-dominating codes

in graphs. We study the smallest cardinalities of these codes in any con-

nected undirected graph and in particular in trees. We prove that in a tree

with n vertices, any identifying code contains at least 3(n+ 1)

7
vertices,

and, in a tree of order n ≥ 4 , with l leaves and s support vertices contains

at least 3(n+ l − s+ 1)

7
vertices. We show that for a tree T with n ≥ 3

vertices

n+ l − s+ 1

3
≤ γL(T ) ≤

n+ l − s

2
.

We also characterize the trees satisfying γL(T ) = γ(T ) and M(T ) = γ(T ).

Moreover we investigate the complete q−ary trees, and obtain the min-

imum cardinalities of a identifying code and r−locating-dominating code

in these trees.

Keywords: locating-dominating code; identifying code
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