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دایا...١
مردنی و نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به

می�داری. دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا

تنها تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو

چشمان در امید برق که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگی بزرگ لذت

خوب نمی�توانم می�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروی بزنم. حرف

از من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

ت دا وم،باز ھا ن ھا ا
ت... ن دا ه ن اوجا

شریعتی. علی دکتر از ١مناجاتی



اری... پاس
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

تشکر صمیمانه جعفری، دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و

این سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که راد جعفری دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله،

ی مالا و با ز
۱۳۹۱
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١ فصل

مقدماتی تعاریف و پژوهش پیشینه



مقدمه ١.١

رأس�های که می�شود تعریف صورت این به می�دهیم، نشان ∁(G,X) با را آن که ،G متناهی گروه جابجایی گراف

.xy = yx اگر می�شوند وصل هم به y و x متمایز رأس دو و است G از X زیرمجموعه�ی گراف این

گرفته قرار مطالعه مورد آن�ها از متنوعی مجموعه�های زیر و گروه�ها از وسیعی رده�ی برای جابجایی گراف مفهوم

از بسیاری توجه است، G از تزویج رده�ی یک X که زمانی متقارن، گروه جابجایی گراف بررسی ویژه به است.

مرتبه�ی از گروه�هایی جابجایی گراف بررسی به ،(١٩۵۵) ١ همکاران و براور است. نموده جلب خود به را محققان

حاصل وسیله�ی به شده تولید متناهی گروه�های جابجایی گراف ،(١٩٧١) ٣ برند و ٢ فیشر پرداختند. زوج عددی

جابجایی گراف ،(٢٠٠٢) ۴ همکاران و سگو پرداختند. آن�ها مطالعه� به و کردند معرفی را ترانهش سه ضرب

(٢٠٠۴) ،(٢٠٠٣) ۵ همکاران و بیت کردند. بررسی را An نوع از ایزوتروپ نا گروه�های و ساده متناهی گروه�های

دادند. قرار بررسی مورد را اینولوشن، گراف گراف�ها، این کلی�تر حالت�های و داده ادامه را فیشر کار ،(٢٠٠٧) و

دادند. قرار مطالعه مورد را عام و خاص خطی گروه�های جابجایی گراف ،(٢٠٠۶) عبداللهی٧ ۶و اکبری

به مربوط قضایای و داده قرار مطالعه مورد کامل طور به را متقارن گروه جابجایی گراف همبندی ،(٢٠٠۶) باندی٨

بررسی مورد را Sn از همبند گراف�های قطر آن از استفاده با پایان�نامه این در که است، نموده اثبات و بیان را آن

می�دهیم. قرار

شده�اند. گرفته ،[٧] مرجع از قسمت این در رفته کار به گراف) به (مربوط قضایای و تعاریف

از V (Γ) ناتهی مجموعه�ی یک از شده تشکیل که است (V (Γ), E(Γ), ψ(Γ)) مرتب سه�تایی یک ،Γ گراف

رأس�های از نامرتب زوج یک ،Γ یال هر به که ψ(Γ) وقوع تابع یک و یال�ها از E(Γ) مجموعه�ی یک رأس�ها،

می�دهد. نسبت را Γ
١Brauer
٢Fischer
٣Bernd
۴Segev
۵Bate
۶Akbari
٧Abdollahi
٨Bundy



٣ مقدمه .١.١

یال یک از بیش آن، رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه�ای هیچ اگر است، ساده گراف، یک .١.١.١ تعریف

نباشد.

و رئوس مجموعه�ی �Γ دلخواه گراف هر می�گیریم.برای نظر در جهت بدون و ساده را گراف�ها بعد به این از

واقع یال�های تعداد برابر ،dΓ(v) ،Γ در v رأس درجه می�دهیم. نمایش E(Γ) و V (Γ) با ترتیب به را Γ یال�های

تعداد Γ مرتبه می�دهیم. نشان ∆(Γ) و δ(Γ) با ترتیب به را Γ رأس�های درجه�ی بیشترین و کمترین است. v بر

می�دهیم. نمایش |V (Γ)| با و است Γ رأس�های

نگاشت�های اگر ،(Γ١ ∼= Γ٢ می�شود نوشته (و می�شوند نامیده یکریخت ،Γ٢ و Γ١ گراف�های .٢.١.١ تعریف

باشیم: داشته که طوری به باشند، داشته وجود ϕ : E(Γ١) −→ E(Γ٢) و θ : V (Γ١) −→ V (Γ٢) دوسویی

کرده وصل یکدیگر به را v و u رأس�های e یال که .ψΓ٢(ϕ(e)) = θ(u)θ(v) اگر تنها و اگر ،ψΓ١(e) = uv

است.

،V (Λ) ⊆ V (Γ) اگر ،(Λ ⊆ Γ می�شود (نوشته است Γ گراف زیر ،Λ گراف می�گوئیم .٣.١.١ تعریف

باشد. شده حاصل E(Λ) به ψ(Γ) کردن محدود از ψ(Λ) و E(Λ) ⊆ E(Γ)

رأس�های مجموعه�ی که Γ از گرافی زیر باشد. V (Γ) از ناتهی مجموعه�ی زیر یک ،V ′ کنید فرض .۴.١.١ تعریف

زیر است، واقع V ′ در آن�ها سر دو هر که باشد Γ از یال�هایی همه�ی مجموعه�ی برابر یال�هایش مجموعه�ی و V ′ آن

گراف زیر یک Γ [V ′] می�گوئیم همچنین می�شود. داده نمایش Γ [V ′] با و شده نامیده V ′ توسط شده القا گراف

است. Γ القایی

یال�ها و رأس�ها متناوب طور به آن جمله�های که W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk نا�تهی دنباله�ی .۵.١.١ تعریف

،١ ≤ i ≤ k برای که باشند. متمایز vk ،. . . ،v٠ رأس�های و ek ،. . . ،e١ یال�های هرگاه گوئیم مسیر یک را هستند

رأس�های را vk−١ ،. . . ،v١ Wو انتهای و مبدأ ترتیب به را vk و v٠ رأس��های هستند. vi و vi−١ ،ei انتهای دو

می�دهیم. نمایش Pk با را k طول به مسیر یک و است W طول k صحیح عدد می�نامند. آن داخلی



۴ مقدماتی تعاریف و پژوهش پیشینه .١

باشد. موجود Γ در مسیری ،Γ از v و u دلخواه رأس دو هر بین هرگاه گویند همبند را Γ گراف .۶.١.١ تعریف

نامند. ناهمبند را Γ درغیراین�صورت

می�دهیم،طول نشان dΓ(u, v) با که ،Γ در v و u بین فاصله�ی باشند، همبند Γ در v و u اگر .٧.١.١ تعریف

نشان diam(Γ) با و نامیم Γ قطر را ،Γ رأس دو بین فاصله�ی بیشترین است. Γ در v و u بین مسیر کوتاه�ترین

می�دهیم.

دیسک امین i را ،∆i(x) = {y ∈ V (Γ) : d(y, x) = i} ،i ∈ N هر و x ∈ V (Γ) هر برای .٨.١.١ تعریف

می�نامیم. x

طول به دوری و گوئیم دور یک را باشد یکی آن انتهای و مبدأ و بوده مثبت طول دارای که مسیری .٩.١.١ تعریف

می�دهیم. نمایش Ck با را k

با را رأس n با کامل گراف گوئیم. کامل گراف را باشد مجاور آن متمایز رأس دو هر که گرافی .١٠.١.١ تعریف

می�دهیم. نشان Kn

با منتظم یک گراف و باشد n برابر آن رئوس تمام درجه گاه هر می�نامیم -منتظم n را Γ گراف .١١.١.١ تعریف

می�دهیم. نمایش n
٢K٢ با را باشد K٢ از کپی�هایی صورت به که رأس، n

گراف زیر گاه هر گوئیم خوشه یک را Γ رئوس از Λ مجموعه زیر باشد گراف یک Γ کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

اندازه ماکزیمم می�نامیم. کامل مجموعه�ی یک را ،V (Λ) ،Λرئوس مجموعه�ی و باشد کامل گراف یک Λ از القایی

می�دهیم. نشان ω(Γ) با و نامیم Γ خوشه�ای عدد را ،Γ در خوشه یک

آن رئوس از یکی به را رنگ k از یک هر بتوان که صورتی در گوئیم، پذیر رنگ −k را Γ گراف .١٣.١.١ تعریف

Γ نباشد، آمیزی رنگ قابل رنگ k از کمتر با Γ اگر نباشند. همرنگ مجاور رأس دو هیچ بطوریکه داد، تخصیص

است. k برابر χ(Γ) یعنی Γ رنگی عدد گوئیم معادل بطور یا می�گوئیم، رنگی −k را

Γ در S از رأسی دو هیچ گاه هر می�نامیم مستقل مجموعه�ی یک را V (Γ) از S مجموعه زیر .١۴.١.١ تعریف

می�دهیم. نشان α(Γ) با و گوییم Γ استقلال عدد را S از اندازه ماکزیمم نباشند. مجاور



۵ مقدمه .١.١

وجود Γ رئوس مجموعه�ی از V = S +K مانند افرازی گاه هر گوئیم دو�مؤلفه�ای را Γ گراف .١۵.١.١ تعریف

باشد. کامل مجموعه�ای K و مستقل مجموعه�ای S بطوریکه، باشد داشته

رأس دو که (یالی پیوندی یال دو هیچ اگر می�نامیم تطابق یک را E(Γ) از M مجموعه�ی زیر .١۶.١.١ تعریف

یالی بر Γ رأس هر اگر گوئیم کامل Mرا تطابق باشند. نداشته مشترک رأس آن در می�کند)، وصل هم به را متمایز

باشد. واقع M از

کرد افراز Y و X قسمت دو به بتوان را آن رئوس مجموعه هرگاه گوئیم، بخشی دو را Γ گراف .١٧.١.١ تعریف

وصل Y از رأس هر به X از رأس هر چنانچه باشد. داشته Y در انتها یک و X در انتها یک یال هر بطوریکه

در رئوس تعداد ترتیب به s و r آن در که می�دهیم، نشان Kr,s با معمولا و نامیم بخشی دو کامل گراف را Γ باشد

است. Y و X

یک حداقل دارای Γ یال هر طوریکه به است، V (Γ) از K مجموعه�ی زیر Γ گراف پوشش یک .١٨.١.١ تعریف

می�دهیم. نمایش β(Γ) با و نامیم Γ پوششی عدد را Γ پوشش مینیمم در رأس�ها تعداد باشد. K در انتها

رأس�های مجموعه دارای می�دهیم، نشان Γ١ [Γ٢] با که Γ٢ و Γ١ گراف�های حلقوی ضرب .١٩.١.١ تعریف

یال�های ومجموعه {(x, y)|x ∈ V (Γ١), y ∈ V (Γ٢)}

{{(x١, y١), (x١, y٢)} | {y١, y٢} ∈ E(Γ٢)} ∪ {{(x١, y١), (x٢, y٢)} | {x١, x٢} ∈ E(Γ١)}

است.

Γ از پوشش یک V \ S اگر وتنها اگر است، مستقل S صورت این در .S ⊆ V (Γ) کنیم فرض .٢٠.١.١ لم

باشد.

نباشد S در Γ از یالی هیچ انتهای دو هر اگر تنها و اگر است Γ از مستقل مجموعه یک S تعریف، بنابر برهان.

و اگر است درست مطلب این اما باشد. V \ S در انتها یک حداقل دارای یال هر اگر تنها و اگر آن، ارز هم یا و

باشد. Γ پوشش V \ S اگر تنها



۶ مقدماتی تعاریف و پژوهش پیشینه .١

.α(Γ) + β(Γ) = n(Γ) صورت این در باشد. گراف یک Γ کنید فرض .٢١.١.١ لم

V \K قبل، لم بنابر این�صورت در باشد. Γ مینیمم پوشش K و ماکسیمم مستقل مجموعه S کنید فرض برهان.

همچنین، n(Γ)− β(Γ) = |V \K| ≤ α(Γ) لذا است، Γ برای پوشش یک V \ S و مستقل مجموعه یک

n(Γ)− α(Γ) = |V \ S| ≥ β(Γ) ⇒ n(Γ)− β(Γ) ≥ α(Γ) ⇒ n(Γ)− β(Γ) = α(Γ) ⇒

α(Γ) + β(Γ) = n(Γ).

است G عناصر از مجموعه�ای G در Ω ساز مرکز ،G گروه از Ω نا�تهی مجموعه�ی زیر هر برای .٢٢.١.١ تعریف

می�دهیم. نشان Z(G) با را G گروه مرکز همچنین می�دهیم. نشان CG(Ω) با و می�شوند جابجا Ω عضو هر با که

مرکز حول دوران n توسط آنگاه بگیریم، نظر در صفحه یک در را منتظم ضلعی -n یک اگر .٢٣.١.١ تعریف

انعکاس n و ساعت عقربه�های خلاف جهت در ،k ∈ {١,٢, . . . , n} برای رادیان، ٢kπ
n

اندازه به ضلعی -n

و دوران�ها این تمام مجموعه�ی نمود. منطبق خودش بر را ضلعی -n می�توان ضلعی، -n تقارن محور n به نسبت

که می�دهد منتظم ضلعی -n یک تقارن�های گروه نام به گروه یک تشکیل توابع، ترکیب عمل با همراه انعکاس�ها

می�نامیم. نیز دو�وجهی گروه امین -n را D٢n می�دهیم. نمایش D٢n با

G در H راست تراگرد یک را G از T مجموعه�ی زیر باشد. G زیرگروه یک H کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف

باشد. شامل را H راست همدسته هر از عضو یک فقط T که صورتی در می�نامیم

روی متقارن گروه را G صورت این در ،Ω = {١,٢, . . . , n} که G = Sym(Ω) کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف

ثابت g وسیله�ی به که است Ω از نقاطی مجموعه�ی ،g (محمل) ساپورت ،g ∈ G هر برای و می�نامیم حرف n

نگه ثابت g وسیله�ی به که است Ω از نقاطی مجموعه Fix(g) می�دهیم. نمایش supp(g) با و نشوند داشته نگه

می�شوند. داشته



٧ مقدمه .١.١

معین Ω در ارزی هم رده�ی باشد. Ω = {١,٢, . . . , n} مجموعه�ی جایگشت یک σ کنیم فرض .٢۶.١.١ تعریف

ارزی هم رابطه�ی با شده

∀ a, b ∈ Ω a ∼ b⇐⇒ ∃n ∈ Z s.t b = σn(a).

.orbσ(a) = {σn(a) : n ∈ Z} می�نویسم و هستند σ مدارهای

عنصر یک از بیش شامل مدار یک حداکثر دارای اگر می�نامیم دور یک را σ ∈ Sn جایگشت .٢٧.١.١ تعریف

نشان (i١, i٢, . . . , ir) با را r طول به دور یک است. آن مدار بزرگترین در عناصر تعداد دور یک طول باشد.

می�دهیم.

،X از x هر و G از g هر به�ازای کنید فرض بگیرید. درنظر را X ناتهی مجموعه�ی و G گروه .٢٨.١.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود می�دهیم نشان x • g علامت با را آن که X از یکتایی عضو

و ،x • ١ = x ،X از x هر به�ازای (١)

.x • (g١g٢) = (x • g١) • g٢ ،X از x هر و G از g٢ و g١ هر به�ازای (٢)

از x • g به�جای نوشتن، در سهولت برای گویند. X بر G عمل را • و می�کند عمل X بر G گوئیم دراین�صورت

می�کنیم. استفاده xg

نقطه�ی) (یا عضو g گوئیم .x ∈ X و g ∈ G و کند عمل X مجموعه�ی بر G گروه کنید فرض .٢٩.١.١ تعریف

هسته�ی را نگه�می�دارند ثابت را X عضو هر که G از اعضایی مجموعه�ی .xg = x هرگاه می�دارد نگه ثابت را x

می�نامند. عمل

مجموعه�ی دراین�صورت ،x ∈ X و کند عمل X نا�تهی مجموعه�ی بر G گروه کنید فرض .٣٠.١.١ تعریف

می�دهند. نشان StG(x) علامت با و می�نامند G در x پایدارساز را {g ∈ G | xg = x}

گوییم می�کنیم: تعریف چنین X در را ∼ رابطه�ی کند. عمل X مجموعه بر G گروه کنید فرض .٣١.١.١ تعریف

است. X در هم�ارزی رابطه�ی یک ∼ رابطه�ی .x١g = x٢ ،g مانند G از عضوی ازای به در�صورتی�که x١ ∼ x٢



٨ مقدماتی تعاریف و پژوهش پیشینه .١

هم�ارزی رده آنگاه x ∈ X اگر می�نامیم. G-مدار، یک اوقات از گاهی یا عمل، مدار یک را هم�ارزی رده�ی هر

با می�دهیم. نشان ( Orb(x) با مختصرا (یا OrbG(x) علامت با را آن و می�نامیم G در x مدار را x شامل

عده�ی باشد، متناهی مجموعه�ای OrbG(x) که صورتی در .OrbG(x) = {xg | g ∈ G} فوق، تعریف به توجه

می�نامیم. G در x مدار طول را آن اعضای

با را φg : X −→ X تابع ،G از g هر برای کند. عمل X مجموعه�ی بر G گروه کنید فرض .٣٢.١.١ قضیه

g 7−→ φg ضابطه�ی با φ : G −→ Sx نگاشت و φg ∈ Sx در�این�صورت می�کنیم. تعریف xφg = xg ضابطه�ی

است. برابر عمل هسته�ی با آن هسته�ی که است همریختی یک

دراین�صورت، .x ∈ X و کند عمل X مجموعه�ی بر G گروه کنید فرض (مدار-پایدارساز) .٣٣.١.١ قضیه

اگر بالاخص دارد. وجود G در St(x) راست همدسته�های همه�ی مجموعه�ی و Orb(x) بین یک�به�یک تناظری

.|G : St(x)| = |Orb(x)| آنگاه باشد متناهی Orb(x)



٢ فصل

Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف



مقدمه ١.٢

و قضایا و می�پردازیم ،Qn و D٢n گروه�های جابجایی گراف معرفی به آن در که است، بخش دو شامل فصل این

،∁(G,G−Z(G)) جابجایی گراف ساختار اول، بخش در می�نمائیم. اثبات و بیان مفهوم این مورد در را نتایجی

آن پوششی عدد و خوشه عدد استقلال، عدد و داده قرار مطالعه مورد را است، مذکور گروه�های از یکی G آن در که

سپس می�پردازیم. کلی�تر صورت به ،∁(D٢n,Ω) جابجایی گراف بررسی به دوم، بخش در می�آوریم. دست به را

می�آوریم. دست به گراف�ها این برای را ... و قطر رنگی، عدد خوشه، عدد مانند پارامترهایی

G− Z(G) رئوس مجموعه�ی با جابجایی گراف اساسی خواص ٢.٢

X = G−Z(G)رئوس مجموعه�ی دارای ،∁(G,X) جابجایی گراف آورده�ایم، [١٩] مرجع از که بخش، این در

نمایش Γ(G) با را ∁(G,X) .xy = yx هرگاه می�شوند، وصل هم به یال یک با y و x متمایز رأس دو است.

می�کنیم: تعریف زیر صورت به ترتیب به را یافته تعمیم کواترنیون گروه و دووجهی گروه می�دهیم.

D٢n =< a, b|an = b٢ = ١, b−١ab = a−١ >

و

Qn =< c, d|d۴ = c٢
n−١

= ١, d٢ = c٢
n−٢

, d−١cd = c−١ > .

باشد. G در Z(G) تراگرد یک T = {١, x١, x٢, . . . , xm−١} و ،m ≥ ۴ ،[G : Z(G)] = m کنید فرض

از عنصر دو هر می�شوند.بنابراین جابجا هم با ،١ ≤ i ≤ m − ١ ،xiZ(G) همدست از عنصر دو هر وضوح به

می�گیریم، نظر در طوری را Γ(G) جابجایی گراف از Γu(G) القایی زیرگراف می�شوند. متصل هم به همدست� این

باشد. T − ١ = {x١, x٢, . . . , xm−١} آن رأس�های مجموعه که

.l = |Z(G)| آن در که ،Γ(G) ∼= Γu(G) [Kl]صورت این در باشد. ناآبلی گروه Gیک فرضکنید .١.٢.٢ قضیه

Z(G) از تراگرد یک T = {١, x١, x٢, . . . , xm−١} و ،Z(G) = {a١, a٢, . . . , al} کنیم فرض برهان.

لذا ،V (Γ(G)) = G − Z(G) تعریف بنابر .G = ∪m−١
i=١ xiZ(G) ∪ Z(G) صورت این در باشد، G در



١١ G− Z(G) رئوس مجموعه�ی با جابجایی گراف اساسی خواص .٢.٢

.xiZ(G) = {xia١, xia٢, . . . , xial} ،١ ≤ i ≤ m−١ ،i هر برای آن در که ،V (Γ(G)) = ∪m−١
i=١ xiZ(G)

به را φ نگاشت ،١ ≤ j ≤ l و ١ ≤ i ≤ m − ١ که ،j و i هر برای .V (Kl) = {١,٢, . . . , l} می�دهیم قرار

می�کنیم تعریف زیر صورت

φ :V (Γ(G)) −→ V (Γu(G) [Kl])

xiaj 7−→ (xi, j)

زیرا است تعریف خوش φ

xiaj = xkat =⇒ xiaj , xkat ∈ xiZ(G) =⇒ xi = xk =⇒ aj = at

=⇒ j = t =⇒ (xi, j) = (xk, t) =⇒ φ(xiaj) = φ(xkat).

.xiaj = xkat نتیجه در .j = t و xi = xk لذا .(xi, j) = (xk, t) آنگاه ،φ(xiaj) = φ(xkat) اگر

است. یک به یک φ بنابراین

نیز پوشا φ لذا ،φ(xiaj) = (xi, j) که دارد وجود aj ∈ Z(G) ،(xi, j) ∈ V (Γu(G) [Kl]) هر ازای به

است. سویی دو φ بنابراین هست.

و ،xi = xk آنگاه باشند، همدست یک به متعلق xkat و xiaj اگر ،xiaj , xkat ∈ V (Γ(G)) هر ازای به

بنابراین .j, t ∈ E(Kl) پس است کامل گراف Kl چون

{xiaj , xkat} ∈ E(Γ(G)) ⇐⇒ {(xi, j), (xk, t)} ∈ E(Γu(G) [Kl]).

صورت این در باشند. متمایز همدسته�ی دو در xkat و xiaj کنیم فرض حال

{xiaj , xkat} ∈ E(Γ(G)) ⇐⇒ xiajxkat = xkatxiaj ⇐⇒

xixkajat = xkxiajat ⇐⇒ xixk = xkxi ⇐⇒

{xi, xk} ∈ E(Γ(G)) ⇐⇒ {(xi, j), (xk, t)} ∈ E(Γu(G) [Kl]).

.Γ(G) ∼= Γu(G) [Kl] بنابراین



١٢ Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف .٢

.ω(Γ(G)) = ω(Γu(G))|Z(G)| صورت این در باشد. ناآبلی متناهی گروه یک G کنید فرض .٢.٢.٢ لم

همدست دو هر برای صورت این در .|A| = ω(Γu(G)) که باشد Γu(G) برای خوشه�ای A می�کنیم فرض برهان.

Γ(G) در b و a لذا .ab = ba آنگاه باشد b ∈ yZ(G) و a ∈ xZ(G) اگر ،x, y ∈ A که yZ(G) و xZ(G)

نتیجه در است. Γ(G) از خوشه�ای X = ∪x∈AxZ(G) بنابراین مجاورند.

ω(Γ(G)) ≥ |X| = |A||Z(G)| = ω(Γu(G))|Z(G)| (١.٢)

اگر ،١ ≤ i ≤ m − ١ ،i هر برای .|A′| = ω(Γ(G)) که باشد Γ(G) برای خوشه�ای A′ می�کنیم فرض حال

،b ∈ A′ هر برای و ،aj ∈ Z(G) ،x = xiaj که دارد وجود x ∈ A′ ∩ xiZ(G) آنگاه A′ ∩ xiZ(G) ̸= ∅

لذا .xb = bx

xiajb = bxiaj =⇒ ajxib = ajbxi =⇒ xib = bxi (٢.٢)

داریم: ،(٢.٢) از استفاده با لذا ،y = xia که دارد وجود یی a ∈ Z(G) ،y ∈ xiZ(G) هر برای اکنون

∀b ∈ A′ yb = xiab = xiba = bxia = by =⇒ y ∈ A′ =⇒ xiZ(G) ⊆ A′.

که دارند وجود xi١ , xi٢ , . . . , xik ∈ T \ {١} نتیجه در

A′ = ∪k
j=١xijZ(G) ⇒ |A′| = k|Z(G)|

نتیجه در ω(Γu(G)) ≥ k بنابراین است. Γu(G) از خوشه�ای {xi١ , xi٢ , . . . , xik} همچنین،

ω(Γ(G)) = |A′| = k|Z(G)| ≤ ω(Γu(G))|Z(G)|

که می�گیریم نتیجه (٢.٢) و (١.٢) از بنابراین

ω(Γ(G)) = ω(Γu(G))|Z(G)|.



١٣ G− Z(G) رئوس مجموعه�ی با جابجایی گراف اساسی خواص .٢.٢

.α(Γ(G)) = α(Γu(G)) صورت این در باشد. ناآبلی متناهی گروه یک G کنید فرض .٣.٢.٢ لم

هر چون صورت، این در .|A| = α(Γ(G)) که باشد Γ(G) برای مستقل مجموعه�ای A �کنیم فرض برهان.

اکنون .|A ∩ xiZ(G)| ≤ ١ بنابراین متصل�اند، هم به ،xi ∈ T \ {١} ،xiZ(G) همدست از عنصر دو

چون .|A ∩ xiZ(G)| ̸= ∅ که می�گیریم نظر در T \ {١} از هایی xi شامل را Γu(G) از A′ مستقل مجموعه�ی

لذا .|A| = |A′| بنابراین |A ∩ xiZ(G)| ≤ ١

α(Γ(G)) = |A| = |A′| ≤ α(Γu(G)) (٣.٢)

بنابراین است. Γ(G) از القایی گراف زیر یک Γu(G) چون طرفی از

α(Γu(G)) ≤ α(Γ(G)) (۴.٢)

داریم (۴.٢) و (٣.٢) بنابر لذا

.α(Γ(G)) = α(Γu(G))

صورت این در باشد. ناآبلی متناهی گروه یک G کنید فرض .۴.٢.٢ لم

β(Γ(G)) = β(Γu(G)) + (m− ١)(|Z(G)| − ١).



١۴ Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف .٢

داریم (٣.٢.٢) و (٢١.١.١) لم�های و (١.٢.٢) قضیه�ی از استفاده با برهان.

β(Γ(G)) = n(Γ(G))− α(Γ(G))

= n(Γu(G) [Kl])− α(Γu(G))

= (m− ١)|Z(G)| − (n(Γu(G))− β(Γu(G)))

= (m− ١)|Z(G)| − (m− ١− β(Γu(G)))

= (m− ١)|Z(G)|+ β(Γu(G))− (m− ١)

= β(Γu(G)) + (m− ١)(|Z(G)| − ١).

شود. می� ثابت حکم لذا

∁(D٢n, D٢n − Z(D٢n))جابجایی گراف ویژگی�های

،∁(G,X) جابجایی گراف با رابطه در را نتایجی و قضایا گفتیم قبل بخش در که آنچه به توجه با قسمت این در

گروه ،n ≥ ٣ ،n طبیعی عدد هر برای می�نمائیم. اثبات و بیان ،X = D٢n − Z(D٢n) و G = D٢n آن در که

کردیم تعریف زیر صورت به را دووجهی

D٢n =< r, s|rn = s٢ = ١, s−١rs = r−١ > .

و Ω١ =
{
r, r٢, . . . , rn

}
می�دهیم قرار .D٢n =

{
r, r٢, . . . , rn, sr, sr٢, . . . , srn

}
بنابراین

.Ω٢ =
{
sr, sr٢, . . . , srn

}
.CD٢n(sr

i) = {e, r
n

٢ , sri, sr
n

٢+i
} ،١ ≤ i ≤ n ،i هر برای آنگاه باشد زوج n اگر .۵.٢.٢ لم



١۵ G− Z(G) رئوس مجموعه�ی با جابجایی گراف اساسی خواص .٢.٢

،j هر برای برهان.

srisrj = srjsri ⇐⇒ s(risri)rj−i = srj−i(risri) ⇐⇒ ssrj−i = srj−is

⇐⇒ rj−i = srj−is⇐⇒ rj−i = ri−jss⇐⇒ rj−i = ri−j

⇐⇒ j − i ≡ i− j(mod n) ⇐⇒ ٢j − ٢i ≡ ٠(mod n)

⇐⇒ ٢(j − i) = nk ⇐⇒ (j − i) =
nk

٢ k ∈ Z

این تناوبی طور به j ، kها سایر برای و ،j = i+ n
٢ و j = i داریم ،k = ١ و k = ٠ برای ترتیب به حال

،j هر برای همچنین می�کند. اختیار را مقدار دو

srirj = rjsri = rj−i(risri) = rj−is⇐⇒ srj+i = rj−is = sri−j

⇐⇒ rj+i = ri−j ⇐⇒ j + i ≡ i− j(mod n)

⇐⇒ ٢j ≡ ٠(mod n) ⇐⇒ ٢j = nk ⇐⇒ j =
nk

٢ k ∈ Z

تناوبی طور به j ، kها سایر برای و ،j = n

٢ و j = ٠ ترتیب به آنگاه ،k = ١ و k = ٠ اگر قبل حالت مشابه

.CD٢n(sr
i) = {e, r

n

٢ , sri, sr
i+
n

٢ } لذا می�کند. اختیار را مقدار دو این

.CD٢n(sr
i) = {e, sri} ،١ ≤ i ≤ n ،i هر برای آنگاه باشد، فرد n اگر .۶.٢.٢ لم

،j هر برای قبل لم مشابه برهان.

srisrj = srjsri ⇐⇒ ri−j = rj−i

⇐⇒ ٢(i− j) ≡ ٠(mod n) ⇐⇒ ٢(i− j) = nk k ∈ Z

همچنین .srj = sri ،j هر برای نتیجه در .i ≡ j(mod n) بنابراین است. زوج k پس است، فرد n چون

،j هر برای

srirj = rjsri ⇐⇒ rj+i = ri−j ⇐⇒ ٢j = nk k ∈ Z



١۶ Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف .٢

.CD٢n(sr
i) = {e, sri} درنتیجه .rj = rn = e بنابراین باشد. زوج باید k پس است، فرد n چون

هستند. ایزومورف Γu(D٢(٢n)) و Γ(D٢n) گراف�های ،n فرد طبیعی عدد هر برای [١٧] .٧.٢.٢ لم

برقرارند: زیر عبارات n زوج طبیعی عدد هر برای .٨.٢.٢ قضیه

ω(Γu(D٢n)) =
n

٢ − ١( الف

α(Γu(D٢n)) =
n

٢ + ١( ب

.β(Γu(D٢n)) =
n

٢ − ٢( ج

.[D٢n : Z(D٢n)] = n لذا .Z(D٢n) = {١, a
n

٢ } ،(۶.٢.٢) و (۵.٢.٢) لم�های به توجه با ( الف برهان.

لذا است. D٢n در Z(D٢n) از تراگرد یک T = {١, a, a٢, . . . , a
n

١−٢
, b, ba, . . . , ba

n

١−٢
} بنابراین

یک A = {ai : ١ ≤ i ≤ n

٢ − ١} مجموعه�ی .n(Γu(D٢n)) = |T \ {١}| = n

٢ − ١+ n

٢ = n− ١

ماکزیمم خوشه�ی یک A لذا است. صفر نیستند A در که رأس�هایی درجه�ی و است، Γu(D٢n) از خوشه

لذا .B ⊆ A آنگاه باشد، Γu(D٢n) از خوشه یک B اگر بنابراین است. Γu(D٢n)

ω(Γu(D٢n)) = |A| = n

٢ − ١.

Γu(D٢n) برای مستقل مجموعه�ای Aj = {aj , b, ba, . . . , ba
n

١−٢
} ،١ ≤ j ≤ n

٢ − ١ ،j هر برای ( ب

بنابراین متصل�اند، هم به {ai : ١ ≤ i ≤ n

٢ − ١} عضو دو هر چون است.

α(Γu(D٢n)) = |Aj | =
n

٢ + ١.

داریم (٢١.١.١) قضیه�ی از استفاده با ( ج

α(Γu(D٢n)) + β(Γu(D٢n)) = n(Γu(D٢n)) =⇒
n

٢ + ١+ β(Γu(D٢n)) = n− ١

=⇒ β(Γu(D٢n)) = n− ١− n

٢ − ١ =
n

٢ − ٢.



١٧ G− Z(G) رئوس مجموعه�ی با جابجایی گراف اساسی خواص .٢.٢

برقرارند: زیر عبارات ،n طبیعی عدد هر برای .٩.٢.٢ قضیه

آنگاه باشد، زوج n اگر ( ١

.ω(Γ(D٢n)) = n− ٢ ( الف

.α(Γ(D٢n)) =
n

٢ + ١ ( ب

.β(Γ(D٢n)) =
٣n
٢ − ١ ( ج

آنگاه باشد، فرد n اگر ( ٢

.ω(Γ(D٢n)) = n− ١ ( الف

.α(Γ(D٢n)) = n+ ١ ( ب

.β(Γ(D٢n)) = n− ٢ ( ج

( ١ برهان.

داریم (٢.٢.٢) لم بنابر ( الف

ω(Γ(D٢n)) = ω(Γu(D٢n))|Z(D٢n)| = ٢(n٢ − ١) = n− ٢.

داریم (٣.٢.٢) لم بنابر ( ب

α(Γ(D٢n)) = α(Γu(D٢n)) =
n

٢ + ١.

داریم (۴.٢.٢) لم از استفاده با ( ج



١٨ Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف .٢

β(Γ(D٢n)) = β(Γu(D٢n)) + (m− ١)(|Z(G)| − ١)

=
n

٢ − ١+ (n− ٢)(١− ١)

=
n

٢ − ٢+ n− ١ = ٣n٢ − ٣.

( ٢

درنتیجه است. برقرار Γu(D٢(٢n)) مورد در (٨.٢.٢) قضیه�ی لذا است، زوج ٢n چون ( الف

ω(Γu(D٢(٢n))) =
٢n
٢ − ١ = n− ١.

.ω(Γ(D٢n)) = ω(Γu(D٢(٢n))) = n− ١ ،(٧.٢.٢) لم بنابر

α(Γ(D٢n)) = α(Γu(D٢(٢n))) =
٢n
٢ + ١ = n+ ١ داریم: قسمت(الف) مشابه استدلالی با ( ب

.β(Γ(D٢n)) = β(Γu(D٢(٢n))) =
٢n
٢ − ٢ = n− ٢ قبل، قسمت مشابه استدلالی با ( ج

∁(Qn, Qn − Z(Qn))جابجایی گراف ویژگی�های

،∁(G,X) جابجایی گراف با رابطه در را نتایجی و قضایا گفتیم ،(٢.٢) بخش در که آنچه به توجه با قسمت این در

می�نمائیم. اثبات و بیان ،X = Qn − Z(Qn) و G = Qn آن در که

صورت این در ،n ≥ ۴ کنید فرض .١٠.٢.٢ لم

.CQn(dc
i) = {١, c٢n−٢

, dci, dci+٢
n−٢} ( الف

.Z(Qn) = {١, c٢n−٢}( ب

،j هر برای ( الف برهان.

dcicj = cjdci ⇐⇒ dci+j = cj−i(cidci) ⇐⇒ dci+j = cj−id = dci−j ⇐⇒ ci+j =

cj−i ⇐⇒



١٩ G− Z(G) رئوس مجموعه�ی با جابجایی گراف اساسی خواص .٢.٢

٢j ≡ ٠(mod ٢n−١) ⇐⇒ ٢j = ٢n−١k ⇐⇒ j = ٢n−٢k.

دو این تناوبی طور به cj ها k سایر برای و ،cj = c٢
n−٢ آنگاه k = ١ اگر ،cj = e آنگاه k = ٠ اگر

،j هر برای همچنین می�کند. اختیار را مقدار

dcidcj = dcjdci ⇐⇒ d(cidci)cj−i = dcj−i(cidci) ⇐⇒ d٢cj−i = dcj−id = ddci−j ⇐⇒

cj−i = ci−j ⇐⇒ ٢(i− j) ≡ ٠(mod ٢n−١) ⇐⇒ i− j = ٢n−٢k k ∈ Z.

اختیار را مقدار دو این j نیز ها k سایر برای و ،j = i+٢n−٢ آنگاه k = ١ اگر ،j = i آنگاه k = ٠ اگر

.CQn(dc
i) = {١, c٢n−٢

, dci, dci+٢
n−٢} بنابراین می�کند.

.Z(Qn) = {١, c٢n−٢} داریم (الف)، قسمت به توجه با ( ب

برقرارند: زیر عبارات n ≥ ۴ برای .١١.٢.٢ قضیه

.ω(Γu(Qn)) = ٢n−٢ − ١ ( الف

.α(Γu(Qn)) = ٢n−٢ + ١ ( ب

.β(Γu(Qn)) = ٢n−٢ − ٢ ( ج

T = {١, c, c٢, . . . , c٢n−١−٢, d, dc, . . . , dc٢
n−١−٢} بنابراین .Z(Qn) = {١, c٢n−٢} چون ( الف برهان.

خوشه یک ،T از A = {ci|١ ≤ i ≤ ٢n−٢ − ١} مجموعه�ی زیر است. Qn در Z(Qn) از تراگرد یک

بنابراین است. صفر نیستند A در که رأس�هایی درجه�ی (١٠.٢.٢) لم به توجه با است.چون Γu(Qn) برای

.ω(Γu(Qn)) = |A| = ٢n−٢ − ١ لذا .B ⊆ A آنگاه باشد Γu(Qn) در خوشه یک B اگر



٢٠ Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف .٢

یک Aj = {cj , d, dc, . . . , dc٢n−١−٢} ،١ ≤ j ≤ ٢n−٢ − ١ ،j هر برای (١٠.٢.٢) لم بنابر ( ب

به {ci|١ ≤ i ≤ ٢n−٢ − ١} مجموعه�ی از عنصر دو هر چون است. Γu(Qn) برای مستقل مجموعه�ی

.α(Γu(Qn)) = |Aj | = ٢n−٢ + ١ پس هستند، متصل هم

داریم: (٢١.١.١) لم از استفاده با ( ج

β(Γu(Qn)) = n(Γu(Qn))− α(Γu(Qn)) = ٢n−١ − ١− (٢n−٢ + ١) =

٢ · ٢n−٢ − ١− ٢n−٢ − ١ = ٢n−٢ − ٢.

برقرارند: زیر عبارات n ≥ ۴ برای .١٢.٢.٢ قضیه

.ω(Γ(Qn)) = ٢n−١ − ٢ ( الف

.α(Γ(Qn)) = ٢n−٢ + ١ ( ب

.β(Γ(Qn)) = ٣ · ٢n−٢ − ٣ ( ج

داریم: ،(٢.٢.٢) لم بنابر ( الف برهان.

ω(Γ(Qn)) = ω(Γu(Qn))|Z(Qn)| = ٢)٢n−٢ − ١) = ٢n−١ − ٢.

.α(Γ(Qn)) = α(Γu(Qn)) = ٢n−٢ + ١ ،(٣.٢.٢) لم از استفاده با ( ب

داریم: ،(۴.٢.٢) لم به توجه با ( ج

β(Γ(Qn)) = β(Γu(Qn)) + (m− ١)(|Z(Qn)| − ١)

= ٢n−٢ − ٢+ (٢ · ٢n−٢)(١− ١)

= ٣ · ٢n−٢ − ٣.



٢١ آن اساسی ویژگی�های و D٢N جابجایی گراف کلی ساختار .٣.٢

آن اساسی ویژگی�های و D٢n جابجایی گراف کلی ساختار ٣.٢

می�باشد Ω رئوس ی مجموعه دارای ،Γ = ∁(D٢n,Ω) جابجایی گراف آورده�ایم، [١٨] مرجع از که بخش، این در

هم با D٢n در که می�شوند متصل هم به زمانی Ω در متمایز رأس دو و است D٢n از دلخواهی مجموعه�ی زیر Ω که

شوند. جابجا

است: زیر صورت به Γ = ∁(D٨, D٨) گراف Ω = D٨ و ،n = ۴ برای .١.٣.٢ مثال

.D٨ روی جابجایی گراف :١.٢ شکل



٢٢ Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف .٢

است: زیر شکل به Γ = ∁(D۶, D۶) گراف، صورت این در Ω = D۶ ،n = ٣ می�دهیم، قرار .٢.٣.٢ مثال

.D۶ روی جابجایی گراف :٢.٢ شکل

،a ∈ Ω هر ازای به صورت این در . Γ = ∁(D٢n,Ω) و Ω ⊆ D٢n کنید فرض .٣.٣.٢ لم

degΓ(a) = |CΩ(a)| − ١.

می�شوند، جابجا a با که است عناصری مجموعه�ی CΩ(a) چون .a ∈ CΩ(a) ،a ∈ Ω هر ازای به برهان.

.degΓ(a) = |CΩ(a)| − ١ بنابراین

،i هر برای صورت این در .Γ = ∁(D٢n, D٢n) و باشد زوج صحیح عدد یک n ≥ ٣ کنید فرض .۴.٣.٢ لم

،١ ≤ i ≤ n

.degΓ(sri) = ٣ ( الف

( ب

degΓ(r
i) =

{
٢n− ١ i = n, n٢
n− ١ i ̸= n, n٢

می�شود. نتیجه (۵.٢.٢) و (٣.٣.٢) لم�های از برهان.

،i هر برای صورت این در .Γ = ∁(D٢n, D٢n) و باشد فرد صحیح عدد یک n ≥ ٣ کنید فرض .۵.٣.٢ لم

،١ ≤ i ≤ n

.degΓ(sri) = ١ ( الف



٢٣ آن اساسی ویژگی�های و D٢N جابجایی گراف کلی ساختار .٣.٢

( ب

degΓ(r
i) =

{
٢n− ١ i = n
n− ١ i ̸= n

می�شود. نتیجه (۶.٢.٢) و (٣.٣.٢) لم�های از برهان.

برقرارند: زیر عبارات صورت این در .Γ = ∁(D٢n,Ω) و Ω ⊆ D٢n ،n ≥ ٣ کنید فرض .۶.٣.٢ قضیه

.diam(Γ) = ١ آنگاه باشد، D٢n از آبلی گروه زیر یک Ω اگر ( الف

.diam(Γ) = ٢ آنگاه باشد، D٢n از آبلی غیر گروه زیر یک Ω اگر ( ب

.diam(Γ) = ∞ آنگاه ،Ω = D٢n − Z(D٢n) اگر ( ج

درجه بنابراین .ab = ba داریم a, b ∈ Ω هر برای آنگاه باشد، D٢n از آبلی گروه زیر یک Ω اگر ( الف برهان.

.diam(Γ) = ١ بنابراین است. کامل گراف یک Γ = ∁(D٢n,Ω) لذا است، |Ω| − ١ رأس هر

است. همبند Γ لذا .e ∈ Ω پس Ω ≤ D٢n چون باشد. D٢n از ناآبلی گروه زیر یک Ω کنید فرض ( ب

چون همچنین .diam(Γ) ≥ ٢ بنابراین ،xy ̸= yx که دارد وجود x, y ∈ Ω پس نیست آبلی Ω چون

در .diam(Γ) ≤ ٢ لذا است، ٢ طول به مسیر یک x − e − y ،x, y ∈ Ω هر برای بنابراین ،e ∈ Ω

.diam(Γ) = ٢ نتیجه

Z(D٢n) = ،(۵.٢.٢) لم بنابر صورت این در باشد. زوج n و Ω = D٢n − Z(D٢n) می�کنیم فرض ( ج

CΩ(sr
i) = {sri, sr

i+
n

٢ } ،١ ≤ i ≤ n ،i هر برای لذا .Ω = D٢n − {e, r
n

٢ } نتیجه در .{e, r
n

٢ }

نمی�شود. جابه�جا یی sri هیچ با یی ri هیچ Ω روی بنابراین .CΩ(r
i) = {ri;١ ≤ i ≤ n, i ̸= n,

n

٢} و

بنابر آنگاه باشد، فرد n اگر حال است. ناهمبند Γ نتیجه در و دارد همبندی دو�مولفه�ی حداقل Γ گراف لذا

نتیجه در .Z(D٢n) = {e} ،(۶.٢.٢) لم

Ω = D٢n − {e} ⇒ C(sri) = {sri} =⇒ deg(sri) = ٠.



٢۴ Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف .٢

.diam(Γ) = ∞ بنابراین است. ناهمبند Γ نیز حالت این در لذا

صورت این در .Ω ⊆ D٢n که Γ = ∁(D٢n,Ω) کنید فرض .٧.٣.٢ نتیجه

.diam(Γ) = ∞ آنگاه .Ω = {ri, srj : ١ ≤ i ≤ n− ١,١ ≤ j ≤ n} و باشد فرد n اگر ( الف

.diam(Γ) = ∞ آنگاه .Ω = {ri, srj : i ̸= n

٢ ,١ ≤ i ≤ n− ١,١ ≤ j ≤ n} و باشد زوج n اگر ( ب

بنابراین .Z(D٢n) = {rn} ،(۶.٢.٢) لم به توجه با آنگاه باشد فرد n اگر ( الف برهان.

Ω = {ri, srj : ١ ≤ i < n,١ ≤ j ≤ n} = D٢n − Z(D٢n).

.diam(Γ) = ∞ قبل قضیه�ی به توجه با لذا

نتیجه در .Z(D٢n) = {rn, r
n

٢ } ،(۵.٢.٢) لم بنابر آنگاه باشد زوج n اگر ( ب

Ω = {ri, srj : i ̸= n

٢ ,١ ≤ i ≤ n− ١,١ ≤ j ≤ n} = D٢n − Z(D٢n).

.diam(Γ) = ∞ قبل قضیه�ی به توجه با بنابراین

.Γ = ∁(D٢n,Ω) و Ω ⊆ D٢n همچنین ،n ̸= ۴ و n ≥ ٣ که باشد صحیح یکعدد n فرضکنید .٨.٣.٢ قضیه

.Ω = Ω١ اگر تنها و اگر Γ = Kn صورت این در

چون است. D٢n از دوری زیرگروه یک Ω صورت این در .Ω = Ω١ = {ri : ١ ≤ i ≤ n} �کنیم فرض برهان.

.Γ = Kn لذا است، رأس n روی کامل گراف Γ پس است، n مرتبه�ی دارای Ω

که Γ = ∁(D٢n,Ω) لذا باشد. رأس n روی کامل گراف Γ یعنی ،Γ = Kn �کنیم فرض برعکس حال

لم بنابر آنگاه باشد، زوج n اگر حال .deg(g) = n − ١ ،g ∈ Ω هر برای بنابراین .|Ω| = n و Ω ⊆ D٢n

بنابراین n ≥ ٣ و n ̸= ۴ طرفی از .deg(sri) = ٣ ،sri ∈ D٢n هر برای ،(۵.٢.٢)



٢۵ آن اساسی ویژگی�های و D٢N جابجایی گراف کلی ساختار .٣.٢

n ≥ ۶ =⇒ n− ١ ≥ ۵ =⇒ g ̸= sri =⇒ g /∈ Ω٢ =⇒ g ∈ Ω١ =⇒ Ω ⊆ Ω١.

برای چون .deg(sri) = ١ ،(۶.٢.٢) لم از استفاده با باشد فرد n اگر .Ω = Ω١ لذا ،|Ω| = |Ω١| = n چون

مشابه استدلالی با و Ω ⊆ Ω١ بنابراین .g ∈ Ω١ درنتیجه و g ̸= sri پس ،deg(g) = n − ١ ،g ∈ Ω هر

.Ω = Ω١

و Ω ̸= Ω١ که دارد وجود Ω ⊆ D٢n مجموعه�ی زیر ،n = ۴ برای ،(١.٣.٢) مثال به توجه با .٩.٣.٢ تذکر

.∁(D٨,Ω) = K۴

منتظم -n ،∁(D٢n,Ω) که ندارد وجود D٢n از Ω مانند مجموعه�ای زیر هیچ آنگاه ،n ≥ ٣ اگر .١٠.٣.٢ نتیجه

باشد.

.|Ω| ≥ n+ ١ صورت این در باشد. منتظم -n ،∁(D٢nΩ) که باشد داشته وجود Ω ⊆ D٢n �کنیم فرض برهان.

که ،n = deg(g) = ١ آنگاه باشد فرد n اگر .g ∈ Ω که دارد وجود Ω٢ از g مانند عنصر یک حداقل بنابراین

باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض هم باز ،٣ = deg(g) = n ≥ ۴ آنگاه باشد زوج n اگر است. تناقض

است. برقرار حکم درنتیجه و

و Ω = {e, sr١, sr٢, . . . , srn} ⊆ D٢n باشد، فرد صحیح عدد یک ،n ≥ ٣ کنید فرض .١١.٣.٢ قضیه

.∁(D٢n,Ω) = K١,n صورت این در .Γ = ∁(D٢n,Ω)

C(sri) = است، فرد n چون ،(۶.٢.٢) لم بنابر صورت این در .Ω = {e, sr١, ..., srn} �کنیم فرض برهان.

∁(D٢n,Ω) = لذا .deg(sri) = ١ و deg(e) = |Ω| − ١ = n بنابراین .CΩ(e) = Ω همچنین .{e, sri}

.K١,n

گراف Γ صورت این در .Γ = ∁(D٢n, D٢n) و باشد فرد صحیح عدد یک n ≥ ٣ کنید فرض .١٢.٣.٢ قضیه

است. دو�مؤلفه�ای



٢۶ Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف .٢

است فرد n چون .V (Γ) = D٢n = Ω١ + Ω٢ بنابراین .Ω١ ∩ Ω٢ = ∅ و D٢n = Ω١ ∪ Ω٢ چون برهان.

Ω٢ = Ω − e ،(١١.٣.٢) قضیه�ی بنابر است. کامل مجموعه�ی یک Ω١ ،(٨.٣.٢) قضیه�ی به توجه با بنابراین

است. دو�مولفه�ای گراف یک Γ است،لذا مستقل مجموعه�ی یک

یال�های تعداد ،n ≥ ٣ صحیح عدد هر ازای به صورت این در .Γ = ∁(D٢n, D٢n) کنید فرض .١٣.٣.٢ قضیه

می�باشد: زیر صورت به می�دهیم، نشان ∈ (Γ) با که Γ

ϵ(Γ) =

{
n(n+١)

٢ باشد nفرد اگر
n(n+۴)

٢ باشد زوج n اگر

می�کنیم: بررسی را زیر حالت�های Ω١ ∩ Ω٢ = ∅ و D٢n = Ω١ ∪ Ω٢ که این به توجه با برهان.

لم بنابر است. کامل Ω١ وسیله به القایی گراف زیر ،(٨.٣.٢) قضیه�ی به توجه با آنگاه باشد؛ زوج n اگر ( حالت١

تعداد لذا است. n٢k٢ ،Ω٢ وسیله به القایی گراف زیر بنابراین .CΩ٢(sr
i) =

{
sri, sri+

n
٢
}
،(۵.٢.٢)

و rn از یال�ها تعداد و ∁(D٢n,Ω٢) در یال�ها تعداد ،∁(D٢n,Ω١) در یال�ها تعداد مجموع ،Γ در یال�ها

است.بنابراین Ω٢ رأس�های مجموعه به r
n

٢

∈ (Γ) =
n(n− ١)

٢ +
n

٢ + ٢n =
n٢ − n+ n+ ۴n

٢ =
n(n+ ۴)

٢ .

زیر ،(۶.٢.٢) لم بنابر است. کامل Ω١ از القایی گراف زیر بالا استدلال مشابه آنگاه باشد؛ فرد n اگر ( حالت٢

∁(D٢n,Ω١) در یال�ها تعداد مجموع Γ در یال�ها تعداد بنابراین ندارد؛ یالی هیچ Ω٢ وسیله به القایی گراف

لذا است. Ω٢ رأس�های مجموعه به rn از یال�ها تعداد و

∈ (Γ) =
n(n− ١)

٢ + n =
n٢ − n+ ٢n

٢ =
n(n+ ١)

٢ .

D٢n از Ω مانند مجموعه�ای زیر هیچ صورت این در باشد. صحیح عدد یک ،n ≥ ٣ کنید فرض .١۴.٣.٢ قضیه

.Γ = ∁(D٢n,Ω) = C۴ که ندارد وجود



٢٧ آن اساسی ویژگی�های و D٢N جابجایی گراف کلی ساختار .٣.٢

زیر حالت�های .∁(D٢n,Ω) = C۴ که طوری به باشد داشته وجود D٢n از Ω زیرمجموعه�ی �کنیم فرض برهان.

می�کنیم: بررسی را

،١ ≤ i ≤ n ،i هر برای پس �٢اند، درجه از رأس�ها همه C۴ در چون باشد، فرد n اگر اول: حالت

بنابراین است. ∁(D٢n,Ω١) کامل گراف از القایی زیرگراف یک ∁(D٢n,Ω) چون .Ω ⊂ Ω١ بنابراین .sri /∈ Ω

است. تناقض یک این و است کامل ∁(D٢n,Ω)

شامل این�صورت غیر در زیرا است، Ω٢ از رأس دو حداقل شامل Ω آنگاه باشد. زوج n اگر دوم: حالت

،Ω ⊂ Ω٢ است.اگر تناقض یک این که می�کنند تولید را K٣ حداقل رأس�ها این و است Ω١ از رأس ٣ حداقل

آنگاه باشد، Ω٢ از رأس ٣ شامل Ω اگر است. تناقض که می�شود ١ درجه از حداکثر ∁(D٢n,Ω) رأس هر آنگاه

درجه اول حالت دو در نباشد. دو این از هیچکدام یا و باشد r
n

٢ یا e می�تواند که است Ω١ از رأس ١ شامل Ω

هیچ به شده انتخاب رأس نباشد دو آن از هیچکدام اگر می�رسیم. تناقض به بنابراین است. ٣ شده انتخاب رأس

Ω١ از دیگر رأس دو و Ω٢ از رأس دو شامل Ω بنابراین دارد. تنها نقطه�ی یک Ω لذا نیست. متصل Ω٢ از رأسی

در می�رسیم. تناقض به پس degΓ(e) = degΓ(r

n

٢ ) = ٣ چون و Ω = {e, r
n

٢ , sri, srj : i ̸= j} لذا است.

است. برقرار حکم و باطل خلف فرض نتیجه

D٢n از Ω مانند مجموعه�ای زیر هیچ صورت این در باشد. صحیح عدد یک n ≥ ٣ کنید فرض .١۵.٣.٢ قضیه

.Γ = ∁(D٢n,Ω) = P۴ که ندارد وجود

|Ω| = ۵ صورت این در .Γ(D٢n,Ω) = P۴ که باشد داشته وجود D٢n از Ω مجموعه�ی زیر �کنیم فرض برهان.

می�باشد. ٢ درجه از رأس سه و ١ درجه از آن رأس دو که

K٣ شامل حداقل Γ لذا است. Ω١ از رأس ٣ شامل حداقل Ω ،(۶.٢.٢) لم به توجه با آنگاه باشد، فرد n اگر

است. تناقض که است

تمام آنگاه Ω ⊆ Ω٢ اگر که است؛ Ω٢ از رأس ٣ حداقل شامل Ω ،(۵.٢.٢) لم بنابر آنگاه باشد زوج n اگر

اگر باقیمانده رأس آنگاه باشد. Ω٢ از رأس ۴ شامل Ω اگر است. تناقض که یک�اند درجه از حداکثر Ω رأس�های



٢٨ Qnو D٢n گروه�های جابجایی گراف .٢

است. تناقض هم باز که تنهاست رأس یک این�صورت غیر در است. تناقض که است ۴ درجه از باشد r
n

٢ یا rn

رأس شامل Γ آنگاه باشد. {r
n

٢ , e} رأس دو از یکی حداقل شامل Ω اگر است. Ω١ از رأس ٢ شامل Ω بنابراین

که است ناهمبند Γ آنگاه نباشد. {e, r
n

٢ } رأس دو از یک هیچ شامل Ω اگر است. تناقض که است ۴ درجه از

می�شود. ثابت حکم و باطل خلف فرض بنابراین دارد. تناقض فرض با

صورت این در .Γ = ∁(D٢n, D٢n) و باشد صحیح عدد یک n ≥ ٣ کنید فرض .١۶.٣.٢ قضیه

ω(Γ) = χ(Γ) = n.

،(١٠.٣.٢) نتیجه�ی و (٨.٣.٢) قضیه�ی بنابر می�گیریم نظر در را Ω١ = {r١, ..., rn} ⊆ D٢n برهان.

حالت دو χ(Γ) محاسبه برای .ω(Γ) = n درنتیجه است. Γ از ماکسیمال کامل زیرگراف یک ∁(D٢n,Ω١)

داریم:

بنابراین داریم. نیاز ∁(D٢n,Ω١) آمیزی رنگ برای رنگ n حداقل آنگاه باشد، زوج n اگر اول: حالت

پس مجاورند. Ω٢ رأس�های همه�ی با Ω١ رأس�های از r
n

٢ و e فقط ،(۵.٢.٢) لم به توجه با .χ(Γ) ≥ n

n − ٢ لذا شوند. داده تخصیص دیگری رأس هیچ به نمی�توانند رأس�ها این به شده داده تخصیص رنگ�های

چون نیستند. مجاور Ω٢ = V (Γ) − Ω١ در باقی�مانده رأس�های از یک هیچ با که می�مانند باقی Ω١ در رأس

n−٢ با می�توان را Ω٢ رأس�های لذا است. یک ،Ω٢ در رأس هر درجه�ی بنابراین sr)CΩ٢؛
i) =

{
sri, sri+

n
٢
}

.χ(Γ) = n نتیجه در .χ(Γ) ≤ n بنابراین کرد. آمیزی رنگ باقی�مانده رنگ

بنایراین داریم. نیاز ∁(D٢n,Ω١) آمیزی رنگ برای رنگ n حداقل آنگاه باشد، فرد n اگر دوم: حالت

رنگ�های پس است. مجاور Ω٢ رأس�های همه�ی با Ω١ از e رأس فقط ،(۶.٢.٢) لم به توجه با .χ(Γ) ≥ n

باقی Ω١ در رأس n − ١ لذا شود. داده تخصیص دیگری رأس هیچ به نمی�تواند رأس این به شده داده تخصیص

.CΩ٢(sr
i) =

{
sri

}
چون نیستند. مجاور Ω٢ = V (Γ)−Ω١ در باقی�مانده رأس�های از یک هیچ با که می�مانند

آمیزی رنگ باقی�مانده رنگ n− ١ با می�توان را Ω٢ رأس�های لذا است. صفر ،Ω٢ در رأس هر درجه�ی بنابراین

.χ(Γ) = n نتیجه در .χ(Γ) ≤ n بنابراین کرد.



٢٩ آن اساسی ویژگی�های و D٢N جابجایی گراف کلی ساختار .٣.٢

یک دارای ،Γ = ∁(D٢n, D٢n) صورت این در باشد. زوج صحیح عدد یک n ≥ ٣ کنید فرض .١٧.٣.٢ قضیه

است. کامل تطابق

،∁(D٢n,Ω٢) =
n

٢k٢ و ∁(D٢n,Ω١) = Kn کردیم مشاهده ،(١٣.٣.٢) قضیه�ی اثبات در که طور همان برهان.

∁(D٢n,Ω١) و ∁(D٢n,Ω٢) پس است زوج n چون .Ω٢ = {sr١, ..., srn} و Ω١ = {r١, r٢..., rn} که

است. کامل تطابق یک دارای Γ بنابراین هستند. کامل تطابق دارای



٣ فصل

متقارن گروه جابجایی گراف



مقدمه ١.٣

دوری ساختار با عناصری تزویج رده�ی روی جابجایی گراف معرفی به آن در که است، بخش دو شامل فصل این

از کرانی یا و قطر می�توان آن�ها از استفاده با که می�رسانیم اثبات به را نتایجی و قضایا و می�پردازیم Sn در معین

آورد. دست به را گراف�ها این قطر

معین دوری ساختار با عناصری تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر ٢.٣

G که می�کنیم بررسی را ∁(G,X) جابجایی گراف دیسک ساختار و قطر آورده�ایم، [۶] مرجع از که بخش، این در

،[٩] بنابر قسمت این در شده معرفی جابجایی گراف�های همه�ی است. G از تزویج رده�ی یک X و متقارن گروه

هستند. همبند

ضرب حاصل صورت به را a ∈ G .Ω = {١,٢, . . . , n} که G = Sym(n)(= Sym(Ω)) �کنیم فرض

می�دهیم قرار باشد. تجزیه این در دورها طول ماکزیمم m می�کنیم فرض می�نویسیم، مجزا دو به دو دورهای

می�کنیم فرض همچنین است. باقی�مانده مجزای دورهای تمام ضرب حاصل a∗ mو طول به دوری ã که a = ãa∗

را G∗ در a∗ تزویج رده�ی .a∗ ∈ Sym(Fix(ã)) = G∗ و G∗ ≤ G صورت این در .G∗ = Sym(Fix(ã))

می�دهیم. نشان X∗ = a∗
G∗

با

هر برای گفتیم قبلا که طور همان است. q مساوی یا بزرگتر صحیح عدد کوچکترین ،⌈q⌉ آنگاه ،q ∈ Q اگر

می�شود تعریف زیر صورت به xدیسک امین i ،i ∈ N و x ∈ X

∆i(x) = {y ∈ X : d(y, x) = i}.

می�دهیم قرار باشد فرد i اگر ،i ≥ ٣ ،i هر برای

Σi(a) =
{
x ∈ X : (i−٣)r

٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (i−١)r
٢

}
می�دهیم قرار باشد زوج i اگر و

Σi(a) =
{
x ∈ X : m− ir

٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (i−٢)r
٢ − ١

}
.



٣٢ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

σ اگر تنها و اگر [α, σ] = ١ ،σ ∈ Sn برای باشد. Sn از عضوی α = (١,٢, . . . , k) کنید فرض .١.٢.٣ لم

ثابت را k،. . .،٢،١ عناصر از یک هر که است جایگشتی β و ٠ ≤ i ≤ k − ١ آن، در که باشد αiβ صورت به

می�دارد. نگه

،|K| = (n−k)!صورت این در .H =< α > Kو = {σ ∈ Sn : σ(i) = i,١ ≤ i ≤ k} فرضکنیم برهان.

داریم: ساز مدار-پایدار قضیه�ی بنابر لذا می�کند. عمل خودش روی تزویج با Sn .H ∩K = ١ و |H| = k

|Sn : StSn(α)| = |orbSn(α)|

که

StSn(α) = {σ ∈ Sn : σ−١ασ = α} = {σ ∈ Sn : ασ = σα} = CSn(α)

و

orbSn(α) = {σ−١ασ : σ ∈ Sn} = ClSn(α).

نتیجه در .|Sn : CSn(α)| = |ClSn(α)| بنابراین

|CSn(α)| =
|Sn|

|ClSn(α)|

هستند. α با یکسان دوری ساختار دارای که است Sn از عناصری مجموعه Sn روی α ارزی هم کلاس چون و

بنابراین

|CSn(α)| =
n!

n×(n−١)×...×(n−k+١)
k

= k(n− k)!.

داریم: طرفی از

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

=
k(n− k)!

١ = k(n− k)!.

.CSn(α) = HK بنابراین و HK ⩽ CSn(α) لذا ،H,K ⊴ CSn(α) چون .|CSn(α)| = |HK| نتیجه در

می�کند. ثابت را حکم این و CSn(α) = H ×K لذا ،H ∩K = ١ همچنین



٣٣ معین دوری ساختار با عناصری تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٢.٣

در .a = (١ . . .m)(= ã) کنید فرض همچنین .r ≥ ١ و m ≥ ٢ که n = ٢m+ r کنید فرض .٢.٢.٣ قضیه

.∆١(a) = {x ∈ X : supp(x) ∩ supp(a) = ∅} ∪ (< a > ∩X) \ {a} این�صورت،

مطابق .∆١(a) ⊆ {x ∈ X : supp(x)∩supp(a) = ∅}∪ (< a > ∩X)\{a} می�دهیم نشان ابتدا برهان.

بنابر لذا .x ̸= a و ax = xa ،x ∈ ∆١(a) هر برای بنابراین ،∆١(a) = {x ∈ X : d(x, a) = ١} تعریف، با

را {١, . . . ,m} عناصر از یک هر که است جایگشتی β و ٠ ≤ j ≤ m − ١ آن در که x = ajβ ،(١.٢.٣) لم

می�دارد. نگه ثابت

دوری ساختار دارای x چون این�صورت غیر در .supp(x)∩supp(a) = ∅ بنابراین .x = β آنگاه j = ٠ اگر

.x ∈< a > ∩X لذا .aj ∈ X و β = ١ بنابراین .aj ̸= ١ ،١ ≤ j ≤ m− ١ ،j هر برای و است m١١m+r

درنتیجه،

x ∈ {x ∈ X : supp(x) ∩ supp(a) = ∅} ∪ (< a > ∩X) \ {a}

داریم طرفی از

{x ∈ X : supp(x) ∩ supp(a) = ∅} ∪ (< a > ∩X) \ {a} ⊆ ∆١(a).

می�شود. ثابت حکم بنابراین

در .a = (١ . . .m)(= ã) کنید فرض همچنین .r ≥ ١ و m ≥ ٢ که n = ٢m+ r کنید فرض .٣.٢.٣ قضیه

.∆٢(a) = {x ∈ X : m− r ≤ |spp(x) ∩ supp(a)|} \ (∆١(a) ∪ {a}) این�صورت،

چون .x ∈ ∆١(y) که دارد وجود y ∈ ∆١(a) ،x ∈ ∆٢(a) = {x ∈ X : d(x, a) = ٢} ،x هر برای برهان.

.x /∈< y > و y /∈< a > می�دهیم نشان .x /∈ ∆١(a) بنابراین x ∈ ∆٢(a)

x ∈ ∆١(a) درنتیجه .ax = xa بنابراین و ay = ya لذا y ∈ ∆١(a) چون و x = yi آنگاه x ∈< y > اگر

.supp(x) ∩ supp(y) = ∅ بنابراین است، تناقض که
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لذا می�باشد. a با یکسان دوری ساختار دارای که است a از توانی صورت به y آنگاه y ∈< a > ∩X اگر

است. تناقض هم باز که x ∈ ∆١(a) درنتیجه .supp(x) ∩ supp(a) = ∅ بنابراین ،supp(y) = supp(a)

.supp(x) ∩ supp(y) = ∅ = supp(y) ∩ supp(a) بنابراین

تهی اشتراک دارای supp(y) چون و هستند m١١m+r یکسان دوری ساختار دارای a, x, y ∈ X طرفی از

Ω مانده باقی عضو n − m = m + r از را خود اعضای x و a بنابراین است. supp(a) و supp(x) با

بنابراین می�کند. اختیار را supp(a) از عضو m − r حداقل x لذا ،a = (١,٢ . . .m) چون می�کنند. اختیار

داریم: لذا .|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− r

x ∈ {x ∈ X : m− r ≤ |supp(x) ∩ supp(a)|} \ (∆١(a) ∪ {a}) ⇒

∆٢(a) ⊆ {x ∈ X : m− r ≤ |supp(x) ∩ supp(a)|} \ (∆١(a) ∪ {a}) .

می�کنیم فرض برعکس، حال

x ∈ {x ∈ X : m− r ≤ |upp(x) ∩ supp(a)|} \ (∆١(a) ∪ {a})

لذا .|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− r صورت این در

|supp(x) ∪ supp(a)| = |supp(x)|+ |supp(a)| − |supp(x) ∩ supp(a)|

= m+m− |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ ٢m− (m− r) = m+ r

جابه�جا x و a با که دارد وجود y ∈ X لذا می�شود. داشته نگه ثابت x و a توسط که داریم mنقطه حداقل بنابراین

d(x, a) = ٢ درنتیجه .d(x, a) ≥ ٢ بنابراین ،x /∈ ∆١(a) ∪ {a} چون .d(x, a) ≤ ٢ این�صورت در می�شود.

بنابراین .x ∈ ∆٢(a) لذا و

{x ∈ X : m− r ≤ |supp(x) ∩ supp(a)|} \∆١(a) ∪ {a} ⊆ ∆٢(a).

می�کند. کامل را اثبات این و
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در .a = (١ . . .m)(= ã) کنید فرض همچنین .r ≥ ١ و m ≥ ٢ که n = ٢m+ r کنید فرض .۴.٢.٣ قضیه

.∆i(a) =
∑

i(a) ،⌈
m− ١
r

⌉ ≥ ٣ که ،٣ ≤ i ≤ ⌈m− ١
r

⌉ ،i هر برای این�صورت،

،|supp(x)∩supp(a)| = ٠ اگر ،x ∈ X هر برای .n = ٢m+r ≥ ٣m−١ آنگاه ،r ≥ m−١ اگر برهان.

بنابراین .|supp(x)∩supp(a)| ≥ ١ لذا ،|supp(x)∩supp(a)| ̸= ٠ صورت این غیر در .d(a, x) = ١ آنگاه

|supp(x) ∪ supp(a)| = |supp(x)|+ |supp(a)| − |supp(x) ∩ supp(a)|

≤ m+m− ١ = ٢m− ١.

می�شود. جابه�جا x و a با که دارد وجود y ∈ X لذا می�دارند. نگه ثابت را عنصر m حداقل x و a نتیجه در

.x ∈ ∆١(a) ∪∆٢(a) نتیجه در .d(a, x) ≤ ٢ بنابراین

فرد، i هر برای می�کنیم ثابت ،٣ ≤ i ≤ ⌈m− ١
r

⌉ ،i روی استقرا به این�صورت در ،r < m−١ �کنیم فرض

∆i(a) = {x ∈ X :
(i− ٣)r

٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (i− ١)r
٢ }

زوج، i هر برای و

∆i(a) = {x ∈ X : m− ir

٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (i− ٢)r
٢ − ١}.

y ∈ X صورت این در x ∈ ∆٣(a) می�کنیم فرض می�کنیم. بررسی را است استقرا پایه�ی که i = ٣ حالت ابتدا

.y ∈ ∆١(x) ∩∆٢(a) که دارد وجود

یکسان دوری ساختار دارای y و x چون .y = xt که دارد وجود t مانند صحیحی عدد آنگاه y ∈< x > ∩X اگر

داریم: (٣.٢.٣) قضیه�ی به بنا y ∈ ∆٢(a) که این از .supp(x) = supp(y) بنابراین هستند، m١١m+r

|supp(x) ∩ supp(a)| = |supp(y) ∩ supp(a)| ≥ m− r

نتیجه (٢.٢.٣) قضیه�ی از بنابراین است. تناقض در x ∈ ∆٣(a) با که x ∈ ∆٢(a) ∪∆١(a) صورت این در

متفاوتند. supp(a) عناصر با supp(x) عناصر از تا m− r حداقل لذا .supp(x) ∩ supp(y) = ∅ که می�شود
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.|supp(x) ∩ supp(a)| ≤ r بنابراین می�کنند. جابه�جا را مشترک عضو r حداکثر xو a نتیجه در

یک حداقل ساپورتشان پس باشند. مجزا نمی�توانند x و a بنابراین d(x, a) ≰ ١ ، x ∈ ∆٣(a) چون طرفی از

بنابراین .|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ ١ درنتیجه دارد. مشترک عضو

x ∈ {x ∈ X : ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ r} =
∑

٣(a).

y ∈ بنابراین .١ ≤ |supp(x)∩ supp(a)| ≤ r صورت این در ،x ∈
∑

٣(a) می�کنیم فرض برعکس، حال

.supp(x)∩ supp(y) = ∅ و است supp(a) با مشترک عضو m− r حداقل دارای ساپورتش که دارد وجود X

.y ∈ ∆١(x) و m− r ≤ |supp(y) ∩ supp(a)| لذا

.supp(y) = supp(a) بنابراین .y ∈< a > ∩X لذا ،supp(y) ∩ supp(a) ̸= ∅ چون ،y ∈ ∆١(a) اگر

لذا .y /∈ ∆١(a) بنابراین است. تناقض که supp(x) ∩ supp(a) = supp(x) ∩ supp(y) = ∅ درنتیجه

می�دهد. نتیجه i = ٣ حالت در را حکم این و x ∈ ∆٣(a) پس .y ∈ ∆٢(a) ∩∆١(x)

فرد، یا زوج i هر برای یعنی باشد. برقرار ٣ ≤ i ≤ k برای حکم می�کنیم فرض i روی استقرا به حال

است. برقرار نیز k + ١ برای حکم می�دهیم نشان .∆i(a) =
∑

i(a) ،٣ ≤ i ≤ k

اگر .y ∈ ∆١(x) ∩ ∆k(a) که دارد وجود y ∈ X صورت این در .x ∈ ∆k+١(a) می�کنیم فرض ابتدا

درنتیجه، .supp(y) = supp(x) آنگاه ،y ∈< x > ∩X

|supp(x) ∩ supp(a)| = |supp(y) ∩ supp(a)|

.supp(x)∩supp(y) = ∅ بنابراین تناقضاست. که x ∈ ∆k(a) می�گیریم، نتیجه y ∈ ∆k(a) و فرضاستقرا از

داریم: استقرا فرض از آنگاه باشد فرد k اگر اول: حالت

(k − ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(y) ∩ supp(a)| ≤ (k − ١)r

٢ .

بنابراین

|supp(y) ∪ supp(a)| = |supp(y)|+ |supp(a)| − |supp(y) ∩ supp(a)|
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= m+m− |supp(y) ∩ supp(a)| ≥ ٢m− (k − ١)r
٢ .

نگه ثابت y و a وسیله به که دارد وجود نقطه ٢m + r − (٢m − (k − ١)r
٢ ) = r +

(k − ٢)r
٢ حداکثر لذا

نقطه r + (k − ١)r
r

حداکثر می�تواند supp(x) بنابراین ،sup(x) ∩ supp(y) = ∅ طرفی از می�شوند. داشته

m − r − (k − ١)r
٢ حداقل می�تواند supp(x) لذا .supp(y) در نه و هست supp(a) در نه که باشد داشته

که زمانی اما .|supp(x)∩ supp(a)| ≥ m− r− (k − ١)r
٢ یعنی؛ باشد. داشته supp(a) با مشترک نقطه�ی

داریم: k = ٣ برای باشد |supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− (k − ١)r
٢

|suppx(∩supp(a)| ≥ m− (٣− ١)r
٢ = m− r.

چون باشد k > ٣ اگر است. تناقض که x ∈ ∆٢(a) نتیجه در

(k − ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(y) ∩ supp(a)|.

supp(x) ∩ supp(y) = ∅ که این از دارند. مشترک عضو (k − ٣)r
٢ + ١ حداقل supp(y) و supp(a) لذا

لذا است. supp(a) با مشترک عضو m− (k − ٣)r
٢ − ١ دارای حداکثر supp(x) که می�گیریم نتیجه

m− (k − ١)r
٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (k − ٣)r

٢ − ١.

بنابراین است. تناقض که x ∈ ∆k−١(a) استقرا فرض بنابر است، زوج k − ١ چون

|supp(x) ∩ supp(a)| < m− (k − ١)r
٢ =⇒

m− r − (k − ١)r
٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (k − ١)r

٢ − ١ s.t

m− r − (k − ١)r
٢ = m+

−٢r − kr + r

٢ = m− (k + ١)r
٢ =⇒

m− (k + ١)r
٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (k − ١)r

٢ − ١.
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.x ∈
∑

k+١(a) لذا است، زوج k + ١ چون

داریم: است زوج k + ١ چون آنگاه .x ∈
∑

k+١(a) می�کنیم برعکس،فرض حال

m− (k + ١)r
٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (k − ١)r

٢ − ١. (١.٣)

داریم استقرا فرض از استفاده با .x ∈ ∆i(a) و باشد زوج i که باشد داشته وجود i < k می�کنیم فرض حال

m− ir

٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (i− ٢)r
٢ − ١. (٢.٣)

m − (k − ١)r
٢ − ١ < کنیم ثابت است کافی کار این برای است. تناقض در (٢.٣) با (١.٣) می�دهیم نشان

داریم است، زوج i و i < k که آنجایی از .m− ir

٢

k + ١− i ≥ ٢ =⇒ (k + ١− i)r ≥ ٢r =⇒ kr + r − ir − ٢r ≥ ٠ =⇒

(k − ١)r − ir ≥ ٠ =⇒ ir ≤ (k − ١)r =⇒ ir

٢ ≤ (k − ١)r
٢ =⇒

ir

٢ <
(k − ١)r

٢ + ١ =⇒ m− ir

٢ > m− (k − ١)r
٢ − ١.

لذا ،k ≤ m− ١
r

چون ندارد. وجود یی i چنین درنتیجه

|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− (k + ١)r
٢ ≥ m−

(
m− ١
r

+ ١)r
٢ = m− m− ١+ r

٢

=
m+ ١− r

٢ >
m− ١− r

٢ =
(
m− ١
r

− ١)r
٢ =

(k − ١)r
٢ .

بنابراین

|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ (k − ١)r
٢ (٣.٣)

آنگاه x ∈ ∆i(a) اگر باشد، فرد i که i ≤ k هر برای استقرا فرض از استفاده با طرفی از

(i− ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (i− ١)r

٢ (۴.٣)

چون
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i ≤ k ⇒ i− ١ ≤ k − ١ ⇒ (i− ١)r ≤ (k − ١)r ⇒ (i− ١)r
٢ ≤ (k − ١)r

٢ .

d(x, a) ≥ درنتیجه .x /∈ ∆i(a) داریم i ≤ k هر برای لذا هستند. تناقض در هم با (۴.٣) و (٣.٣) بنابراین

.k + ١

و supp(a) یعنی ،|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m − r − (k − ١)r
٢ داریم (١.٣) رابطه از استفاده با اکنون

نقطه r + (k − ١)r
٢ حداکثر بنابراین هستند. مشترک عضو m − (r +

(k − ١)r
٢ ) دارای حداقل supp(x)

و supp(x) ∩ supp(y) = ∅ که دارد وجود y ∈ X لذا نیست. supp(a) در و هست supp(x) در که داریم

supp(y)∪supp(a) در بنابراین .supp(y) در نه و هست supp(a) در نه که داریم نقطه r+ (k − ١)r
٢ حداکثر

لذا نیست. هم

|supp(y) ∪ supp(a)| ≥ (٢m+ r)− (r +
(k − ١)r

٢ ) = ٢m− (k − ١)r
٢ .

.|supp(y) ∩ supp(a)| ≤ (k − ١)r
٢ درنتیجه

١+ (k − ١)r
٢ حداقل بنابراین .|supp(x)∩ supp(a)| ≤ m− (k − ١)r

٢ −١ ،(١.٣) از استفاده با همچنین

در نه که داریم نقطه (k − ١)r
٢ + ١ حداقل پس نیست. supp(a) در و هست supp(x) در که هست نقطه

٢m+ r− (
(k − ١)r

٢ + ١) دارای حداکثر supp(y)∪ supp(a) بنابراین .supp(y) در نه و هست supp(a)

لذا است. نقطه

|supp(y) ∪ supp(a)| ≤ ٢m+ r − (k − ١)r
٢ − ١ = ٢m− (

(k − ٣)r
٢ + ١) ⇒

|supp(y) ∩ supp(a)| ≥ ٢m− (٢m− (
(k − ٣)r

٢ + ١)) = (k − ٣)r
٢ + ١.

بنابراین

(k − ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(y) ∩ supp(a)| ≤ (k − ١)r

٢ .

استقرا این و x ∈ ∆k+١(a) بنابراین .d(x, a) ≤ k + ١ درنتیجه .y ∈ ∆١(x) ∩∆k(a) استقرا فرض از لذا

می�کند. کامل است فرد k که حالتی در را



۴٠ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

y ∈ که دارد وجود y ∈ X صورت این در .x ∈ ∆k+١(a) و باشد زوج k �کنیم فرض دوم: حالت

استقرا فرض از استفاده با همچنین .supp(x) ∩ supp(y) = ∅ قبل حالت استدلال مشابه .∆١(x) ∩∆k(a)

داریم

m− kr

٢ ≤ |supp(y) ∩ supp(a)| ≤ m− (k − ٢)r
٢ − ١.

.|supp(x)∩supp(a)| ≤ kr

٢ لذا باشند. مشترک می�توانند supp(x) و supp(a) نقاط از kr٢ حداکثر بنابراین

با که ،d(x, a) ≤ k − ١ استقرا فرض از استفاده با آنگاه .|supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (k − ٢)r
٢ اگر حال

بنابراین است. تناقض در x ∈ ∆k+١(a)

|supp(x) ∩ supp(a)| > (k − ٢)r
٢ ⇒ |supp(x) ∩ supp(a)| ≥ (k − ٢)r

٢ − ١.

داشت خواهیم لذا

(k − ٢)
٢ − ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(y)| ≤ kr

٢ .

.x ∈
∑

k+١(a) بنابراین

پس است فرد k + ١ چون این�صورت در .x ∈
∑

k+١(a) می�کنیم فرض برعکس، حال

(k − ٢)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ kr

٢ . (۵.٣)

داریم: استقرا فرض از استفاده با .x ∈ ∆i(a) و باشد فرد i که باشد داشته وجود i < k می�کنیم فرض

(i− ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (i− ٣)r

٢ (۶.٣)

ثابت است کافی کار این برای ندارد. وجود یی i چنین درنتیجه و است تناقض در (۶.٣) با (۵.٣) می�دهیم نشان

زیرا: است برقرار رابطه این و (i− ١)r
٢ <

(k − ٢)r
٢ + ١ کنیم

i < k =⇒ i+ ١ ≤ k =⇒ i− ١ ≤ k − ٢ =⇒ (i− ١)r
٢ <

(k − ٢)r
٢ + ١

(i− ١)r ≤ (k − ٢)r =⇒ (i− ١)r
٢ ≤ (k − ٢)r

٢ =⇒ (i− ١)r
٢ <

(k − ٢)r
٢ + ١.
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فرض بنابر نباشد. چنین کنیم فرض .x /∈ ∆i(a) نیز باشد زوج i و i ≤ k که i هر برای می�دهیم نشان اکنون

داریم: استقرا

m− ir

٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (i− ٢)r
٢ − ١.

بنابراین ،k ≤ m− ١
r

چون

|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− ir

٢ = (
m− ١
r

)r + ١− ir

٢ ≥ kr + ١− ir

٢ .

داریم: طرفی از

i ≤ k =⇒ ir ≤ kr =⇒ ir

٢ ≤ kr

٢ =⇒ kr

٢ − ir

٢ ≥ ٠ =⇒

kr − ir

٢ ≥ kr

٢ =⇒ kr + ١− ir

٢ >
kr

٢ .

.x ∈ ∆i(a) که ندارد وجود i ≤ k لذا تناقضاست. در (۵.٣) رابطه با که |supp(x)∩supp(a)| > kr

٢ بنابراین

.d(a, x) ≥ k + ١ بنابراین

دارد وجود y ∈ X لذا دارند. مشترک عضو kr

٢ حداکثر supp(x) و supp(a) ،(۵.٣) رابطه به توجه با حال

باشد. داشته supp(a) با مشترک عضو m − kr

٢ حداقل می�تواند supp(y) و supp(x) ∩ supp(y) = ∅ که

داریم (۵.٣) رابطه از همچنین .|supp(y) ∩ supp(a)| ≥ m− kr

٢ بنابراین

(k − ٢)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)|.

بنابراین است. supp(a) با مشترک عضو m− (k − ٢)r
٢ − ١ دارای حداکثر supp(y) لذا

m− kr

٢ ≤ |supp(y) ∩ supp(a)| ≤ m− (k − ٢)r
٢ − ١.

که حالتی برای را حکم این و .x ∈ ∆k+١(a) درنتیجه .d(a, x) ≤ k + ١ بنابراین .y ∈ ∆١(x) ∩∆k(a) لذا

.
∑

i(a) = ∆i(a) ،٣ ≤ i ≤ ⌈m− ١
r

⌉ ،i هر برای بنابراین می�کند. ثابت است زوج k



۴٢ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

در .a = (١ . . .m)(= ã) کنید فرض همچنین .r ≥ ١ و m ≥ ٢ که n = ٢m+ r کنید فرض .۵.٢.٣ قضیه

.∆i(a) ⊆
∑

i(a) ⊆ ∆i(a) ∪∆i−١(a) ،⌈
m− ١
r

⌉ ≥ ٢ که ،i = ⌈m− ١
r

⌉+ ١ برای این�صورت،

.y ∈ ∆١(x)∩∆i−١(a) که دارد وجود y ∈ X این�صورت در .x ∈ ∆i(a) و باشد فرد i �کنیم فرض ابتدا برهان.

،٣ ≤ j ≤ ⌈m− ١
r

⌉ ،j هر برای و supp(x) ∩ supp(y) = ∅ دیدیم (۴.٢.٣) قضیه�ی در که همانطور

لذا .∆j(a) = Σj(a)

m− (i− ١)r
٢ ≤ |supp(y) ∩ supp(a)| ≤ m− (i− ٣)r

٢ − ١.

در نقطه (i− ١)r
٢ حداکثر لذا دارند. مشترک عضو m − (i− ١)r

٢ حداقل supp(y) و supp(a) بنابراین

.|supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (i− ١)r
٢ بنابراین، باشد. مشترک supp(x) با می�تواند که می�ماند باقی supp(a)

می�گیریم، نتیجه (۴.٢.٣) قضیه�ی از صورت این در .|supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (i− ٣)r
٢ کنیم فرض حال

لذا است. تناقض در x ∈ ∆i(a) فرض با که d(x, a) ≤ i− ٢

(i− ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (i− ١)r

٢ .

. x ∈ Σi(a) بنابراین

supp(x)∩supp(y) = که دارد وجود y ∈ X گفتیم، که همان�طور آنگاه ،x ∈ ∆i(a) و باشد زوج i اگر حال

داریم: ،(۴.٢.٣) قضیه�ی بنابر لذا .y ∈ ∆i−١(a) و ∅

(i− ۴)r
٢ + ١ ≤ |supp(y) ∩ supp(a)| ≤ (i− ٢)r

٢ .

درنتیجه

|supp(y) ∪ supp(a)| = ٢m− |supp(y) ∩ supp(a)| ≥ ٢m− (i− ٢)r
٢ .

پس supp(x)∩supp(y) = ∅ چون می�شوند. داشته نگه ثابت y و a توسط نقطه r+ (i− ٢)r
٢ حداکثر بنابراین

m−r− (i− ٢)r
٢ حداقل لذا نیست. supp(y) و supp(a) در که هست supp(x) در نقطه r+(i− ٢)r

٢ حداکثر



۴٣ معین دوری ساختار با عناصری تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٢.٣

بنابراین مشترک�اند. supp(x) و supp(a) اعضای از عضو

m− r − (i− ٢)r
٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| (٧.٣)

اگر طرفی از

m− (i− ٢)r
٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)|.

می�تواند حداکثر supp(a) پس دارند، مشترک عضو (i− ۴)r
٢ + ١ حداقل supp(y) و supp(a) چون آنگاه،

لذا باشد. داشته supp(x) با مشترک عضو m− (i− ۴)r
٢ − ١

m− (i− ٢)r
٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (i− ۴)r

٢ − ١.

لذا است. درتناقض x ∈ ∆i(a) با که x ∈ ∆i−٢(a) ،(۴.٢.٣) قضیه�ی به توجه با بنابراین

|supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (i− ٢)r
٢ − ١.

داریم: (٧.٣) رابطه�ی به توجه با بنابراین

m− ir

٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (i− ٢)r
٢ − ١.

.∆i(a) ⊆ Σi(a) لذا و x ∈ Σi(a) درنتیجه

داریم: باشد، زوج i و x ∈ Σi(a) �کنیم فرض حال

m− ir

٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (i− ٢)r
٢ − ١. (٨.٣)

داریم: (۴.٢.٣) قضیه�ی از .x ∈ ∆t(a) و باشد زوج t که باشد داشته وجود t < i− ١ کنیم فرض

m− tr

٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (t− ٢)r
٢ − ١. (٩.٣)

کار این برای ندارد. وجود یی t چنین درنتیجه و است درتناقض (٩.٣) رابطه�ی با (٨.٣) رابطه�ی می�دهیم نشان

.i− t ≥ ٢ لذا هستند، زوج i و t و ،t < i− ١ چون .m− (i− ٢)r
٢ − ١ < m− tr

٢ کنیم ثابت است کافی

داریم: بنابراین



۴۴ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

(i− t)r ≥ ٢r =⇒ ir − tr ≥ ٢r =⇒ ir − ٢r ≥ tr =⇒ (i− ٢)r ≥ tr =⇒

(i− ٢)r
٢ ≥ tr

٢ =⇒ (i− ٢)r
٢ + ١ > tr

٢ =⇒ m− (i− ٢)r
٢ − ١ < m− tr

٢ .

.x ∈ ∆t(a) و باشد زوج t که ندارد وجود t < i− ١ هیچ لذا

چون

i− ٢ = ⌈m− ١
r

⌉+ ١− ٢ = ⌈m− ١
r

⌉ − ١ ≤ m− ١
٢ =⇒ i ≤ m− ١

٢ + ٢.

پس

|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− ir

٢ ≥ m−
(
m− ١
r

+ ٢)r
٢ =

m− m− ١+ ٢r
٢ =

٢m−m+ ١− ٢r
٢ =

(
m− ١
r

+ ٢)r − ٢r + ٢− ٢r
٢

≥ ir + ٢− ۴r
٢ = ١+

(i− ۴)r
٢ .

لذا

|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ (i− ۴)r
٢ + ١. (١٠.٣)

داریم: (۴.٢.٣) قضیه�ی بنابر .x ∈ ∆t(a) و باشد فرد t که باشد داشته وجود t < i− ٢ کنیم فرض حال

(t− ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (t− ١)r

٢ . (١١.٣)

داریم همچنین

t < i− ٢ =⇒ t ≤ i− ٣ =⇒ t− ١ ≤ i− ۴

=⇒ (t− ١)r
٢ ≤ (i− ۴)r

٢ =⇒ (t− ١)r
٢ <

(i− ۴)r
٢ + ١.

.x ∈ ∆t(a) و t ≤ i − ٢ که ندارد وجود یی t لذا دارد. تناقض (١١.٣) رابطه�ی با (١٠.٣) رابطه�ی بنابراین

داریم: (٨.٣) رابطه�ی از استفاده با .d(x, a) ≥ i− ١ بنابراین



۴۵ معین دوری ساختار با عناصری تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٢.٣

|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− ir

٢ .

supp(x) در نقطه ir٢ حداکثر بنابراین هستند. مشترک عضو m− ir

٢ دارای حداقل supp(x) و supp(a) لذا

داریم نقطه ir٢ حداکثر پس .supp(x)∩ supp(y) = ∅ که دارد وجود y ∈ X لذا نیست. supp(a) در که هست

بنابراین نیست. نیز supp(y) ∪ supp(a) در لذا و supp(y) در نه و هست supp(a) در نه که

|supp(y) ∪ supp(a)| ≥ ٢m+ r − ir

٢ ⇒ |supp(y) ∩ supp(a)| =

|supp(y)|+ |supp(a)| − |supp(y) ∪ supp(a)| ≤ m+m− (٢m+ r − ir

٢ ) =

٢m− ٢m− r +
ir

٢ =
(i− ٢)r

٢ ⇒ |supp(y) ∩ supp(a)| ≤ (i− ٢)r
٢ .

(i− ٢)r
٢ +١ حداقل بنابراین .|supp(x)∩supp(a)| ≤ m− (i− ٢)r

٢ −١ ،(٨.٣) رابطه�ی به توجه با همچنین

هست supp(a) در نه که داریم نقطه (i− ٢)r
٢ +١ حداقل لذا نیست. supp(a) در که هست supp(x) در نقطه

نتیجه در نیست. هم supp(y) ∪ supp(a) در بنابراین .supp(y) در نه و

|supp(y) ∪ supp(a)| ≤ ٢m+ r − (i− ٢)r
٢ − ١ =⇒

|supp(y) ∩ supp(a)| = |supp(y)|+ |supp(a)| − |supp(y) ∪ supp(a)| ≥

٢m− (٢m+ r − (i− ٢)r
٢ − ١) = (i− ٢)r

٢ + ١− r =
(i− ۴)r

٢ + ١.

بنابراین

(i− ۴)r
٢ + ١ ≤ |supp(y) ∩ supp(a)| ≤ (i− ٢)r

٢

i − ١ ≤ بنابراین .d(a, x) ≤ i نتیجه در و ،y ∈ ∆١(x) ∩ ∆i−١(a) لذا .supp(x) ∩ supp(y) = ∅ و

نتیجه در و x ∈ ∆i(a) ∪∆i−١(a) پس .d(a, x) ≤ i

Σi(a) ≤ ∆i(a) ∪∆i−١(a).



۴۶ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

صورت این در .x ∈ Σi(a) و باشد فرد عددی i می�کنیم فرض اکنون

(i− ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (i− ١)r

٢ . (١٢.٣)

داریم: (۴.٢.٣) قضیه�ی از استفاده با .x ∈ ∆t(a) و t ≤ i− ٢ که باشد داشته وجود t فرد عدد کنیم فرض

(t− ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (t− ١)r

٢ . (١٣.٣)

چون

t ≤ i− ٢ =⇒ t− ١ ≤ i− ٣ =⇒ (t− ١)r
٢ ≤ (i− ٣)r

٢ =⇒ (t− ١)r
٢ <

(i− ٣)r
٢ + ١.

ندارد. وجود یی t چنین درنتیجه و است تناقض در (١٣.٣) رابطه با (١٢.٣) رابطه�ی پس

داریم: (۴.٢.٣) قضیه�ی بنابر .x ∈ ∆t(a) و t < i− ٢ که باشد موجود t زوج عدد کنیم فرض حال

m− tr

٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (t− ٢)r
٢ − ١. (١۴.٣)

داریم: همچنین

t < i− ٢ ⇒ t ≤ i− ٣ ⇒ tr

٢ ≤ (i− ٣)r
٢ ⇒ tr

٢ <
(i− ٣)r

٢ + ١.

پس ،i− ٢ ≤ m− ١
r

چون

|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− tr

٢ = (
m− ١
r

)r + ١− tr

٢ ≥ (i− ٢)r + ١− tr

٢ >

(i− ٢)r + ١− (i− ٣)r
٢ − ١ =

٢(i− ٢)r − (i− ٣)r
٢ =

(٢i− ۴− i+ ٣)r
٢ =

(i− ١)r
٢ .

t ≤ i − ٢ لذا است. تناقض در (١٢.٣) ی رابطه با این و .|supp(x) ∩ supp(a)| ≥ (i− ١)r
٢ بنابراین

supp(x) و supp(a) ،(١٢.٣) رابطه�ی به توجه با .d(a, x) ≥ i − ١ بنابراین .x ∈ ∆t(a) که ندارد وجود

در که داریم supp(a) در نقطه m − (i− ٣)r
٢ − ١ حداکثر لذا دارند. مشترک عضو (i− ٣)r

٢ + ١ حداقل

حداکثر supp(y) و supp(a) و ،supp(x) ∩ supp(y) = ∅ که دارد وجود y ∈ X بنابراین نیست. supp(x)

قضیه�ی بنابر لذا .|supp(y)∩supp(a)| ≤ m− (i− ٣)r
٢ −١ نتیجه در دارند. مشترک −mعضو (i− ٣)r

٢ −١



۴٧ معین دوری ساختار با عناصری تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٢.٣

x ∈ لذا .i− ١ ≤ d(a, x) ≤ i نیز فرد i برای نتیجه در .d(a, x) ≤ i بنابراین .d(a, y) ≤ i− ١ ،(۴.٢.٣)

.∆i(a) ⊆ Σi(a) ⊆ ∆i(a)∪∆i−١(a) داریم ،i = ⌈m− ١
r

⌉+ ١ برای بنابراین .∆i(a)∪∆i−١(a)

مثال به باشد. ناتهی Σi(a)∩∆i−١(a) است ممکن ،i = ⌈m−١
r ⌉+ ١ برای (۵.٢.٣) قضیه�ی در که کنید توجه

کنید: توجه زیر

صورت این در ،r = ٢ و m = ۴ کنید فرض .۶.٢.٣ مثال

i = ⌈m−١
r ⌉+ ١ = ⌈۴−١٢ ⌉+ ١ = ⌈٣٢⌉+ ١ = ٢+ ١ = ٣.

لذا

Σi(a) = Σ٣(a) = {x ∈ X| (٣−٣)r٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (١−٣)r
٢ }

= {x ∈ X|١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ r = ٢}

و

∆i−١(a) = ∆٢(a) = {x ∈ X|۴− ٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)|}

= {x ∈ X|٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)|}.

.∆٢(a) ∩ Σ٣(a) ̸= ∅ بنابراین

.a = (١٢ . . .m)(= ã) کنید فرض همچنین .m ≥ ٢ و r ≥ ١ که n = ٢m+ r کنید فرض .٧.٢.٣ نتیجه

.X = {a} ∪∆١(a) ∪∆٢(a) ∪ . . . ∪∆⌈m−١
r

⌉+١(a) صورت این در

آنگاه i = ٢k − ١ اگر باشد. صحیح عدد یک k ≥ ٢ �کنیم فرض برهان.

Σi(a) = {x ∈ X : (i−٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (i−١)r

٢ }.



۴٨ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

داریم: k مختلف مقادیر برای لذا

k = ٢ =⇒ Σ٣(a) = {x ∈ X : ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ r}

k = ٣ =⇒ Σ۵(a) = {x ∈ X : r + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ ٢r} (١۵.٣)

k = ۴ =⇒ Σ٧(a) = {x ∈ X : ٢r + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ ٣r}

...

آنگاه i = ٢k اگر همچنین

Σi(a) = {x ∈ X : m− ir
٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (i−٢)r

٢ − ١}.

داریم: k مختلف مقادیر ازای به صورت این در

...

k = ۴ =⇒ Σ٨(a) = {x ∈ X : m− ۴r ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− ٣r − ١}

k = ٣ =⇒ Σ۶(a) = {x ∈ X : m− ٣r ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− ٢r − ١}

k = ٢ =⇒ Σ۴(a) = {x ∈ X : m− ٢r ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− r − ١}.
(١۶.٣)

داریم ،i ≥ ٣ برای (١۶.٣) و (١۵.٣) روابط به توجه با

١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− r − ١.

اعداد تمام ساپورت�ها اشتراک و هستند تهی اشتراک دارای (١۶.٣) و (١۵.٣) در دلخواه مجموعه�ی دو هر چون

(١۶.٣) در پایین کران�های به جایی در (١۵.٣) در بالا کران�های بنابراین می�شوند. شامل را m− r−١ تا ١ بین



۴٩ معین دوری ساختار با عناصری تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٢.٣

داشت: خواهیم یی k برای لذا می�رسند،

(m− ٢kr
٢ )− (

((٢k − ١)− ١)r
٢ ) = ١

=⇒ m− ١ = kr + (k − ١)r

=⇒ m− ١ = (٢k − ١)r =⇒ m− ١
r

= ٢k − ١.

آنگاه ،i = ٢k − ١ اگر حال

٢k − ١ = m−١
r =⇒ i = m−١

r =⇒ i ≤ ⌈m−١
r ⌉.

آنگاه ،i = ٢k اگر

٢k − ١ =
m− ١
r

=⇒ i− ١ =
m− ١
r

=⇒ i− ١ ≤ ⌈m− ١
r

⌉ =⇒ i ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ١.

داریم لذا

∪⌈m−١
r

⌉+١
i=٣ Σi(a) = {x ∈ X : ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− r − ١} .

داریم همچنین

X = {a} ∪ {x ∈ X : supp(x) ∩ supp(a) = ∅} ∪ {x ∈ X : |supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− r} ∪

{x ∈ X : ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− r − ١} .

بنابراین

X = {a} ∪ {x ∈ X : supp(x) ∩ supp(a) = ∅} ∪

{x ∈ X : |supp(x) ∩ supp(a)| ≥ m− r} ∪⌈m−١
r

⌉+١
i=٣ Σi(a).

داریم: (۵.٢.٣) و (۴.٢.٣) ،(٣.٢.٣) ،(٢.٢.٣) قضایای بنابر نتیجه در



۵٠ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

X = {a} ∪∆١(a) ∪∆٢(a) ∪ . . . ∪∆⌈m−١
r

⌉+١(a).

.a = (١٢ . . .m)(= ã) کنید فرض همچنین .m ≥ ٢ و r ≥ ١ که n = ٢m+ r کنید فرض .٨.٢.٣ نتیجه

.∆⌈m−١
r

⌉+١(a) ̸= ∅ صورت این در

،(۵.٢.٣) قضیه�ی بنابر صورت این در .∆t(a) = ∅ می�کنیم فرض .t = ⌈m−١
r ⌉ + ١ می�دهیم قرار برهان.

داریم:

Σt(a) ⊆ ∅ ∪∆t−١(a) = ∆t−١(a).

،(۴.٢.٣) قضیه�ی از استفاده با لذا

Σt(a) ⊆ Σt−١(a). (١٧.٣)

داریم: (١٧.٣) رابطه�ی به توجه با آنگاه باشد. زوج t اگر

{
x ∈ X : m− tr

٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (t− ٢)r
٢ − ١

}
⊆

{
x ∈ X :

(t− ۴)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (t− ٢)r

٢

}
.

و m ≤ tr
٢ − ٢r + tr

٢ + ١ نتیجه در . (t−۴)r٢ + ١ ≤ m − tr
٢ و m − (t−٢)r

٢ − ١ ≤ (t−٢)r
٢ بنابراین

لذا .m ≥ tr
٢ − ٢r + tr

٢ + ١

m = tr − ٢r + ١ =⇒ m = (t− ٢)r + ١ =⇒ m− ١
r

= t− ٢

=⇒ m− ١
r

= ⌈m− ١
r

⌉+ ١− ٢ = ⌈m− ١
r

⌉ − ١

=⇒ ⌈m− ١
r

⌉ − m− ١
r

= ١.

است. تناقض در ٠ ≤ ⌈m−١
r ⌉ − m−١

r < ١ با که
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داریم ،(١٧.٣) رابطه�ی از استفاده با آنگاه باشد فرد t اگر

{
x ∈ X :

(t− ٣)r
٢ + ١ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ (t− ١)r

٢

}
⊆{

x ∈ X : m− (t− ١)r
٢ ≤ |supp(x) ∩ supp(a)| ≤ m− (t− ٣)r

٢ − ١
}
.

و m ≤ (t−٣)r
٢ + (t−١)r

٢ + ١ نتیجه در . (t−١)r٢ ≤ m− (t−٣)r
٢ − ١ و m− (t−١)r

٢ ≤ (t−٣)r
٢ + ١ بنابراین

لذا .m ≥ (t−٣)r
٢ + (t−١)r

٢ + ١

m =
(t− ٣)r

٢ +
(t− ١)r

٢ + ١

=⇒ m− ١ =
(٢t− ۴)r

٢ = (t− ٢)r

=⇒ m− ١
r

= t− ٢ = ⌈m− ١
r

⌉+ ١− ٢ = ⌈m− ١
r

⌉ − ١

=⇒ ⌈m− ١
r

⌉ − m− ١
r

= ١.

.∆t(a) ̸= ∅ نتیجه در و است باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض هم باز که

.a = (١٢ . . .m)(= ã) کنید فرض همچنین .m ≥ ٢ و r ≥ ١ که n = ٢m+ r کنید فرض .٩.٢.٣ نتیجه

.diam∁(G,X) =
[
m−١
r

]
+ ١ صورت این در

X = {a} ∪∆١(a)∪∆٢(a)∪Σ٣(a)∪ . . .∪∆[m−١
r ]+١ داریم (٨.٢.٣) و (٧.٢.٣) از استفاده با برهان.

.diam∁(G,X) =
[
m−١
r

]
+ ١ بنابراین .∆[m−١

r ]+١ ̸= ∅ و

صورت این در .m ≥ ٢ ،|Fix(a)| ≥ m+ ١ کنید فرض .١٠.٢.٣ قضیه

diam∁(G,X) ≤ m+ ٢diam∁(G∗, X∗).

را y ∈ X .{j١, . . . , jk} = supp(ã) \ supp(x̃) می�دهیم قرار .x(= x̃x∗) ∈ X �کنیم فرض برهان.

مثال برای دارد. وجود حتما یی y (چنین {j١, . . . , jk} ⊆ Fix(y∗) و y = x̃y∗ که می�گیریم نظر در طوری

لذا .x∗, y∗ ∈ Sym(Ω١) = G∗ صورت این در .Ω١ = Fix(x̃) �کنیم فرض حال .( y = x̃a∗ دهید قرار
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اگر بنابراین هستند. مجزا x̃ با X∗ عناصر تمامی طرفی از .X∗ = x∗
G∗

که d(x∗, y∗) ≤ diam∁(G∗, X∗)

t∗i ∈ X∗ ،١ ≤ i ≤ l ،i هر برای چون آنگاه؛ باشد. y∗ به x∗ از ،X∗ در مسیر یک {x∗, t∗١, . . . , t∗l , y∗}

دوری ساختار دارای x∗ و x∗gi∗ چون و x̃ti∗ = x̃x∗gi
∗ لذا ti∗ = x∗gi

∗ که دارد وجود g∗i ∈ G∗ بنابراین

نتیجه در است. X در y به x از مسیر یک {x̃x∗, x̃t∗١, . . . , x̃t∗l , x̃y∗} لذا .x̃t∗i ∈ X پس هستند، یکسان

بنابراین .d(x, y) ≤ d(x∗, y∗)

d(x, y) ≤ diam∁(G∗, X∗). (١٨.٣)

صورت این در .Ω٢ = Fix(y∗) کنیم فرض

supp(ã) ⊆ {j١, . . . , jk} ∪ supp(x̃) ⊆ Fix(y∗) = Ω٢ =⇒ ã ∈ Sym(Ω٢).

داریم .X̃ = ãG̃ و G̃ = Sym(Ω٢) می�دهیم قرار

|Ω٢| = |Fix(y∗)| = |Fix(y)|+ |supp(x̃)| = m+ |Fix(y)| ≥ m+m+ ١ = ٢m+ ١.

.diam∁(G̃, X̃) = ⌈m−١
r ⌉ + ١ ،(٩.٢.٣) نتیجه�ی از استفاده با لذا .r ≥ ١ که |Ω٢| = ٢m + r بنابراین

بالا استدلال مشابه پس مجزاست، y∗ با X̃ عضو هر چون است. m حداکثر ∁(G̃, X̃) در d(ã, x̃) درنتیجه

d(ãy∗, x̃y∗) ≤ d(ã, x̃) ≤ m. (١٩.٣)

a∗, y∗ ∈ G∗ چون .X∗ = a∗
G∗

∗Gو = Sym(Fix(ã))صورت این در .Ω٣ = Fix(ã) می�دهیم قرار اکنون

بالا استدلال مشابه لذا هستند. مجزا ã با X∗ اعضای تمام همچنین .d(a∗, y∗) ≤ diam∁(G∗, X∗) پس

d(ãy∗, ãa∗) ≤ d(a∗, y∗) ≤ diam∁(G∗, X∗). (٢٠.٣)

داریم (٢٠.٣) و (١٩.٣) ،(١٨.٣) روابط از استفاده با اکنون

d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a) ≤ d(x, y) + d(y, ãy∗) + d(ãy∗, a) ≤ m+ ٢diam∁(G∗X∗)
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.diam∁(G,X) ≤ m+ ٢diam∁(G∗, X∗) بنابراین بود. دلخواه x ∈ X چون

a = کنید فرض همچنین .r ≥ ١ و m ≥ ٣ که n = ٢m + ٢ + r کنید فرض .١١.٢.٣ قضیه

صورت این در ،(١,٢, . . . ,m)(m+ ١,m+ ٢)(= ã(m+ ١,m+ ٢))

diam∁(G,X) ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ٣.

و s = |supp(ã) ∩ supp(x̃)| می�دهیم قرار باشد. m طول به x̃ دور دارای x ∈ X �کنیم فرض برهان.

لذا .|supp(ã) ∪ supp(x̃)| = ٢m− s صورت این در .x = x̃(γ, δ)

|Fix(x̃) ∩ Fix(ã)| = (٢m+ ٢+ r)− (٢m− s) = ٢+ r + s ≥ s+ ٣.

می�کنیم: ثابت را حکم s مختلف مقادیر برای

{α, β}∩ همچنین ،α, β /∈ supp(x̃)∪ supp(ã) که می�گیریم نظر در طوری را β و α آنگاه ،s = ٠ اگر .١

.y = (١,٢, . . . ,m)(α, β) می�دهیم قرار .(α, β) = (m + ١,m + ٢) یا {m + ١,m + ٢} = ∅

چون

|Ω \ supp(x̃) ∪ supp(ã)| = (٢m+ ٢+ r)− (٢m− s) = ٢+ r + s ≥ ٣.

،y = ã(α, β) چون .z = x̃(α, β) می�کنیم فرض حال است. ممکن حالت دو این از یکی حداقل پس

،(٩.٢.٣) نتیجه�ی بنابر طرفی از .[y, z] = [a, y] = ١ بنابراین

d((α, β), (γ, δ)) ≤ diam(Sym(Fix(x̃)), (γ, δ)Sym(Fix(x̃)) = ⌈٢− ١
r

⌉+ ١ = ٢.

داریم قبل، قضیه�ی استدلال مشابه لذا هستند. مجزا x̃ از (α, β) و (γ, δ) چون

d(z, x) ≤ d((α, β), (γ, δ)) ≤ ٢.

بنابراین



۵۴ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

d(a, x) ≤ d(a, y) + d(y, z) + d(z, x) ≤ ١+ ١+ ٢ = ۴ ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ٣.

اگر صورت این در .{m+ ١,m+ ٢} ∩ supp(x̃) ̸= ∅ و s = ١ می�کنیم فرض اول: حالت .٢

{m+ ١,m+ ٢} ⊆ supp(x̃)

که می�گیریم نظر در طوری را β و α آنگاه

{α, β} ∩ (supp(ã) ∪ supp(x̃) ∪ {γ, δ}) = ∅.

چون

|Ω \ (supp(ã) ∪ supp(x̃) ∪ {γ, δ})| = ٢m+ ٢+ r − (m+m+ ٢)

+ |supp(ã) ∩ supp(x̃|+ |supp(ã ∩ {γ, δ}|+ |supp(x̃) ∪ {γ, δ}|

− |supp(ã) ∩ supp(x̃) ∩ {γ, δ}|

= ٢m+ ٢+ r − (٢m+ ٢) + (١+ |supp(ã ∩ {γ, δ}|+ ٠) + ٠

= r + ١+ |supp(ã ∩ {γ, δ}| ≥ ٢.

{γ, δ} ∩ که زمانی آنگاه .|{m + ١,m + ٢} ∩ supp(x̃)| = ١ اگر دارد. وجود یی β و α چنین لذا

را β و α صورت این غیر در .{α, β} = {γ, δ} می�دهیم قرار ،(supp(ã) ∪ {m+ ١,m+ ٢}) = ∅

که می�گیریم نظر در طوری

{α, β} ∩ [({γ, δ,m+ ١,m+ ٢}) ∪ supp(ã) ∪ supp(x̃)] = ∅.

چون

|Ω \ (supp(ã) ∪ supp(x̃) ∪ {m+ ١,m+ ٢})|
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= ٢m+ ٢+ r − (m+m+ ٢− (١+ ٠+ ١) + ٠) = r + ٢ ≥ ٣.

چون .y = ã(α, β) می�دهیم قرار است. ممکن فوق حالت دو از یکی حداقل لذا

{α, β} ∩ {m+ ١,m+ ٢} = ∅.

لذا ،(α, β) ∈ Sym(Fix(ã)) چون صورت این در .z = x̃(α, β) می�کنیم فرض حال .[a, y] = ١ لذا

داریم: ،(٩.٢.٣) نتیجه�ی بنابر و قبل قضیه�ی استدلال مشابه

d(z, y) ≤ d(x̃, ã) ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ١.

نتیجه در .[z, x] = ١ بنابراین ،{γ, δ} ∩ {α, β} = ∅ یا {γ, δ} = {α, β} همچنین

d(a, x) ≤ d(a, y) + d(y, z) + d(z, x) ≤ ١+ ⌈m− ١
r

⌉+ ١+ ١ = ⌈m− ١
r

⌉+ ٣.

می�دهیم قرار صورت این در .{m + ١,m + ٢} ∩ supp(x̃) = ∅ و s = ١ �کنیم فرض دوم: حالت

داریم ،(٩.٢.٣) نتیجه�ی بنابر و مشابه استدلال با لذا .y = x̃(m+ ١,m+ ٢)

d(a, y) ≤ d(x̃, ã) ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ١

و

d(y, x) ≤ d((m+ ١,m+ ٢), (γ, δ)) ≤ ⌈٢− ١
r

⌉+ ١ = ٢.

بنابراین

d(a, x) ≤ d(a, y) + d(y, x) ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ١+ ٢ = ⌈m− ١
r

⌉+ ٣.

داریم صورت این در .{m+ ١,m+ ٢} ∩ supp(x̃) ̸= ∅ و s ≥ ٢ �کنیم فرض اول: حالت .٣
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|Ω \ (supp(ã) ∪ supp(x̃) ∪ {m+ ١,m+ ٢})| ≥

٢m+ ٢+ r − (m+m+ ٢− (s+ ٠|supp(x̃) ∩ {m+ ١,m+ ٢}|) + ٠)

= ٢m+ ٢+ r − (٢m+ ٢− s− |supp(x̃) ∩ {m+ ١,m+ ٢}|)

= r + s+ |supp(x̃) ∩ {m+ ١,m+ ٢}| ≥ ٢+ s ≥ ۴.

که بگیریم نظر در طوری را β و α می�توانیم لذا

{α, β} ⊆ Ω \ (supp(ã) ∪ supp(x̃)) ∪ {m+ ١,m+ ٢, γ, δ}.

بنابر و مشابه استدلال با .[z, x] = [a, y] = ١ داریم لذا .z = x̃(αβ) و y = ã(αβ) می�دهیم قرار

بنابراین .d(y, z) ≤ d(x̃, ã) ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ١ ،(٩.٢.٣) نتیجه�ی

d(a, x) ≤ d(a, y) + d(y, z) + d(z, x) ≤ ١+ ⌈m− ١
r

⌉+ ١+ ١ = ⌈m− ١
r

⌉+ ٣.

می�دهیم قرار .{m+ ١,m+ ٢} ∩ supp(x̃) = ∅ و s ≥ ٢ �کنیم فرض دوم: حالت

y = x̃(m+ ١,m+ ٢).

،(٩.٢.٣) نتیجه�ی بنابر و مشابه استدلال با

d(a, y) ≤ d(ã, x̃) ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ١.

و

d(y, x) ≤ d((m+ ١m+ ٢), (γδ)) ≤ ⌈٢− ١
r

⌉+ ١ = ٢.

لذا



۵٧ ٣ مرتبه�ی عناصر تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٣.٣

d(a, x) ≤ d(a, y) + d(y, x) ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ١+ ٢ = ⌈m− ١
r

⌉+ ٣.

و diam∁(G,X) ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ٣ نتیجه در .d(a, x) ≤ ⌈m− ١
r

⌉+ ٣ ،x ∈ X هر برای بنابراین

شد. ثابت حکم

صورت این در .n = ٩ و a = (١,٢,٣)(۴,۵) کنید فرض .١٢.٢.٣ مثال

n = ٢m+ r + ٢ =⇒ ٩ = ۶+ r + ٢ =⇒ r = ١.

داریم ،(١١.٢.٣) قضیه�ی از استفاده با بنابراین

diam∁(G,X) ≤
[
١−٣
١

]
+ ٣ = ٢+ ٣ = ۵.

١ مگما نویسی برنامه از آمده دست به نتایج لذا .diam∁(G,X) = ۵ می�بینیم، (١.٣) جدول در که طور همان

می�کند. صدق (١١.٢.٣) قضیه�ی در

٣ مرتبه�ی عناصر تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر ٣.٣

و متقارن گروه G که می�کنیم بررسی را ∁(G,X) جابجایی گراف قطر آورده�ایم، [١۵] مرجع از که بخش، این در

است. G در ٣ مرتبه�ی عناصر تزویج رده�ی X

همچنین می�کند. عمل Ω روی طبیعی طور به G .Ω = {١,٢, . . . , n} که G = Sym(Ω) می�کنیم فرض

دوری ساختار و ٣ مرتبه�ی دارای t لذا .t = (١,٢,٣)(۴,۵,۶) . . . (٣r − ٢,٣r − ١,٣r) می�کنیم فرض

است. همبند ∁(G,X) جابجایی گراف ،[٩] در ٢ قضیه�ی بنابر .X = tG می�دهیم قرار است. ١n−٣r٣r

.diam∁(G,X) = ٢ صورت این در ،n ≥ ٨r کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
MAGMA.١
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صورت این در باشد. s = |supp(x) ∩ supp(t)| و Λ = supp(t) ∪ supp(x) ،x ∈ X �کنیم فرض برهان.

|Λ| = |supp(t) ∪ supp(x)| = |supp(t)|+ |supp(x)| − |supp(x) ∩ supp(t)|

= ٣r + ٣r − s = ۶r − s.

که دارد وجود y ∈ X بنابراین .|Ω \ supp(t) ∪ supp(x)| ≥ ٣r درنتیجه و |Λ| ≤ ۵r آنگاه ،s ≥ r اگر

بنابراین است. ∁(G,X) در مسیر یک {t, y, x} لذا .supp(x) ∩ supp(y) = ∅ = supp(t) ∩ supp(y)

d(t, x) ≤ d(t, y) + d(y, x) = ١+ ١ = ٢.

supp(t) = {١,٢,٣, . . . ,٣r − ٢,٣r − ١,٣r} چون .e = r − s می�دهیم قرار و s < r می�کنیم فرض حال

لذا می�کنیم. انتخاب اول عنصر ٣s از کلیت، رفتن دست از بدون را دور s ،supp(t)∩ supp(x) ⊆ supp(t) و

supp(t) ∩ supp(x) ⊆ {١,٢,٣,۴,۵,۶, . . . ,٣s− ٢,٣s− ١,٣s}.

می�دهیم قرار

y١ = (٣s+ ١,٣s+ ٢,٣s+ ٣) . . . (٣r − ٢,٣r − ١,٣r).

.supp(x)∩supp(y١) = ∅ لذا هستند. ٣ طول به کدام هر که است t آخر دور eحاصلضرب به�صورت y١ بنابراین

داریم: r > s چون

|Ω \ Λ| = |Ω| − |Λ| ≥ ٨r − ۶r + s = ٢r + s > ٣s.

طول به مجزا دو به دو دور sحاصلضرب y٢ و supp(y٢) ⊆ Ω\Λ که کنیم انتخاب طوری را y٢ می�توانیم بنابراین

،y = y١y٢ ∈ X لذا است. ٣ طول به مجزا دو به دو دور r = s+ r − s حاصلضرب y١y٢ درنتیجه باشد. ٣

بنابراین .xy = xy١y٢ = y١xy٢ = y١y٢x = yx و ty = ty١y٢ = y١ty٢ = y١y٢t = yt

d(t, x) ≤ d(t, y) + d(y, x) = ١+ ١ = ٢.



۵٩ ٣ مرتبه�ی عناصر تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٣.٣

diam∁(G,X) = درنتیجه .diam∁(G,X) ≥ ٢ پس است ناآبلی X طرفی از .diam∁(G,X) ≤ ٢ لذا

.٢

داریم ،n = ٩ و n = ٨ برای آنگاه باشد، r = ١ اگر می�بینیم. (٢.٣) جدول در که طور همان .٢.٣.٣ مثال

به نتایج لذا .diam∁(G,X) = ٢ نیز n = ١۶ برای آنگاه باشد، r = ٢ اگر همچنین .diam∁(G,X) = ٢

می�کند. صدق (١.٣.٣) قضیه�ی در مگما نویسی برنامه از آمده دست

روی < x > مدارهای مجموعه�ی {νi(x)}i=١,...,r �کنیم فرض ،x ∈ X برای .|Ω| ≥ ۶r می�کنیم فرض

که t = t١t٢ . . . tr می�دهیم قرار .supp(x) = ∪r
i=١νi(x) و است ٣ اندازه�ی دارای مدار هر لذا باشد. Ω

که هایی ti حاصلضرب .ν(ti) = νi(t) = {٣i − ٢,٣i − ١,٣i} بنابراین .ti = (٣i − ٢,٣i − ١,٣i)

را τ١ می�دهیم. نشان τ٣ با را νi(t) ⊆ supp(x) که هایی ti حاصلضرب و τ٠ با را νi(t) ∩ supp(x) = ∅

|νi(t) ∩ supp(x)| = ١ و ٣|r١ که باشد عددی بزرگترین r١ که می�گیریم نظر در ها ti از دور r١ حاصلضرب

قرار .|νi(t) ∩ supp(x)| = ٢ و ٣|r٢ که است عددی بزرگترین r٢ که است ها ti از دور r٢ حاصلضرب τ٢ و

ها ti تعداد r٠ ،τ∗ در ها ti تعداد r∗ �کنیم فرض حال .t = τ∗τ٠τ١τ٢τ٣ لذا τ∗ = tτ−١٠ τ−١١ τ−١٢ τ−١٣ می�دهیم

دور دو حداکثر لذا پذیرند. بخش ٣ بر و هستند ماکزیمم دو هر r٢ و r١ چون باشد. τ٣ در ها ti تعداد r٣ و τ٠ در

حداکثر همچنین .|νi١(t) ∩ supp(x)| = |νi٢(t) ∩ supp(x)| = ١ و نیستند τ١ در که داریم ti٢ و ti١ مانند

بنابراین .|νj١(t) ∩ supp(x)| = |νj٢(t) ∩ supp(x)| = ١ و نیستند τ٢ در که داریم tj٢ و tj١ مانند دور دو

چون .r = r∗ + r٠ + r١ + r٢ + r٣ لذا .r∗ ≤ ۴

|supp(x) ∩ supp(τ٠)| = ٠ = ٠r٠

|supp(x) ∩ supp(τ١)| = r١ = ١r١

|supp(x) ∩ supp(τ٢)| = ٢× r٢ = ٢r٢

|supp(x) ∩ supp(τ٣)| = ٣× r٣ = ٣r٣.



۶٠ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

.s∗ = |supp(t) ∩ supp(τ∗)| �کنیم فرض .|supp(x) ∩ supp(τi)| = iri ،i = ٠,١,٢,٣ برای بنابراین،

لذا، هستند مجزا همگی ها τi و τ∗ چون

|supp(t) ∩ supp(x)| = |supp(τ∗τ٠τ١τ٢τ٣) ∩ supp(x)| =

|
(
∪٣
i=١supp(τi) ∩ supp(x)

)
∪ (supp(τ∗) ∩ supp(x)) | =

Σ٣
i=١|supp(τi) ∩ supp(x)|+ |supp(τ∗) ∩ supp(x)| = r١ + ٢r٢ + ٣r٣ + s∗.

چون .Λ = Ω \ (supp(t) ∪ supp(x)) می�دهیم قرار

|supp(t) ∪ supp(x)| = |supp(t)|+ |supp(x)| − |supp(t) ∩ supp(x)| =

٣r + ٣r − (s∗ + r١٢r٢ + ٣r٣) = ۶r − (s∗ + r١ + ٢r٢ + ٣r٣).

لذا

|Λ| = |Ω| − |supp(t) ∪ supp(x)| = n− (۶r − (s∗ + r١ + ٢r٢ + ٣r٣)).

آنگاه ،n > ۶r اگر .|Λ| = s∗ + r١ + ٢r٢ + ٣r٣ آنگاه، n = ۶r اگر

|Λ| = |Ω| − |supp(t) ∪ supp(x)| > s∗ + r١ + ٢r٢ + ٣r٣

=⇒ |Λ| ≥ ١+ s∗ + r١ + ٢r٢ + ٣r٣.

بنویسیم زیر صورت به را τ١ می�توانیم پس ،٣|r١ چون

τ١ = Πµi١i٢i٣

داریم ،µi١i٢i٣ هر ازای به هستند. ٣ طول به مجزا دو به دو دورهای ti٣ ،ti٢ ،ti١ و µi١i٢i٣ = ti١ti٢ti٣ که

µi١i٢i٣ = ti١ti٢ti٣ = (٣i١ − ٢,٣i١ − ١,٣i٣)(١i٢ − ٢,٣i٢ − ١,٣i٣)(٢i٣ − ٢,٣i٣ − ١,٣i٣).



۶١ ٣ مرتبه�ی عناصر تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٣.٣

می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون لذا

supp(µi١i٢i٣) ∩ supp(x) = {٣i١ − ٢,٣i٢ − ٢,٣i٣ − ٢}. (٢١.٣)

می�دهیم قرار

λi١i٢i٣ = (٣i١ − ٢,٣i٢ − ٢,٣i٣ − ٣)(٢i١ − ١,٣i٢ − ١,٣i٣ − ١)(٣i١,٣i٢,٣i٣).

و supp(µi١i٢i٣) = supp(λi١i٢i٣) صورت این در

µi١i٢i٣λi١i٢i٣ = (٣i٢,٣−١i١,٣−٢i٣)(٣i٢,٣−٣i١,٣−١i٢)(٣i٢,٣−٢i١,٣−٣i١) = λi١i٢i٣µi١i٢i٣ .

دهیم قرار اگر حال

ρ١ = Πλi١i٢i٣ .

به�صورت و می�شود جابه�جا t با ρ١ بنابراین .supp(ρ١) = supp(τ١) و می�شود جابه�جا τ١ با ρ١ آنگاه

طول به دورهای از r١٣ ،(٢١.٣) رابطه�ی از استفاده با لذا است. ٣ طول به مجزا دو به دو دور r١ حاصلضرب

با تهی اشتراک دارای ساپورتشان ρ١ در ٣ طول به دورهای ٢r١٣ و supp(x) در مشمول ساپورتشان ρ١ در ٣

است. supp(x)

بنویسیم زیر به�صورت را τ٢ می�توانیم پس ،٣|r٢ چون مشابه طور به

τ٢ = Πηj١j٢j٣

داریم ،ηj١j٢j٣ هر برای هستند. ٣ طول به مجزا دو به دو دورهای tj٣ ،tj٢ ،tj١ و ηj١j٢j٣ = tj١tj٢tj٣ که

ηj١j٢j٣ = (٣j١ − ٢,٣j١ − ١,٣j٣)(١j٢ − ٢,٣j٢ − ١,٣j٣)(٢j٣ − ٢,٣j٣ − ١,٣j٣).

می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون لذا

supp(ηj١j٢j٣) ∩ supp(x) = {٣j١ − ٢,٣j١ − ١,٣j٢ − ٢,٣j٢ − ١,٣j٣ − ٢,٣j٣ − ١}. (٢٢.٣)

می�دهیم قرار



۶٢ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

δj١j٢j٣ = (٣j١,٣j٢,٣j٣)(٣j١ − ٢,٣j٢ − ٢,٣j٣ − ٣)(٢j١ − ١,٣j٢ − ١,٣j٣ − ١).

و supp(ηj١j٢j٣) = supp(δj١j٢j٣) صورت این در

δj١j٢j٣ηj١j٢j٣ = (٣j١,٣j٢ − ٢,٣j٣ − ٣)(١j٢,٣j٣ − ٢,٣j١ − ٣)(١j٣,٣j١ − ٢,٣j٢ − ١)

= ηj١j٢j٣δj١j٢j٣ .

می�کنیم فرض حال

ρ٢ = Πδj١j٢j٣ .

به�صورت و می�شود جابه�جا t با ρ٢ بنابراین .supp(τ٢) = supp(ρ٢) و می�شود جابه�جا τ٢ با ρ٢ صورت این در

٣ طول به دورهای از ٢r٢٣ ،(٢٢.٣) رابطه�ی از استفاده با لذا است. ٣ طول به مجزا دو به دو دور r٢ حاصلضرب

تهی اشتراک دارای ساپورتشان ρ٢ در ٣ طول به دورهای از r٢٣ و است supp(x) در مشمول ساپورتشان ρ٢ در

است. supp(x) با

ρ١ در ٣ طول به دور (r٢٣ ترتیب همین (به ٢r١٣ حاصلضرب (σ٢ ترتیب همین (به σ١ می�کنیم فرض اکنون

σ۴ می�کنیم فرض همچنین است. supp(x) با تهی اشتراک دارای ساپورتشان که باشد (ρ٢ در ترتیب همین (به

می�دهیم قرار و supp(σ۴) ⊆ Λ که طوری به باشد ٣ طول به مجزا دو به دو دور (r١٣ +
٢r٢
٣ + r٣) حاصلضرب

.∆ = Λ \ supp(σ۴)

می�کنیم. بیان زیر لم در را شده معرفی جایگشت�های به مربوط ویژگی�های حال

این در باشند. بالا در شده تعریف جایگشت�های t و σ۴ ،σ٢ ،σ١ ،ρ٢ ،ρ١ ،τ٣ ،τ٠ کنید فرض .٣.٣.٣ لم

داریم: σ١σ٢τ٠σ۴ و τ٠ρ١ρ٢τ٣ جایگشت�های برای صورت

و است ٣ طول به مجزا دو به دو دور r − r∗ حاصلضرب صورت به می�شود، جابه�جا t با τ٠ρ١ρ٢τ٣ ( الف

.supp(τ٠ρ١ρ٢τ٣) ⊆ supp(t)



۶٣ ٣ مرتبه�ی عناصر تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٣.٣

٣ طول به مجزا دو به دو دور r − r∗ حاصلضرب صورت به می�شود، جابه�جا τ٠ρ١ρ٢τ٣ با σ١σ٢τ٠σ۴ ( ب

.supp(σ١σ٢τ٠σ۴) ∩ supp(x) = ∅ و است

.|∆| ≥ ١+ s∗ آنگاه ،n > ۶r اگر و ،|∆| = s∗ آنگاه ،n = ۶r اگر ( ج

لذا .supp(ρ٢) = supp(τ٢) و supp(ρ١) = supp(τ١) و هستند مجزا τ٢ و τ١ چون ( الف برهان.

supp(ρ١ρ٢) = supp(ρ١) ∪ supp(ρ٢) = supp(τ١) ∪ supp(τ٢) = supp(τ١τ٢).

بنابراین

supp(τ٠ρ١ρ٢τ٣) = supp(τ٠τ١τ٢τ٣) ⊆ supp(t).

دورها این تعداد که است ٣ طول به مجزا دو به دو دورهای حاصلضرب τ٠ρ١ρ٢τ٣ همچنین

r − r∗ = r٠ + r١ + r٢ + r٣

می�شود. جابه�جا t با τ٠ρ١ρ٢τ٣ بنابراین می�شوند. جابه�جا t با ρ٢ و ρ١ چون می�باشد.

گفتیم بالا در که طور همان ( ب

supp(σ۴) ⊆ Λ = Ω \ supp(t) ∪ supp(x).

.supp(σ۴)∩supp(τ٠ρ١ρ٢τ٣) = ∅ (الف)، قسمت به توجه با بنابراین .supp(σ۴)∩supp(t) = ∅ لذا

τ٠ρ١ρ٢τ٣ با σ١σ٢τ٠σ۴ ،σ٢ و σ١ تعریف به توجه با نتیجه در می�شود. جابه�جا τ٠ρ١ρ٢τ٣ با σ۴ لذا

حاصلضرب به�صورت σ١σ٢τ٠σ۴ همچنین می�شود. جابه�جا

٢r١
٣ +

r٢
٣ + r٠ + (

r١
٣ +

٢r٢
٣ + r٣) = r٠ + r١ + r٢ + r٣ = r − r∗.

داریم: σ۴ و σ٢ ،σ١ ،τ٠ تعریف به توجه با است. ٣ طول به مجزا دو به دو دور

supp(τ٠) ∩ supp(x) = supp(σ١) ∩ supp(x) = supp(σ٢) ∩ supp(x)

= supp(σ۴) ∩ supp(x) = ∅.



۶۴ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

.supp(σ١σ٢τ٠σ۴) ∩ supp(x) = ∅ لذا

آنگاه ،n = ۶r اگر ( ج

|∆| = |Λ| − |supp(σ۴) ∩ Λ| = |Λ| − |supp(σ۴)|

= s∗ + r١ + ٢r٢ + ٣r٣ − ٣(r١٣ +
٢r٢
٣ + r٣) = s∗.

آنگاه ،n > ۶r اگر

|∆| = |Λ| − |supp(σ۴) ∩ Λ| = |Λ| − |supp(σ۴)|

≥ ١+ s∗ + r١ + ٢r٢ + ٣r٣ − ٣(r١٣ +
٢r٢
٣ + r٣) = ١+ s∗.

این در هستند. ٣ طول به دورهایی ها ti ،١ ≤ i ≤ r ،i هر برای که ،t = t١t٢ . . . tr کنید فرض .۴.٣.٣ لم

صورت

CG(t) ∼= (Sym(r)⋉ (< t١ > × < t٢ > × . . .× < tr >))× Sym(n− ٣r).

کنیم فرض برهان.

F = {σ ∈ Sn|σt = tσ, σ(i) = i, i > ٣r}

و

L = {σ ∈ Sn|σ(i) = i,١ ≤ i ≤ ٣r} .

نتیجه در و F,L ⊴ CG(t) لذا .F ∩ L = ١ و L = Sym(n − ٣r) ،F = CS٣r(t) صورت این در

لذا .H = {σ ∈ F |σ(ti) = tj ,١ ≤ i, j ≤ r} و D = {t١, t٢, . . . , tr} می�دهیم قرار .FL ⩽ CG(t)

است: زیر صورت به عمل این هسته�ی لذا می�کند، عمل D روی تزویج با F چون .H = Sym(r)

Ker(φ) = {σ ∈ F |σ(ti) = ti,١ ≤ i ≤ r}



۶۵ ٣ مرتبه�ی عناصر تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٣.٣

که

φ :F ×D −→ D

(σ, ti) 7−→ tσi .

.H ∩K = ١ و K ⊴ F صورت این در .K = Ker(φ) می�دهیم قرار

Ker(φ) = {σ ∈ F |σ(ti) = ti,١ ≤ i ≤ r}

داریم ،(١.٢.٣) لم از استفاده با

Ker(φ) =
{
σ ∈ F |σ = ti

kβ,١ ≤ k ≤ ١∀,٣ ≤ i ≤ r supp(β) ∩ supp(ti) = ∅
}

لذا .β = Idپس می�دارد، نگه ثابت را i > ٣r ،F چون

K =< t١ > × < t٢ > × . . .× < tr > .

داریم: ساز مدار-پایدار قضیه�ی از استفاده با حال

|S٣r : CS٣r(t)| = |ClS٣r(t)| =⇒ |CS٣r(t)| =
|S٣r|
|tS٣r |

.

داریم لذا هستند. مزدوج هم با یکسان دوری ساختار با جایگشت�های همه�ی چون و

|CS٣r(t)| =
(٣r)!

٣r×(٣r−١)×...×١
٣rr!

= ٣rr!.

داریم: همچنین

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

=
r!٣r
١ = ٣rr!.



۶۶ متقارن گروه جابجایی گراف .٣

طرفی از .F = H ×K نتیجه در و F = HK لذا ،HK ⩽ F چون و |F | = |CS٣r(t)| = |HK| بنابراین

داریم: بالا مشابه استدلالی با ساز پایدار مدار قضیه�ی بنابر لذا می�کند، عمل تزویج با خودش روی Sn

|CG(t)| =
|Sn|
|tG|

=
n!

n×(n−١)×...×(n−٣r+١)
٣rr!

= ٣rr!(n− ٣r)!

داریم: نیز و

|FL| = |F ||L|
|F ∩ L|

=
٣rr!(n− ٣r)!

١ = ٣rr!(n− ٣r)!

لذا .CG(t) = F × L نتیجه در .CG(t) = FLپس ،FL ⩽ CG(t) چون .|CG(t)| = |FL| بنابراین

CG(t) = F × L = (H ⋉K)× L

= (Sym(r)⋉ (< t١ > × < t٢ > × . . .× < tr >))× Sym(n− ٣r).

.diam∁(G,X) ≤ ٣ آنگاه ،۶r < n < ٨r اگر .۵.٣.٣ قضیه

رفتن دست از بدون ،(۴.٣.٣) لم از استفاده با .d(t, x) ≤ ٣ کنیم ثابت می�خواهیم .x ∈ X �کنیم فرض برهان.

عنصر دو τ∗ به بسته .(τ∗ = ١ که است معنی این به r∗ = ٠ ) که τ∗ = t١ . . . tr∗ کنیم فرض می�توانیم کلیت،

که طور همان باشند. ٣ طول به مجزا دو به دو دور r∗ حاصلضرب به�صورت که می�کنیم تعریف طوری را σ∗ و ρ∗

زیر صورت به که داریم حالت پنج τ∗ جایگشت برای بنابراین .٠ ≤ r∗ ≤ ۴ دیدیم، بخش ابتدای توضیحات در

می�کنیم: بررسی

:r∗ = ۴( حالت١

s∗ = ٢× ٢+ ٢× لذا .τ∗ = t١t٢t٣t۴ = (١,٢,٣)(۴,۵,۶)(٧,٨,٩)(١٠,١١,١٢) صورت این در

.supp(τ∗) ∩ supp(x) = {١,۴,٧,٨,١٠,١١} می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون .١ = ۶

supp(t) در که هست supp(x) در نقطه ۶ حداقل پس هستند، یکسان دوری ساختار دارای t و x چون

لذا نیست.



۶٧ ٣ مرتبه�ی عناصر تزویج رده�ی روی جابجایی گراف قطر .٣.٣

|supp(x) \ supp(t)| ≥ ۶.

انتخاب با بنابراین .|∆| ≥ ١ + s∗ = ١ + ۶ = ٧ ،(٣.٣.٣) لم (ج) قسمت از استفاده با همچنین

σ∗ و ρ∗ می�توانیم ،β١, β٢, β٣, β۴, β۵, β۶ ∈ ∆ و α١, α٢, α٣, α۴, α۵, α۶ ∈ supp(x) \ supp(t)

کنیم: تعریف زیر به�صورت را

ρ∗ = (α١, α٢, α٣)(α۴, α۵, α۶)(β١, β٢, β٣)(β۴, β۵, β۶)

σ∗ = (٢,٣,۵)(۶,٩,١٢)(β١, β٢, β٣)(β۴, β۵, β۶).

:r∗ = ٣( حالت٢

یا s∗ = ٢ × ١ + ٢ = ۴ لذا .τ∗ = t١, t٢, t٣ = (١,٢,٣)(۴,۵,۶)(٧,٨,٩) صورت این در

supp(x) ∩ می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون آنگاه باشد، s∗ = ۴ اگر .s∗ = ٢× ٢+ ١ = ۵

لم (ج) قسمت بنابر همچنین .|supp(x) \ supp(t)| ≥ ۵ بنابراین .supp(τ∗) = {١,۴,٧,٨}

و α١, α٢, α٣, α۴, α۵ ∈ supp(x) \ supp(t) انتخاب با نتیجه در .|∆| ≥ ١ + s∗ = ۵ ،(٣.٣.٣)

می�کنیم تعریف ،β١, β٢, β٣, β۴, β۵ ∈ ∆

ρ∗ = (α١, α٢, α٣)(α۴, α۵, β١)(β٢, β٣, β۴)

σ∗ = (٢,٣,۵)(۶,٩, β۵)(β٢, β٣, β۴).

.supp(x)∩supp(τ∗) = {١,٢,۴,۵,٧} می�دهیم قرار کلیت، رفتن دست از بدون آنگاه باشد، s∗ = ۵ اگر

α١, α٢, α٣ ∈ انتخاب با لذا .|∆| ≥ ١ + s∗ = ۶ و |supp(x) \ supp(t)| ≥ ۴ بنابراین

داریم β١, β٢, β٣β۴, β۵, β۶ ∈ ∆ و supp(x) \ supp(t)

ρ∗ = (α١, α٢, α٣)(beta١, β٢, β٣)(β۴, β۵, β۶)
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σ∗ = (٣,۶,٨)(beta١, β٢, β٣)((β۴, β۵, β۶)).

:r∗ = ٢( حالت٣

s∗ = ٢× ١+ ١× ١ = ٣ ،s∗ = ٢× ٢ = ۴ لذا .τ∗ = t١, t٢ = (١,٢,٣)(۴,۵,۶) صورت این در

،|supp(τ∗) \ supp(x)| ≥ ٣ آنگاه باشد، s∗ = ٢ یا ٣ اگر .s∗ = ١ × ١ + ١ × ١ = ٢ یا

α١, α٢, α٣ ∈ انتخاب با بنابراین .|∆| ≥ ١ + s∗ ≥ ٣ و |supp(x) \ supp(t)| ≥ ٣ همچنین

می�کنیم تعریف β١, β٢, β٣ ∈ ∆ و γ١, γ٢, γ٣ ∈ supp(t) \ supp(x) ،supp(x) \ supp(t)

ρ∗ = (α١, α٢, α٣)(β١, β٢, β٣)

σ∗ = (γ١, γ٢, γ٣)(β١, β٢, β٣).

.supp(τ∗)∩supp(x) = {١,٢,۴,۵} می�دهیم قرار کلیت، رفتن دست از بدون آنگاه باشد، s∗ = ۴ اگر

α١, α٢ ∈ supp(x) \ انتخاب با بنابراین .|∆| ≥ ١ + s∗ = ۵ و |supp(x) \ supp(t)| ≥ ٢ چون

می�کنیم تعریف ،β١, β٢, β٣β۴, β۵ ∈ ∆ و supp(t)

ρ∗ = (α١, α٢, β١)(β٢, β٣β۴)

σ∗ = (٣,۶, β۵)(β٢, β٣β۴).

:r∗ = ١ ( حالت۴

دست از بدون آنگاه باشد، s∗ = ١ اگر .s∗ = ١ یا ٢ لذا .τ∗ = t١ = (١,٢,٣) صورت این در

و |supp(x) \ supp(t)| ≥ ٢ بنابراین .supp(x) ∩ supp(τ∗) = {١} می�دهیم قرار کلیت، رفتن

می�کنیم تعریف β١, β٢ ∈ ∆ و α١, α٢ ∈ supp(x) \ supp(t) انتخاب با .∆ ≥ ١ + s∗ = ٢

با بنابراین .|∆| ≥ ١ + s∗ = ٣ آنگاه باشد، s∗ = ٢ اگر .σ∗ = (٢,٣, β٢) و ρ∗ = (α١, α٢, β١)

.ρ∗ = σ∗ = (β١, β٢, β٣) کنیم تعریف می�توانیم β١, β٢, β٣ ∈ ∆ انتخاب
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:r∗ = ٠ ( حالت۵

.τ∗ = ١ = σ∗ می�کنیم تعریف بنابراین .τ∗ = ١ صورت این در

٣ طول به مجزا دو به دو دور r∗+r٠+r١+r٢+r٣ = rحاصلضرب y چون .y = ρ∗τ٠ρ١ρ٢τ٣ می�دهیم قرار

.supp(ρ∗) ∩ supp(t) = ∅ لذا .supp(ρ∗) ⊆ (supp(x) \ supp(t)) ∪∆ علاوه به .y ∈ X بنابراین است،

می�دهیم قرار .ty = yt ،(٣.٣.٣) لم (الف) قسمت از استفاده با درنتیجه و می�شود جابه�جا t با ρ∗ بنابراین

supp(σ∗) ⊆ ∆ ∪ ،(۵) و (۴) ،(٣) ،(٢) ،(١) حالت�های در σ∗ تعریف به توجه با .z = σ∗σ١σ٢τ٠σ۴

و τ٠ ،σ٢ ،σ١ ،σ∗ تعریف، بنابر .supp(σ∗) ∩ supp(σ١σ٢τ٠σ۴) = ∅ بنابراین .(supp(τ∗) \ supp(x))

(
r١
٣ +

٢r٢
٣ + r٣) و

r٢
٣ ،٢r١٣ حاصلضرب ترتیب، به σ۴ و σ٢ ،σ١ چون هستند. مجزا دو به دو همگی ،σ۴

حاصلضرب صورت به z لذا هستند. ٣ طول به مجزا دو به دو دور

r∗ +
٢r١
٣ +

r٢
٣ + r٠ + (

r١
٣ +

٢r٢
٣ + r٣) = r∗ + r٠ + r١ + r٢ + r٣ = r

هم با σ∗ و ρ∗ ،(۵) و (۴) ،(٣) ،(٢) ،(١) حالت�های به توجه با .z ∈ X بنابراین است. ٣ طول به مجزا دو به دو

.supp(σ١σ٢τ٠σ۴)∩ supp(x) = ∅ همچنین و zy = yz ،(٣.٣.٣) لم (ب) قسمت بنابر لذا می�شوند. جابه�جا

لذا supp(σ∗) ∩ supp(x) = ∅ چون

supp(x) ∩ (supp(σ∗) ∪ supp(σ١σ٢τ٠σ۴)) = ∅ ⇒ supp(x) ∩ supp(σ∗σ١σ٢τ٠σ۴) = ∅ ⇒

supp(x) ∩ supp(z) = ∅ ⇒ xz = zx.

بنابراین

d(t, x) ≤ d(t, y) + d(y, z) + d(z, x) = ١+ ١+ ١ = ٣ ⇒ diam∁(G,X) ≤ ٣

می�کند. ثابت را حکم این و

.diam∁(G,X) = ٣ داریم ،n = ١۵ و r = ٢ یا n = ٧ و r = ١ برای ،(٢.٣) جدول به توجه با .۶.٣.٣ مثال

می�کند. صدق (۵.٣.٣) قضیه�ی در مگما نویسی برنامه از آمده دست به نتایج لذا
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می�کنیم: ثابت n = ۶r برای را زیر لم�های

صورت این در ،(n = ١٢ و r = ٢ (بنابراین t = (١,٢,٣)(۴,۵,۶) کنید فرض .٧.٣.٣ لم

.d(t, x) ≤ ۴ آنگاه ،x = (١,۴,٧)(٢,۵,٨) یا x = (١,٧,٨)(٨,٩,١٠) اگر ( الف

.d(t, x) ≤ ٣ آنگاه ،x = (١,۴,٧)(٨,٩,١٠) اگر ( ب

،x١ = (٧,٨,١١)(٩,١٠,١٢) می�دهیم قرار صورت این در .x = (١,٧,٨)(۴,٩,١٠) فرضمی�کنیم ابتدا ( الف برهان.

ساختار مشابه x٣ و x٢،x١ دوری ساختار چون .x٣ = (٢,٣,۵)(١,٧,٨) و x٢ = (٢,٣,۵)(٩,١٠,١)

داریم همچنین .x١, x٢, x٣ ∈ X لذا است، t دوری

tx١ = [(١,٢,٣)(۴,۵,۶)] [(٧,٨,١١)(٩,١٠,١٢)] = x١t

x١x٢ = [(٧,٨,١١)(٩,١٠,١٢)] [(٢,٣,۵)(٩,١٠,١٢)] = x٢x١

x٢x٣ = [(٢,٣,۵)(٩,١٠,١٢)] [(٢,٣,۵)(١,٧,٨)] = x٣x٢

x٣x = [(٢,٣,۵)(١,٧,٨)] [(١,٧,٨)(۴,٩,١٠)] = xx٣.

لذا است. ∁(G,X) در مسیر یک {t, x١, x٢, x٣, x} بنابراین

d(t, x) ≤ d(t, x١) + d(x١, x٢) + d(x٢, x٣) + d(x٣, x) = ۴.

،x١ = (٧,٨,٩)(١٠,١١,١٢) می�دهیم قرار صورت این در .x = (١,۴,٧)(٢,۵,٨) فرضمی�کنیم حال

x١, x٢, x٣ ∈ بالا مشابه استدلال با .x٣ = (٢,۵,٨)(١٠,١١,١٢) و x٢ = (١,٣,۶)(١٠,١١,١٢)

داریم همچنین .X

tx١ = [(١,٢,٣)(۴,۵,۶)] [(٧,٨,٩)(١٠,١١,١٢)] = x١t
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x١x٢ = [(٧,٨,٩)(١٠,١١,١٢)] [(١,٣,۶)(١٠,١١,١٢)] = x٢x١

x٢x٣ = [(١,٣,۶)(١٠,١١,١٢)] [(٢,۵,٨)(١٠,١١,١٢)] = x٣x٢

x٣x = [(٢,۵,٨)(١٠,١١,١٢)] [(١,۴,٧)(٢,۵,٨)] = xx٣.

درنتیجه است. ∁(G,X) در مسیر یک {t, x١, x٢, x٣, x} لذا

d(t, x) ≤ d(t, x١) + d(x١, x٢) + d(x٢, x٣) + d(x٣, x) = ۴.

صورت این در .x٢ = (۵,۶,١١)(٨,٩,١٠) و x١ = (١,٢,٣)(٨,٩,١٠) می�دهیم قرار ( ب

tx١ = [(١,٢,٣)(۴,۵,۶)] [(١,٢,٣)(٨,٩,١٠)] = x١t

x١x٢ = [(١,٢,٣)(٨,٩,١٠)] [(۵,۶,١١)(٨,٩,١٠)] = x٢x١

x٢x = [(۵,۶,١١)(٨,٩,١٠)] [(١,۴,٧)(٨,٩,١٠)] = xx٢.

بنابراین

d(t, x) ≤ d(t, x١) + d(x١, x٢) + d(x٢, x) = ٣.

.τ∗ = (١,٢,٣)(۴,۵,۶) و (n = ١٨ و r = ٣ (بنابراین t = (١,٢,٣)(۴,۵,۶)(٧,٨,٩) فرضکنید .٨.٣.٣ لم

متفاوت دور دو در ۴ و ١ و supp(τ∗) ∩ supp(x) = {١,۴} که باشد گونه�ای به x ∈ X کنید فرض همچنین

.d(t, x) ≤ ۴ صورت این در باشند. داشته قرار x از ٣ طول به

τ∗ = چون .{α, β, γ} ∩ {١,۴} = ∅ که باشد، x = (١, ∗, ∗)(۴, δ, ε)(α, β, γ) می�کنیم فرض برهان.

بنابراین .supp(x) ∩ {٧,٨,٩} = ∅ یا {٧,٨,٩} لذا ،(١,٢,٣)(۴,۵,۶)
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supp(t) ∩ supp(x) = {١,۴} یا {١,۴,٧,٨,٩}.

می�دهیم قرار .۴,۵,۶ /∈ {α, β, γ} ،x تعریف به توجه با آنگاه .supp(t) ∩ supp(x) = {١,۴} اگر

داریم صورت این در .x٢ = (۴, δ, ε)(α, β, γ)(٧,٨,٩) و x١ = (١,٢,٣)(α, β, γ)(٧,٨,٩)

tx١ = [(١,٢,٣)(۴,۵,۶)(٧,٨,٩)] [(١,٢,٣)(α, β, γ)(٧,٨,٩)] = x١t.

پس .٢,٣ /∈ supp(x) و گیرند قرار x از یکسان دور یک در نمی�توانند ۴ و ١ چون

x١x٢ = [(١,٢,٣)(α, β, γ)(٧,٨,٩)] [(۴, δ, ε)(α, β, γ)(٧,٨,٩)] = x٢x١.

لذا .∗ /∈ {٧,٨,٩} پس .{٧,٨,٩} ⊆ supp(t) \ supp(x) چون همچنین

x٢x = [(۴, δ, ε)(α, β, γ)(٧,٨,٩)] [(١, ∗, ∗)(۴, δ, ε)(α, β, γ)] = xx٢.

بنابراین

d(t, x) ≤ d(t, x١) + d(x١, x٢) + d(x٢, x) = ٣.

آنگاه باشد، supp(x) ∩ supp(t) = {١,۴,٧,٨,٩} اگر حال

|supp(t) ∪ supp(x)| = |supp(t)|+ |supp(x)| − |supp(t) ∩ supp(x)| = ٩+ ٩− ۵ = ١٣.

صورت این در .supp(x) \ supp(t) = {١٠,١١,١٢,١٣} می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون

١۶,١٧,١٨ ∈ Λ.

x٣ = و x٢ = (١,٢,٣)(α, β, γ)(١۶,١٧,١٨) ، x١ = (١,٢,٣)(۴,۵,۶)(١۶,١٧,١٨) می�دهیم قرار حال

داریم صورت این در .(۴, δ, ε)(α, β, γ)(١۶,١٧,١٨)

tx١ = [(١,٢,٣)(۴,۵,۶)(٧,٨,٩)] [(١,٢,٣)(۴,۵,۶)(١۶,١٧,١٨)] = x١t.

x١x٢ = [(١,٢,٣)(۴,۵,۶)(١۶,١٧,١٨)] [(١,٢,٣)(α, β, γ)(١۶,١٧,١٨)] = x٢x١.
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لذا .٢,٣ /∈ supp(x) و نمی�گیرند قرار دور یک در هم با ۴ و ١ همچنین

x٢x٣ = [(١,٢,٣)(α, β, γ)(١۶,١٧,١٨)] [(۴, δ, ε)(α, β, γ)(١۶,١٧,١٨)] = x٣x٢.

بنابراین

d(t, x) ≤ d(t, x١) + (x١, x٢) + d(x٢, x٣) + d(x٣, x) = ۴.

می�کند. تمام را اثبات این و

کنید فرض همچنین .τ∗ = (١,٢,٣) و (r = ٢ (یعنی ،t = (١,٢,٣)(۴,۵,۶) کنید فرض .٩.٣.٣ لم

.d(t, x) ≤ ٣ صورت این در .supp(x) ∩ supp(τ∗) = {١,٢} که طوری به ،x = (١, ∗, ∗)(٢, ∗, ∗)

بنابراین .supp(x) ∩ {۴,۵,۶} = ∅ یا {۴,۵,۶} پس τ∗ = (١,٢,٣) چون برهان.

supp(x) ∩ supp(t) = {١,٢} یا {١,٢,۴,۵,۶}.

آنگاه باشد، supp(x) ∩ supp(t) = {١,٢} اگر

|Ω \ (supp(t) ∪ supp(x))| = |Ω| − |supp(t) ∪ supp(x)| =

n− (|supp(t)|+ |supp(x)| − |supp(t) ∩ supp(x)|) = ١٢− (۶+ ۶− ٢) = ٢.

x١ = می�دهیم قرار لذا .Ω \ (supp(t) ∪ supp(x)) = {١١,١٢} می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون

نیست. ١٠ شامل و است ٣ طول به دوری (α, β, γ) که x٢ = (۴,۵,۶)(α, β, γ) و (۴,۵,۶)(١٠,١١,١٢)

داریم: بنابراین

tx١ = [(١,٢,٣)(۴,۵,۶)] [(۴,۵,۶)(١٠,١١,١٢)] = x١t

x١x٢ = [(۴,۵,۶)(١٠,١١,١٢)] [(۴,۵,۶)(α, β, γ)] = x٢x١

x٢x = [(۴,۵,۶)(α, β, γ)] [(١, ∗, ∗)(٢, ∗, ∗)] = xx٢.
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نتیجه در

d(t, x) ≤ d(t, x١) + d(x١, x٢) + d(x٢x) = ٣.

آنگاه باشد، supp(t) ∩ supp(x) = {١,٢,۴,۵,۶} اگر

|Ω \ (supp(t) ∪ supp(x))| = ١٢− (۶+ ۶− ۵) = ۵.

این در .Ω \ (supp(t) ∪ supp(x)) = {٨,٩,١٠,١١,١٢} می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون لذا

طول به دوری (α, β, γ) که x٢ = (٨,٩,١٠)(α, β, γ) و x١ = (٨,٩,١٠)(٧,١١,١٢) می�دهیم قرار صورت

داریم: بنابراین نیست. ٧ شامل و است ٣

tx١ = [(١,٢,٣)(۴,۵,۶)] [(٨,٩,١٠)(٧,١١,١٢)] = x١t

x١x٢ = [(٨,٩,١٠)(٧,١١,١٢)] [(٨,٩,١٠)(α, β, γ)] = x٢x١

x٢x = [(٨,٩,١٠)(α, β, γ)] [(١, ∗, ∗)(٢, ∗, ∗)] = xx٢.

درنتیجه

d(t, x) ≤ d(t, x١) + d(x١, x٢) + d(x٢x) = ٣.

می�شود. ثابت حکم لذا

.diam∁(G,X) ≤ ۴ آنگاه ،n = ۶r و r > ١ اگر .١٠.٣.٣ قضیه

،ρ∗ جایگشت�های قبل قضیه�ی اثبات مشابه روندی با .d(t, x) ≤ ۴ می�دهیم نشان ،x ∈ X کنیم فرض برهان.

چون باشند. ٣ طول به مجزا دو به دو دور r∗ حاصلضرب آن�ها از یک هر که می�کنیم تعریف گونه�ای به را ζ∗ و σ∗

می�کنیم: بررسی زیر صورت به که داریم حالت پنج ،τ∗ جایگشت برای بنابراین .٠ ≤ r∗ ≤ ۴

:r∗ = ۴ ( حالت١

لذا .τ∗ = t١t٢t٣t۴ = (١,٢,٣)(۴,۵,۶)(٧,٨,٩)(١٠,١١,١٢) صورت این در
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s∗ = |supp(x) ∩ supp(τ∗)| = ٢× ١+ ٢× ٢ = ۶.

در .supp(τ∗) ∩ supp(x) = {١,۴,٧,٨,١٠,١١} می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون بنابراین،

بنابراین .∆ = s∗ = ۶ ،(٣.٣.٣) لم (ج) قسمت بنابر علاوه به .|supp(x)\supp(t)| ≥ ۶ صورت این

تعریف β١, β٢, β٣, β۴, β۵, β۶ ∈ ∆ و α١, α٢, α٢, α٣, α۴, α۵, α۶ ∈ supp(x)\supp(t)انتخاب با

می�کنیم

ρ∗ = (α١, α٢, α٣)(α۴, α۵, α۶)(β١, β٢, β٣)(β۴, β۵, β۶)

σ∗ = (٢,٣,۵)(۶,٩,١٢)(β١, β٢, β٣)(β۴, β۵, β۶).

:r∗ = ٣ ( حالت٢

باشد، s∗ = ۴ اگر .s∗ = ۴ یا ۵ لذا .τ∗ = t١t٢t٣ = (١,٢,٣)(۴,۵,۶)(٧,٨,٩) صورت این در

صورت این در .supp(x) ∩ supp(τ∗) = {١,۴,٧,٨} می�دهیم قرار کلیت، رفتن دست از بدون آنگاه

درنتیجه .|∆| = s∗ = ۴ ،(٣.٣.٣) لم (ج) قسمت از استفاده با علاوه به .|supp(x) \ supp(t)| ≥ ۵

می�کنیم: تعریف ،β١, β٢, β٣ ∈ ∆ و α١, α٢, α٣ ∈ supp(x) \ supp(t) انتخاب با

ρ∗ = (α١, α٢, α٣)(β١, β٢, β(١٢٣)(٣

σ∗ = (۵,۶,٩)(β١, β٢, β(١٢٣)(٣

ζ∗ = (۵,۶,٩)(β١, β٢, β٣)(α, β, γ)

s∗ = ۵ اگر .{α, β, γ}∩ supp(σ∗) = ∅ و ١ /∈ {α, β, γ} است، x در ٣ طول به دوری (α, β, γ) که

در .supp(x) ∩ supp(τ∗) = {١,۴,۵,٧,٨} می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون آنگاه باشد،

α١, α٢, α٣ ∈ انتخاب با لذا .|∆| = s∗ = ۵ علاوه به |supp(x) \ supp(t)| ≥ ۴ صورت این

می�کنیم: تعریف .β١, β٢, β٣ ∈ ∆ و supp(x) \ supp(t)
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ρ∗ = (α١, α٢, α٣)(β١, β٢, β٣)(۴,۵,۶)

σ∗ = (٢,٣,٩)(β١, β٢, β٣)(۴,۵,۶)

ζ∗ = (٢,٣,٩)(β١, β٢, β٣)(α, β, γ)

انتخابی چنین r ≥ r∗ = ٣ چون .{۴,۵}∩{α, β, γ} = ϕ و است x در ٣ طول به دوری (α, β, γ) که

است. ممکن

:r∗ = ٢ ( حالت٣

.s∗ = ٢ ،٣ یا ۴ لذا .τ∗ = t١t٢ = (١,٢,٣)(۴,۵,۶) صورت این در

.supp(x) ∩ supp(τ∗) = {١,۴} می�دهیم قرار کلیت، رفتن دست از بدون آنگاه باشد، s∗ = ٢ اگر

می�دهیم قرار باشند، x از ٣ طول به دور دو در ۴ و ١ که زمانی آنگاه، باشد، r = ٢ اگر حال

x = می�دهیم قرار باشند، x از متفاوت دور یک در ۴ و ١ که زمانی و x = (١,٧,٨)(۴,٩,١٠)

و ١ و باشد r = ٣ اگر .d(t, x) ≤ ۴ داریم ،(٧.٣.٣) لم از استفاده با درنتیجه .(١,۴,٧)(٨,٩,١٠)

می�دهیم قرار شود، وارد مسأله به خللی که این بدون آنگاه، باشند. x از ٣ طول به متفاوت دور دو در ۴

اگر .d(t, x) ≤ ۴ داریم ،(٨.٣.٣) لم از استفاده با صورت این در .x = (١, ∗, ∗)(۴, δ, ε)(α, β, γ)

دورهای می�توانیم آنگاه باشد، r ≥ ۴ یا باشند، داشته قرار x از ٣ طول به دور یک در ۴ و ١ و r = ٣

تعریف بنابراین .{α, β, γ, δ, ε, λ}∩{١,۴} = ∅ که بگیریم نظر در طوری را x از (δ, ε, λ) و (α, β, γ)

می�کنیم

ρ∗ = σ∗ = ζ∗ = (α, β, γ)(δ, ε, λ).

بنابراین .|∆| = s∗ = ٣ و |supp(t)\supp(x)| ≥ ٣ ،|supp(x)\supp(t)| ≥ ٣ آنگاه ،s∗ = ٣ اگر

،γ١, γ٢, γ٣ ∈ supp(t)\supp(x) و β١, β٢, β٣ ∈ ∆ ،α١, α٢, α٣ ∈ supp(x)\supp(t)انتخاب با

می�کنیم تعریف
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ρ∗ = (α١, α٢, α٣)(β١, β٢, β٣)

σ∗ = (γ١, γ٢, γ٣)(β١, β٢, β٣).

.supp(x) ∩ supp(τ∗) = {١,٢,۴,۵} می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون آنگاه، .s∗ = ۴ اگر

،x در (α, β, γ) مانند ٣ طول به دور هر ازای به کنیم فرض

{١,٢} ∩ {α, β, γ} ̸= ∅ ̸= {۴,۵} ∩ {α, β, γ}.

.r = ٢ لذا r∗ = ٢ چون است. ٣ طول به مجزا دور دو ضرب حاصل صورت به حداکثر x صورت این در

قسمت از استفاده با نتیجه در .x = (١,۴,٧)(٢,۵,٨) فرضمی�کنیم کلیت، رفتن دست از بدون بنابراین،

به باشد (α, β, γ) مانند ٣ طول به دوری شامل x اگر حال .d(t, x) ≤ ۴ داریم ،(٧.٣.٣) لم (الف)

تعریف ،β١, β٢, β٣ ∈ ∆ انتخاب با ،|∆| = s∗ = ۴ چون آنگاه .{α, β, γ} ∩ {١,٢} = ∅ که طوری

کنیم

ρ∗ = (١,٢,٣)(β١, β٢, β٣)

σ∗ = (α, β, γ)(β١, β٢, β٣).

:r∗ = ١ ( حالت۴

می�کنیم فرض کلیت، رفتن دست از بدون .s∗ = ١ یا ٢ لذا .τ∗ = (١,٢,٣) صورت این در

supp(x) ∩ supp(τ∗) = {١} یا {٢,٣}.

می�دهیم قرار باشند، x از ٣ طول به متفاوت دور دو در ٣ و ٢ که زمانی آنگاه ،r = ٢ و باشد s∗ = ٢ اگر

یعنی این�صورت، غیر در .d(t, x) ≤ ٣ داریم ،(٩.٣.٣) لم بنابر صورت این در .x = (٢, ∗, ∗)(٣, ∗, ∗)

و ،s∗ = ١ یا r > ٢ و s∗ = ٢ یا گیرند قرار x از ٣ طول به دور یک در ٣ و ٢ و r = ٢ ،s∗ = ٢
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بنابراین .supp(τ∗)∩{α, β, γ} = ∅ که دارد وجود x در (α, β, γ) مانند ٣ طول به دوری آنگاه .r > ١

می�کنیم تعریف

ρ∗ = σ∗ = ζ∗ = (α, β, γ).

:r∗ = ٠ ( حالت۵

.σ∗ = ١ = ρ∗ می�دهیم قرار صورت این در

حالاتی برای را w) w = ζ∗σ١σ٢τ٠σ۴ و z = σ∗σ١σ٢τ٠σ۴ ،y = ρ∗τ٠ρ١ρ٢ρ٣ می�کنیم فرض حال

حاصلضرب y صورت این در باشد). شده تعریف (۵) و (۴) ،(٣) ،(٢) ،(١) حالت�های در ζ∗ که می�کنیم تعریف

r = r∗ + r٠ + r١ + r٢ + r٣

حاصلضرب نیز w و z و ٣ طول به مجزا دو به دو دور

r = r∗ +
٢r١
٣ +

r٢
٣ + (

r١
٣ +

٢r٢
٣ + r٣)

،(٣) ،(٢) ،(١) حالت�های در ρ∗ تعریف به توجه با .y, z, w ∈ X لذا می�باشند. ٣ طول به مجزا دو به دو دور

تهی مجموعه supp(t) با ساپورتشان اشتراک یا شده�اند ظاهر τ∗ در که است دورهایی حاصلضرب ρ∗ ،(۵) و (۴)

به توجه با همچنین .yt = ty ،(٣.٣.٣) لم (الف) قسمت بنابر درنتیجه می�شود. جابه�جا t با ρ∗ بنابراین است.

،(٣.٣.٣) لم (ب) قسمت بنابر لذا .σ∗ρ∗ = ρ∗σ∗ ،(۵) و (۴) ،(٣) ،(٢) ،(١) حالت�های در ρ∗ و σ∗ تعریف

.wz = zw لذا و ،ζ∗σ∗ = σ∗ζ∗ داریم σ∗ و ζ∗ تعریف از مشابه طور به می�شوند. جابه�جا هم با نیز z و y

(ب) قسمت به توجه با بنابراین .ζ∗x = xζ∗ ،(۴) و (٣) ،(٢) حالت�های در ζ∗ تعریف به توجه با آخر در و

پس .d(t, x) ≤ d(t, y) + d(y, z) + d(z, w) + d(w, x) = ۴ درنتیجه .wx = xw داریم ،(٣.٣.٣) لم

می�کند. کامل را اثبات این و diam∁(G,X) ≤ ۴

همین به است. ناهمبند ،[٩] با مطابق ∁(G,X) گراف ،n = ۶ و r = ١ برای که کنید توجه .١١.٣.٣ تذکر

باشد. r > ١ می�کنیم فرض ،(١٠.٣.٣) قضیه در دلیل
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و r = ٣ اگر و diam∁(G,X) = ۴ آنگاه n = ١٢ و r = ٢ اگر ،(٢.٣) جدول به توجه با .١٢.٣.٣ مثال

قضیه�ی در که است چیزی همان این و diam∁(G,X) ≤ ۴ بنابراین .diam∁(G,X) = ٣ آنگاه n = ١٨

شد. اثبات (١٠.٣.٣)



رده�ی یک X و متقارن گروه G ،∁(G,X) روی ،[١٠] مرجع در مگما نویسی برنامه از استفاده با زیر جدول

دهنده�ی نشان D حرف می�دهند، نشان را n مختلف مقادیر اول ردیف اعداد است. آمده دست به آن، از تزویج

قطر دارای و است همبند ∁(G,X) که است معنی این به (d) یا d عدد و است ناهمبند ∁(G,X) که است این

می�باشد. ،( (d) قطر حداکثر ) یا d

Connectedness and Diameters of C(G،X) :١.٣ جدول

١۴ ١٣ ١٢ ١١ ١٠ ٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ a
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ D D D ١ (١٢٣)
٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ۴ D D D D D - (١٢٣۴)
٢ ٢ ٣ ٣ ٣ ۵ ٧ D D D - - (۴۵)(١٢٣)
٢ ٣ ٣ ۵ D D D D D D - - (١٢٣۴۵)
٣ ٣ ۴ ۴ ۶ D D D D - - - (۴۵۶)(١٢٣)
٣ ٣ ۴ ۵ ٨ D D D D - - - (۵۶)(١٢٣۴)
۴ ۶ D D D D D D D - - - (١٢٣۴۵۶)
٣ ٣ ۴ ۵ ۶ D D D - - - - (۶٧)(۴۵)(١٢٣)
۴ ۵ ٨ D D D D D - - - - (۶٧)(١٢٣۴۵)
D D D D D D D D - - - - (١٢٣۴۵۶٧)
۴ ۵ ٨ ١٢ D D D - - - - - (٧٨)(۴۵۶)(١٢٣)
(۶) ۵ ۶ ٩ ١٢ D D - - - - - (٧٨)(۵۶)(١٢٣۴)



قطر آوردن دست به برای ،[١٠] مرجع در مگما نویسی برنامه از استفاده با که است محاسباتی زیر جدول

تعداد دهنده�ی نشان عدد اولین است. شده انجام n مختلف مقادیر روی ∁(G,X) جابجایی گراف دیسک و

که است معنی این به تیره خط می�کند. مشخص را -مدارها CG(t) تعداد پرانتز داخل عدد است. ∆i(t) اعضای

.|∆i(t)| = ٠

Disc sizes and CG(t)-orbits :٢.٣ جدول

r،n ∆١(t) ∆٢(t) ∆٣(t) ∆۴(t) ∆۵(t) ∆۶(t)
r=١
n=٧ (٢)٩ ٢۴(٢) ٣۶(١) - - -
n=٨ (٢)٢١ (٣)٩٠ - - - -
n=٩ ۴(٢)١ ١٢۶(٣) - - - -

r=٢
n=١٠ ٣۵(۴) ١٩٢(۶) (١٠)١٠٠٨ ٢۶(٢٠)٢٨ ٣۶(١٣)٧٢ ٨۶۴(۵)
n=١١ ٨٣(۴) (٩)١٠٨٠ ٧۵۶(٢٣)٠ ٩۶۵۶(٢٣) - -
n=١٢ ٢٠٣(۵) ۵٣٠٠(١۶) ٢٨٢٩۶(٣۴) ٢١۶٠(۵) - -
n=١۶ ٩٣۶٣(۵) ٣١٠٩۵۶(۵۵) - - - -

r=٣
n=١٨ ٢۴۴۴(١٠)١ ١۶١٢۶(٢١٠)٣٩٨ ٩٢٧۵٧٩۶٠(۶٧٩) - - -
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Abstract
In this disseration, from [6], [15], [18] and [19], first we express the concept of commuting

graphs. Then we investigating commuting graph on D2n, Qn and Sn, and we get some param-
eters of graph theory, as independent number, clique number and minimum size of a vertex
cover of these graphs.
In the end of each parts, we determine the diameter( or bounded) of commuting graph on the
subset of these groups.
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