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١ فصل

مقدمه

منبع دیͽر توانند مͬ دانشجویان البته است. شده نوشته Gregory ͷکلاسی ͷانیͺم کتاب براساس درسنامه این

نمایند. مطالعه نیز را سایمون و فاولز گرانت کتاب جمله از

کرد. خواهم تدریس را کتاب از هشتم فصل پایان تا ١ تحلیلͬ ͷانیͺم برای

آن به که موضوعاتͬ داد. خواهیم قرار مطالعه مورد را مجرد ذره ͷی برای نیوتنͬ ͷانیͺم فصل هشت این در

از است عبارت پرداخت خواهیم

برداری محاسبات و جبر : ٣ فصل •

اسͺالر ای زاویه سرعت و شتاب سرعت، : ٣ فصل •

گرانش و نیوتن قوانین :۴ فصل •

ذره ͷدینامی مسائل :۵ فصل •

نرمال مدهای و خطͬ نوسانات :۶ فصل •

انرژی بقای :٧ فصل •

مرکزی نیروی در حرکت مدارهای :٨ فصل •

فاز فضای و خطͬ غیر نوسانات :٩ فصل •

ترم: پایان تاریخ و میانترم: تاریخ

ͷکلاسی ͷانیͺم ٠درسنامه

۵



٢ فصل

ابعادی تحلیل و ͬͺفیزی کمیت�های

ابزار ͷی با که را آن�چه است. ͬͺفیزی نظریه�های جدایͬ�ناپذیر بخش اندازه�گیری و مشاهده مͬ�دانید که همانͽونه

اسͺالر کمیت�های دسته�ی دو به ͬͺفیزی کمیت�های مͬ�نامیم. ͬͺفیزی کمیت است، اندازه�گیری قابل مشخص

تنها آن�ها مقدار که مͬ�شود گفته کمیت�هایͬ به اسͺالر کمیت�های مͬ�شوند. تقسیم برداری کمیت�های و (عددی)

دارای بزرگͬ بر علاوه برداری کمیت�های که حالͬ در اتاق. دمای زمان، جرم، مانند مͬ�شود، بیان حقیقͬ یͷعدد با

است؛ جهت و بزرگͬ دارای مͬ�کنید، وارد جسم ͷی به طناب ͷی توسط که نیرویͬ نمونه برای هستند. نیز جهت

دارد. خود در است) نیرو جهت دهنده�ی نشان (که را طناب کشیدگͬ هم و شده صرف نیروی مقدار هم یعنͬ

مͬ�شوند. تقسیم بدون�بˀعد و بˀعددار کمیت�های دسته دو به برداری، و اسͺالر از اعم کمیت�ها این بزرگͬ نͺته:

فاصله مثلا مͬ�کند، تغییر اندازه�گیری ابزار تغییر با آن�ها بزرگͬ� که مͬ�شود گفته کمیت�هایͬ به بˀعددار کمیت�های

مͬ�دهد. نشان را ۴٠٠ عدد ماشین شمار کیلومتر که صورتͬ در است متر ۴٠٠٠٠٠ حدود متر با تهران تا شاهرود

ابعادی تحلیل ١.٢

عبارتند کمیت�ها این نوشت. آن�ها اساس بر مͬ�توان را دیͽر کمیت�های که دارد وجود اصلͬ فیزیͷهفتکمیت در

در . (Iv) روشنایͬ شدت و ،(n) ماده مقدار ،(T ) دما ،(A) ͬͺتریͺال جریان ،(T ) زمان ،(M) جرم ،(L) طول از

کاندلا. و مول، کلوین، آمپر، کیلوگرم، متر، از عبارتند ترتیب به کمیت�ها این واحد (SI) واحدها استاندارد سیستم

ثابت همواره آن�ها بˀعد ولͬ است متفاوت آن در واحدها این مقدار که کرد انتخاب دیͽر سیستم�های مͬ�توان البته

مͬ�خواهیم وقتͬ دارد. نام ١ ابعادی تحلیل بˀعد، حسب بر کمیت� نوشتن نمایید.). مشاهده را ١.٢ (شͺل است

١dimensional analysis

۶



٢ فصل ابعادی تحلیل ١.٢

SI اصلͬ های واحد :١.٢ شͺل

مثلا مͬ�دهیم، قرار [ ] در را آن کنیم، ابعادی تحلیل را کمیتͬ

[x] = L [t] = T [i] = A (١.٢)

بنابراین دارد. طول مربع بˀعد مساحت که مͬ�دانیم مثال:

[A] = L2, (٢.٢)

برابر سرعت ابعادیِ تحلیل است.

v =
x

t
−→ [v] = LT−1, (٣.٢)

برابر شتاب ابعادیِ تحلیل است.

a =
v

t
−→ [a] = LT−2, (۴.٢)

نیرو ابعادیِ تحلیل بنابراین است.

F = ma −→ [F ] = MLT−2, (۵.٢)

٧



٢ فصل ابعادی تحلیل ١.٢

انرژی ابعادیِ تحلیل و

E =
1
2
mv2 −→ [E] = ML2T−2 (۶.٢)

اصلͬ کمیت جریان چون مͬ�گیریم، ͷکم ͬͺتریͺال جریان کمیت از ͬͺتریͺال بار بˀعد آوردن دست به برای است.

پس است.

i =
dq

dt
−→ [q] = AT. (٧.٢)

صورت به ͬͺتریͺال میدان بˀعد نتیجه در

E =
F

q0
−→ [E] = MLA−1T−3. (٨.٢)

مغناطیسͬ میدان بˀعد و

F = qvB −→ [B] = MA−1T−2. (٩.٢)

است.

مرکز در مغناطیسͬ میدان و F = 1
4πϵ0

q1q2
r2

که کولن قانون از استفاده شد، گفته بالا در آن�چه ͷکم به تمرین:

راستͬ�آزمایͬ را خود روابط نهایت در که آن برای کنید. تعیین را µ0 و ϵ0 بˀعد است، B = µ0I
2πR که جریان حلقه�ی

بͽیرید. ͷکم دارد، سرعت بˀعد و است نور سرعت c که c = 1√
ϵ0µ0

رابطه�ی از کنید

کنید. محاسبه را گرانش) جهانͬ (ثابت G بˀعد F = Gm1m2
r2

رابطه�ی ͷکم به تمرین:

کنید. محاسبه را h بˀعد است. ͷپلان ثابت h و بسامد f آن در که E = hf رابطه�ی ͷکم به تمرین:

رابطه�ی ͷی سمت دو در است. ͷفیزی مطالعه�ی در قدرتمند ابزاری ابعادی تحلیل که دریافت مͬ�توان سادگͬ به

اختیار در کمیت ͷی از کمͬ بسیار اطلاعات که زمانͬ حتͬ باشد. داشته وجود سازگاری بˀعد لحاظ از باید ͬͺفیزی

طناب ͷی به ͬͺکوچ گلوله�ی کنید فرض مͬ�کند. فراوانͬ ͷکم رابطه ͷی یافتن به ابعادی تحلیل دارد، قرار ما

دست به ͹آون این تناوب دوره�ی برای رابطه�ای ابعادی تحلیل ͷکم به تنها مͬ�شود خواسته ما از است. آویزان

که مͬ�پرسیم سوال خود از کنیم. استفاده کمیت�ها بˀعد از باید فقط است ابعادی تحلیل ما ابزار تنها چون آوریم.

͹آون جرم ،(l)͹آون طول از مͬ�توان پاسخ در باشد؟ داشته ͬͽبست مͬ�تواند کمیت�هایͬ چه به ͹آون تناوب دوره�ی

تحلیل ما ابزار تنها چون کرد. یاد (g) زمین گرانش شتاب و ،(θ) آورده�ایم در نوسان به را ͹آون که زاویه�ای ،(m)

نوسان دوره�ی بنابراین باشد. داشته زمان بˀعد فقط نهایت در که بسازیم بالا کمیت�های از تابعͬ باید است، ابعادی

پس است. بالا کمیت�های نامشخص توان�های از حاصل�ضربͬ ͹آون

T = lαmβgγθλ (١٠.٢)

سمت با تا باشند داشته زمان بˀعد باید نهایت در (١٠.٢) رابطه�ی راست سمت کمیت�های حاصل�ضرب است.
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٢ فصل ابعادی تحلیل ١.٢

یͺاهای در زاویه چون مͬ�دهیم. قرار را آن�ها بˀعد (١٠.٢) رابطه�ی کمیت�های جای به ادامه در باشند. سازگار چپ

.(λ = 0) نمͬ�دهد ما به اطلاعاتͬ نوسان شروع زاویه�ی مورد در ما رابطه�ی پس است، بˀعد بدون استاندارد

T = LαMβLγT−2γ = Lα+γMβT−2γ =⇒
α + γ = 0 −→ α = 1

2

β = 0

−2γ = 1 −→ γ = −1
2

(١١.٢)

T =
√

l
g
برابر آوردیم، دست به ͹آون نوسان دوره�ی برای ابعادی تحلیل ͷکم به فقط ما که رابطه�ای نتیجه در

دارد. شباهت آن دقیق رابطه�ی به بسیار که است،

باید تحلیل این از استفاده هنͽام در است. ͷفیزی در قدرتمند ابزاری ابعادی تحلیل که داد نشان بالا ساده�ی مثال

کرد: دقت زیر نͺات به

تحلیل با مقادیر این باشد، داشته وجود زاویه مانند بˀعد بدون کمیت�های یا و ثابت عدد رابطه، ͷی در اگر •

آمد. نخواهند دست به ص˼رف ابعادیِ

تقسیم هم بر با و ضرب هم در کمیت�ها همواره مͬ�آوریم، دست به ابعادی تحلیل ͷکم به که رابطه�ای در •

(مͽر شده�اند جمع هم با کمیت�ها که نوشت رابطه�ای نمͬ�توان ص˼رف ابعادیِ تحلیل ͷکم به مͬ�شوند.

بˀعد که این یعنͬ مͬ�شوند جمع هم با کمیت دو وقتͬ چون باشیم). داشته دیͽری اطلاعات جایͬ از آن�که

دهیم. تمیز هم از را آن�ها نمͬ�توانیم نتیجه در دارند. یͺسانͬ

را خود کارایͬ هستند، دخیل مسئله در یͺسان بˀعد با کمیت چند که مسائلͬ در ابعادی تحلیل قدرتمند ابزار •

مͬ�گذارند. تاثیر نتایج بر طول بˀعد با کمیت چند مسئله در کنید فرض مثلا مͬ�دهد. دست از

که بسازید کمیتͬ c,G, h یعنͬ ͷفیزی جهانͬ ثابت سه از شد، گفته بالا در آن�چه ͷکم به تمرین:

باشد. داشته طول بˀعد الف)

باشد. داشته زمان بˀعد ب)

باشد. داشته جرم بعد ج)

مجله�ی در نیومͺزیͽو در ١٩۴۵ سال در اتمͬ انفجار نخستین از عͺس مجموعه�ای میلادی، ١٩۴٧ سال در تمرین:

از مͬ�داد. نشان ثانیه میلͬ حسب بر متوالͬ زمان�های در را کروی شوکͬ موج شعاع عͺس�ها این شد. چاپ لایف
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٢ فصل ابعادی تحلیل ١.٢

فرض با است. آمده ١.٢ جدولِ در نتایج آورد: بدست زمان از تابعͬ عنوان به را کروی موج شعاع مͬ�توان عͺس�ها

چͽالͬ و E انفجار از شده آزاد انرژی به فقط موج حرکت و ندارد، چندانͬ تاثیر موج انتشار در زمین سطح این�که

جدول ͷکم به نمایید. محاسبه زمان از تابعͬ عنوان به را انفجار موج شعاع باشد، داشته ͬͽبست ρ بیرون هوایِ

بزنید. تخمین را انفجار از شده آزاد انرژی

ͷکلاسی ͷانیͺم ١درسنامه
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٣ فصل

برداری محاسبات و جبر

عملͽرهای همچون مباحثͬ که طوری به داشت خواهیم برداری جبر کابردهای بر مروری ابتدا در فصل این در

توابع از گیری مشتق فصل ادامه در شد. خواهد شامل را گوناگون های مثال همراه به آنها ویژگیهای و برداری

تفسیر مستلزم که خمینه ͷی روی نرمال بردار و مماس بردار نظیر مفاهیمͬ جمله از و اسͺالر متغیر ͷی از برداری

دهیم. مͬ قرار مطالعه مورد را هستند، شتاب و سرعت همچون دیͽری های کمیت

برداری های کمیت و بردار ١.٣

دمای مثال برای شوند. مͬ تقسیم برداری های کمیت و اسͺالر های کمیت دسته، دو به ͬͺفیزی های کمیت اکثر

که زمان همچون دیͽری مثالͬ شود. مͬ بیان حقیقͬ عدد ͷی با تنها آن مقدار زیرا است اسͺالر کمیت ͷی اتاق

اتاق داخل هوای فشار و آهن چͽالͬ آن، حجم و کنسرو قوطͬ ͷی جرم دهد، مͬ نشان را شما دست پشت ساعت

شوند. مͬ تعریف زیر صورت به برداری های کمیت اما هستند. اسͺالر های کمیت تماما

شود. مͬ نامیده برداری کمیت ͷی Q بنابراین باشد جهت و بزرگͬ دارای Qکمیت اگر برداری: کمیت •

از پس و کند حرکت به شروع A نقطه از ذره فرضکنید اگر است. برداری کمیت ͷی ذره ͷی جابجایͬ مثال برای

جهت جایͬ جابه این جهت و AB فاصله جابجایͬ این بزرگͬ صورت این در برسد. B انتهای نقطه به مسیری طͬ

ͷی به شده اعمال F نیروی دیͽر مثال عنوان به همچنین کند. مͬ متصل B به را A نقطه که است راستͬ خط

است مثبت حقیقͬ مقدار هموراه که نیرو شدت آن، بزرگͬ زیرا است برداری کمیت ͷی طناب ͷی وسیله به جسم

برداری کمیت نیز شتاب و سرعت نظیر دیͽری های کمیت جمله از است. شده کشیده طناب جهت آن جهت و
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٣ فصل λa و a± b نظیر خطͬ عملͽرهای ٢.٣

مفهوم توان مͬ آنها ͬͺفیزی مبدا از مستقل ͬͺفیزی های کمیت تمام سازی یͺسان منظور به شوند. مͬ محسوب

گفت: توان مͬ بنابراین کرد. بیان خاصͬ مثالهای به نسبت کلیتری کمیت ͷی عنوان به را بردار

زمانͬ بردار دو لذا مͬ�شود، مشخص جهت و بزرگͬ ویژگͬ دو توسط که است نظری کمیت ͷی بردار ͷی •

باشند. یͺسان جهت و بزرگͬ دارای که هستند مساوی یͺدیͽر با

با معمولا را آنها بزرگͬ و F ، a مانند برجسته انͽلیسͬ حروف با بردارها تمام کتاب همانند درسنامه این سرتاسر در

ضرب و تفریق جمع نظیر جبری اعمال توانید مͬ عددی های کمیت همانند شما اکنون دهیم. مͬ نمایش a یا |a|

گیرید. بͺار برداری های کمیت برای را

λa و a± b نظیر خطͬ عملͽرهای ٢.٣

با را Q⃗R قسمت و a با را P⃗Q قسمت ١.٣ شͺل مطلابق باشند. بردا دو b و a کنید فرض برداری: جمع •

است. P⃗R قسمت برای نمایشͬ a+ b جمع صورت این در دهیم. مͬ نمایش b

b بردار مخالف جهتͬ در اما یͺسان اندازه با بردای توان مͬ همیشه b دلخواه بردار برای بردار: ͷی قرینه •

مͬ را برداری تفریق بنابراین شود. مͬ b−نوشته نماد با و شود مͬ گفته بردار قرینه آن به که گرفت نظر در

کنید.). مشاهده را ١.٣ شͺل از وسط (شͺل کرد بیان زیر رابطه با توان

a− b = a+ (−b) (١.٣)

اسͺالر ضرب صورت این در باشد حقیقͬ) عدد ) اسͺالر ͷی λ و بردار ͷی a دهید اجازه اسͺالر: ضرب •

جهت هم خلاف، ترتیب به λ بودن صفر یا و مثبت منفͬ، به بسته آن جهت و |λ||a| بزرگͬ با بردار ͷی λa

کنید.). مشاهده را ١.٣ شͺل از راست سمت (قسمت است صفر و

بردارها اسͺالر ضرب و تفریق جمع، :١.٣ شͺل
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٣ فصل واحد بردار ٣.٣

جبری قوانین :١.٣ جدول

a+ b = b+ a جابجایͬ خاصیت

a+ (b+ c) = (a+ b) + c پذیری شرکت خاصیت

λ(µa) = (λµ)a پذیری شرکت خاصیت

λ(a+ b) = λa+ λb پذیری توزیع خاصیت

(λ+ µ)a = λa+ µa پذیری توزیع خاصیت

واحد بردار ٣.٣

بردار حاصل بردار کنیم تقسیم اش بزرگͬ بر را a بردار اگر شود. مͬ نامیده واحد بردار واحد, بزرگͬ با برداری

بنابراین است. a بردار با همجهت که است واحد

â =
−→a
|a|

(٢.٣)

استاندارد پایه مجموعه ۴.٣

توان مͬ و شود مͬ نامیده استاندارد پایه مجموعه دکارتͬ، دستͽاه در {i, j, k} متعامد یͺه) (بردار پایه مجموعه به

.(٢.٣ (شͺل داد بسط مجموعه این حسب بر را بردار هر

v = λi+ µj + νk (٣.٣)

مͺان بردار ۵.٣

هر مͺان صورت این در کنیم فرض مرجع) چارچوب مبدا ) مختصات مبدا عنوان به را فضا در O ثابت نقطه اگر

شود. مͬ داده نشان ٣.٣ شͺل مطابق a با که
−→
OA بردار با را مبدا به نسبت A مانند دیͽر نقطه

بردار دو اسͺالر ضرب ۶.٣

شود. مͬ تعریف زیر رابطه با بردار دو اسͺالر ضرب

a.b = ab cos(θ) (۴.٣)
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٣ فصل بردار دو اسͺالر ضرب ۶.٣

استاندارد. پایه بردار :٢.٣ شͺل

هستند. مبدا به نسبت c و b و a مͺان بردار دارای ترتیب به C و B و A نقاط :٣.٣ شͺل

مشخص عدد با تنها یعنͬ است اسͺالر کمیت ͷی بردار دو اسͺالر ضرب نͺته: است. بردار دو میان زاویه θ که

مولفه نوشتن معادل عبارتͬ به یا است، b بردار روی a بردار سایه انداختن معنͬ به داخلͬ ضرب هچنین شود. مͬ

است. b بردار راستای در a بردار

اسͺالر خواصضرب ١.۶.٣

یعنͬ آورد، دست به خودش در بردار اسͺالر ضرب مجذور از توان مͬ را دلخواه بردار ͷی بزرگͬ یا اندازه •

|a|2 = a2 = a.a (۵.٣)

باشد، صفر بردار دو اسͺالر ضرب اگر تنها و اگر هستند عمود هم بر b و a بردار دو •

a.b = ab cos(
π

2
) = 0 → a ⊥ b (۶.٣)
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٣ فصل بردار دو اسͺالر ضرب ۶.٣

اسͺالر ضرب برای جبری قوانین :٢.٣ جدول

a.b = b.a جابجایͬ خاصیت

a.(b+ c) = a.b+ a.c پذیری توزیع خاصیت

(λa).b = λ(a.b) اسͺالر ضرب با پذیری شرکت خاصیت

صورت این در باشند متعامد های پایه {i, j, k} اگر •

i.i = j.j = k.k = 1 i.j = j.k = k.i = 0 (٧.٣)

داریم صورت این در باشند، a2 = λ2i+ µ2j + ν2k و a1 = λ1i+ µ1j + ν1k اگر •

a1.a2 = λ1λ2 + µ1µ2 + ν1ν2 (٨.٣)

کنید. مشاهده ٢.٣ جدول در را خواص دیͽر توانید مͬ شده ذکر خواص بر علاوه

مثال

مطلوبست ١.٣ شͺل از چپ سمت شͺل اولین به توجه با

جمع حاصل بردار بزرگͬ الف:

جواب

|a+ b|2 = (a+ b).(a+ b) = a.a+ 2a.b+ b.b = a2 + 2ab cos(θ) + b2 (٩.٣)

برای جواب: کنید. ساده را بالا رابطه صورت این در (a = b) باشد برابر هم با بردار در اندازه کنیم فرض اگر ب:

هستند. مفید زیر مثلثاتͬ اتحادهای از استفاده بالا رابطه سازی ساده

sin2(x) + cos2(x) = 1 (١٠.٣)

sin(x± y) = sin(x) cos(y)± cos(x) sin(y) (١١.٣)

cos(x± y) = cos(x) cos(y)∓ sin(x) sin(y) (١٢.٣)

رسید. خواهیم زیر رابطه به بالا روابط به توجه با حال

cos(2x) = cos(x+ x) = cos2(x)− sin2(x) = 1− 2 sin2(x) = 2 cos2(x)− 1 (١٣.٣)
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٣ فصل بردار ͷی مؤلفه ٧.٣

داریم بردارها بودن اندازه هم فرض با اکنون

|a+ b| = a(2+ 2 cos(θ))
1
2 = 2a cos(θ

2
) (١۴.٣)

تمرین

کنید. تͺرار میانͬ) شͺل ) بردار دو تفریق حاصل برای را بالا عملیات

بردار ͷی مؤلفه ٧.٣

به شود. مͬ تعریف v.n با را n راستای در v بردار مؤلفه صورت این در باشد، واحد بردار ͷی n کنیم فرض اگر

آید. مͬ دست به v.â با را a دلخواه بردار هر راستای در v بردار مؤلفه کلͬ طور

تمرین

دست به را a بردار راستای در v بردار مؤلفه صورت این در باشد a = 2i− j− 2k و v = 6i− 3j+ 15k اگر

آورید.

a× b برداری ضرب ٨.٣

همچنین باشند،
−−→
OB و

−→
OAنمایش دارای ترتیب به b و a بردار، دو ١.۴ شͺل مطابق کنید فرض برداری: ضرب

) باشد دست راست مجموعه ͷی {a, b,n} مجموعه که طوری به باشد OAB صفحه بر عمود واحد بردار n

شود. مͬ تعریف زیر صورت به برداری ضرب صورت این در کنید.)، نͽاه را ۵.٣ شͺل

a× b = (ab sin(θ))n (١۵.٣)

.(١.۴ (شͺل است برداری کمیت ͷی برداری ضرب باشید داشته توجه است.
−−→
OB و

−→
OA میان زاویه θ که

کرد. اشاره زیر موارد به توان مͬ برداری خواصضرب مهمترین از

است صفر خودش در بردار هر برداری ضرب •

a× a = 0 (١۶.٣)
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٣ فصل a× b برداری ضرب ٨.٣

بردار دو برداری ضرب :۴.٣ شͺل

بردار سمت در راست دست کف و اول بردار سمت در راست دست اشاره انͽشت دستͬ، راست در :۵.٣ شͺل

قواعد چنین دستͬ چب در اما دهد. مͬ نشان را سوم بردار جهت شصت انͽشت صورت این در دارند قرار دوم

شود. مͬ گرفته بͺار چپ دست برای

است، صفر آنها برداری ضرب بنابراین باشند موازی بردار دو اگر •

a× b = 0 → a∥b (١٧.٣)

بنابراین باشند استاندارد های پایه {i, j, k} اگر •

i× j = k k × i = j j × k = i i× i = j × j = k × k = 0 (١٨.٣)

داشت، خواهیم صورت این در باشد a2 = λ2i+ µ2j + ν2k و a1 = λ1i+ µ1j + ν1k اگر •

a1 × a2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

λ1 µ1 ν1

λ2 µ2 ν2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (١٩.٣)
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٣ فصل سه�گانه های ضرب ٩.٣

برداری ضرب برای جبری قوانین :٣.٣ جدول

a× b = −b× a پادجابجایͬ خاصیت

a× (b+ c) = a× b+ a× c پذیری توزیع خاصیت

(λa)× b = λ(a× b) اسͺالر ضرب با پذیری شرکت خاصیت

در توانید مͬ را برداری ضرب خواص دیͽر همچنین شود. مͬ محاسبه اول سطر با دترمینان رابطه این در

کنید. دنبال ٣.٣ جدول

حفظ همواره بایستͬ برداری ضرب در عبارات ترتیب بنابراین دارد پادجابجایͬ خاصیت برداری ضرب چون نͺته:

ندارد. پذیری شرکت خاصیت برداری ضرب پس شود.

این هردو بر عمود که واحد بردار ͷی صورت این در باشند، b = −i − 3k و a = 2i − j + 2k اگر تمرین:

بیابید. را بردارهاست

سه�گانه های ضرب ٩.٣

وجود گانه سه ضرب نوع دو است. دیͽر عملیات از ساده برآمدی واقع در نیست جدید عملͽر ͷی گانه سه ضرب

هستند. جمله این از برداری گانه سه ضرب و اسͺالر گانه سه ضرب دارد،

اسͺالر گانه سه ضرب ١.٩.٣

است. عدد ͷی آن مقدار زیرا نامیم مͬ اسͺالر گانه سه ضرب را a.(b× c) شͺل به عبارتͬ

اسͺالر گانه سه خواصضرب

شوند. مͬ حاصل را یͺسانͬ مقدار اسͺالر، گانه سه ضرب در c و b ،a بردارهای از ای دوره های جایͽشت •

a.(b× c) = c.(a× b) = b.(c× a) (٢٠.٣)

شود، مͬ نوشته نیز دیͽر های شͺل به گانه سه ضرب رابطه براین علاوه

a.(b× c) = (a× b).c (٢١.٣)
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٣ فصل سه�گانه های ضرب ٩.٣

این علت به دهد. نمͬ تغییر را نهایͬ مقدار برداری ضرب و اسͺالر ضرب جابجایͬ که معناست این به این

است. زیر خواص درارای که داد نشان [a, b, c] نماد با توان مͬ را گانه سه ضرب تقارنͬ، خاصیت

صفحه). (هم باشند یͷصفحه داخل c و b ،a بردارهای اگر تنها و اگر است [a, b, c] = 0 گانه ضربسه •

است. صفر بازهم ضرب این باشند یͺسان بردارها از تا دو اگر همچنین و باشد صفر بردارها از ͬͺی اگر البته

{a, b, c} مجموعه باشد، [a, b, c] < 0 اگر و دست راست {a, b, c} مجموعه باشد، [a, b, c] > 0 اگر •

است. دست چپ

این در باشند a3 = λ3i + µ3j + µ3k و a2 = λ2i + µ2j + µ2k ،a1 = λ1i + µ1j + µ1k اگر •

صورت،

[a, b, c] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 µ1 ν1

λ2 µ2 ν2

λ3 µ3 ν3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (٢٢.٣)

برداری گانه سه ضرب ٢.٩.٣

است. بردار ͷی آن مقدار زیرا نامیم مͬ برداری گانه سه ضرب را a× (b× c) شͺل به عبارتͬ

برداری گانه سه خواصضرب

و b بردار دو از حاصل صفحه در a× (b× c) از حاصل بردار لذا است، c و b بردار دو هر بر عمود b× c چون

برداری گانه سه ضرب توان مͬ دقیقتر طور به داد. بسط λb+ µc شͺل به را آن توان مͬ بنابراین گیرد. مͬ قرار c

داد. بسط زیر صورت به را

a× (b× c) = (a.c)− (a.b)c (٢٣.٣)

این ممͺن راه ترین عاقلانه لذا داراست، را ناپذیری شرکت نیز و پادجابجایͬ خاصیت برداری ضرب اینͺه علت به

گیریم. بͺار شͺل همین به را بالا فرم که است

است. زیر خواص دارای نماد این کنیم. معرفͬ را ϵijk لوی-چیویتا نماد است بهتر بالا رابطه اثبات برای اثبات:

صورت این در باشد (1, 2, 3) از زوج جایͽشتͬ (i, j, k) اگر که طور به است، متقارن پاد کاملا نماد این •

است صفر آن مقدار صورت این غیر در و است −1 آن مقدار باشد فردی جایͽشت اگر نیز و ١ مقدار

.(۶.٣ (شͺل

ϵ312 = ϵ231 = ϵ123 = 1 ϵ321 = −ϵ312 = −ϵ123 = −1 ϵ112 = ϵ221 = 0 (٢۴.٣)

همچنین
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٣ فصل سه�گانه های ضرب ٩.٣

•

ϵijkϵ
imn =

∑
i=1,2,3

ϵijkϵimn (٢۵.٣)

انیشتین). جمع (قاعده اندیساست آن روی جمع معنای به پایین و بالا در هم به شبیه اندیسها بالا رابطه در

ϵijkϵ
imn = δmj δ

n
k − δnj δ

m
k (٢۶.٣)

ϵjmnϵ
imn = 2δij (٢٧.٣)

ϵijkϵ
ijk = 6 (٢٨.٣)

است. کرونͺر دلتای δji بالا رابطه در

آورید. دست به را بالا روابط زیر رابطه از استفاده با تمرین:

ϵijkϵlmn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δil δim δin

δjl δjm δjn

δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (٢٩.٣)

(قرمز) فرد های جایͽشت و (زرد) زوج های جایͽشت :۶.٣ شͺل

با 3 × 3 مربعͬ ماتریس ͷی دترمینان لوی-چیویتا، نماد برای شده اشاره های ویژگͬ از استفاده با اکنون

نوشت. زیر صورت به را A = [aij]

det(A) =
3∑

i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

ϵijka1ia2ja3k (٣٠.٣)

کرد. بازنویسͬ زیر صورت به توان مͬ را برداری ضرب بنابراین

c = a× b ⇒ ci =
3∑

j=1

3∑
k=1

ϵijkajbk (٣١.٣)
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٣ فصل اسͺالر متغیر ͷی از برداری توابع ١٠.٣

شود. مͬ اثبات زیر صورت به ٢٣.٣ رابطه اکنون است. c بردار مؤلفه ci که

d = a× (b× c) ⇒ di =
3∑

j,k=1

ϵijkaj(b× c)k =
3∑

j,k=1

3∑
n,m=1

ϵijkϵknmajbncm (٣٢.٣)

= ϵijkϵ
knmajbncm = (δni δ

m
j − δmi δ

n
j )ajbncm = ajcjbi − ajbjci

⇒ d = (a.c)b− (a.b)c (٣٣.٣)

دهید. بسط را (a× b).(c× d)عبارت تمرین:

اسͺالر متغیر ͷی از برداری توابع ١٠.٣

فضا در ذره ͷی حرکت مثال برای است. زمان مانند اسͺالر کمیت ͷی به وابسته برداری کمیت ͷی مقدار اغلب

متغییر از تابعͬ بردار این صورت این در a = a(t) یعنͬ است تغییر حال در بازمان که مͬ�شود داده a مͺان بردار با

میدان مقدار مثلا باشد. نمͬ حرکت نیازمند بردار ͷی زمانͬ ͬͽوابست که است ذکر به لازم است. زمان اسͺالر

E = E(t) که گونه�ای به کند تغییر زمان با کلͬ طور به تواند مͬ فضا از ثابت مͺان این در مغناطیسͬ و ͬͺتریͺال

دیͽر اسͺالر های کمیت مͬ�توان بلͺه نیست اسͺالر مغییر عنوان به زمان تنها کلͬ طور به باشند. B = B(t) � و

نقاطͬ دارای C منحنͬ ٧.٣ شͺل در که طور همان کرد. پارامتربندی آن حسب بر را بردار و گرفت نظر در نیز را

بردار توسط جهتش که است مماسͬ خط دارای منحنͬ این از نقطه هر است. شده پارامتربندی α پارامتر با که است

در . t = t(α) یعنͬ است، α به وابسته و مͬ�شود گفته واحد مماس بردار بردار این به که مشخصمͬ�شود t واحد

است. t بردار وابسته متغییر و α اسͺالر مستقل، متغییر مورد این

پذیری مشتق ١.١٠.٣

هستند. پذیر مشتق هستند، بیان قابل اسͺالر کمیت ͷی به وابسته برداری توابع توسط که مهم عملͽرهای اکثر

پارامتر به نسبت v(α)برداری تابع صورتمشتق این در باشد α اسͺالر کمیت از تابعͬ v بردار فرضکنید تعریف:

مͬ�شود. تعریف زیر حدی رابطه با α
dv
dα

= lim
∆α→0

(v(α +∆α)− v(α)
∆α

)
(٣۴.٣)

به α که زمانͬ دارد. وجود عمده تفاوت ͷی اما باشد، حقیقͬ تابع ͷی تعریف با مشابه تعریف این مͬ�سد نظر به

v(α+∆α)−v(α) نظیر اختلافͬ یعنͬ مͬ�کند تغییر v(α+∆α) به v(α) از v برداری تابع مͬ�کند α+∆αتغییر

بعد حتͬ و مͬ�باشد برداری کمیتͬ که است برداری تفریق ͷی اختلاف ایت که است این دارید وجود که ای نͺته .
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٣ فصل خمینه ͷی به نرمال و مماس بردارهای ١١.٣

نیز و α اسͺالر متغیر از برداری توابع v(α) و u(α) کنید فرض : برداری توابع برای مشتق قواعد :۴.٣ جدول

داریم: u̇ = d
dα
uفرض با و صورت این در باشد، اسͺالر تابع ͷی λ(α)

d
dα
(λu) = λ̇u+ λu̇ d

dα
(u± v) = u̇± v̇

d
dα
(u× v) = u̇× v+ u× v̇ d

dα
(u.v) = u̇.v+ u.v̇

dv
dα

چون طرفͬ از است. برداری کمیتͬ نیز dv
dα

کمیت بنابراین است. بردار همچنان ∆α اسͺالر ͷی بر تقسیم از

با مشابه نیز مشتق این بر حاکم قواعد مͬ�باشد. α اسͺالر متغییر از برداری تابع خود بنابراین است، α به وابسته

شود.). رجوع ۴.٣ جدول (به است حقیقͬ توابع برای مشتق قواعد

. C خمینه روی A فرضͬ نقطه در واحد مماس بردار :٧.٣ شͺل

تمرین

بیابید. را d2r
dt2

و dr
dt
برداری توابع صورت این در شود داده زیر رابطه با ذره ͷی مͺان بردار اگر

r = (3t3 − 5t)i+ (2t+ 1)j + t3k (٣۵.٣)

تمرین

کنید. اثبات را زیر رابطه باشد ثابت بردار b و نیز a = a(t) بردار اگر
d

dt

[
a.(ȧ× b)

]
= a.(ä× b) (٣۶.٣)

خمینه ͷی به نرمال و مماس بردارهای ١١.٣

تفسیر برای کرد. تعریفخواهیم را بعدی سه فضای در حرکت حال در ذره به مربوط شتاب و سرعت آینده فصل در

و مماس بردار جمله از هستیم، منحنͬ) (مسیر خمینه از مشتقͬ هندسͬ مورد در اطلاعات نیازمند تعاریفͬ چنین

عمود). (بردار نرمال بردار
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٣ فصل خمینه ͷی به نرمال و مماس بردارهای ١١.٣

واحد مماس بردار ١.١١.٣

بͽیریم نظر در را مͬ�شود تعریف r = r(α) پارامتری معادله توسط که را ٧.٣ شͺل در C منحنͬ مسیر دیͽر بار اگر

مͬ�کنیم.) کار بعد دو در جا این در ولͬ شود گرفته نظر در نیز بعدی سه فضای در مͬ�تواند مسیر این کلͬ طور (به

α +∆α پارامتر با متقابلا را A′ یعنͬ آن به ͷنزدی نقطه و α پارامتر با را مسیر این روی A فرضͬ نقطه اجازه و

مͬ�شود. داده نمایش زیر صورت به
−−→
AA′ وتر بنابراین بͽیریم. نظر در

∆r = r(α +∆α)− r(α) (٣٧.٣)

مماس بردار صورت این در کند Aمیل → A′ که زمانͬ است.
−−→
AA′ وتر با موازی واحد |r/|∆r∆برداری بنابراین

مͬ�آید. دست به زیر رابطه با واحد

t(α) = lim
∆α→0

∆r
|∆r|

(٣٨.٣)

است. وابسته dr
dα

مشتق به زیر رابطه توسط به t مماس بردار همچنین
dr
dα

= lim
∆α→0

∆r
|∆r|

× lim
∆α→0

|∆r|
∆α

= t(α)× | lim
∆α→0

∆r
∆α

| = t(α)| dr
dα

| (٣٩.٣)

داریم تر ساده بیانͬ به

t(α) =
dr
dα

| dr
dα
|

(۴٠.٣)

،x = x(θ) = a(θ − sin(θ))مختصات با x− y بعدی دو صفحه در دایره نیم مسیر ٨.٣ شͺل مطابق مثال:

بر مماس بردار است. شده بندی پارامتر θ پارامتر حسب بر z = z(θ) = 0 و y = y(θ) = a(1 − cos(θ))

است. 0 < θ < 2π که است ذکر به لازم بیابید. را مسیر این

کنیم. تعریف را مͺان بردار است لازم ابتدا جواب:

r(θ) = x(θ)i+ y(θ)j + z(θ)k = a(θ − sin(θ))i+ a(1− cos(θ))j (۴١.٣)

آورد. دست به را واحد مماس بردار مͬ�توان راحتͬ به اکنون

بیابید. را واحد مماس بردار برای نهایͬ عبارت و دهیم ادامه را مثال تمرین:

که گونه�ای به کنیم پارامتربندی s نظیر پارامتر با را ذره حرکت منحنͬ مسیر اگر دیͽر سوی از

|dr
ds

| = | lim
∆s→0

∆r
∆s

| = 1 (۴٢.٣)

مͬ�شود. تعریف باز زیر ساده شͺل به مماس بردار بنابراین

t = dr
ds

(۴٣.٣)

است. نظری مقاصد برای مناسبتری شͺل که
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٣ فصل خمینه ͷی به نرمال و مماس بردارهای ١١.٣

بعدی دو فضای در ذره�ای حرکت مسیر :٨.٣ شͺل

واحد نرمال بردار ٢.١١.٣

t اگر بنابراین مͬ�دهد. نشان را منحنͬ طول در فاصله s که باشد C خمینه بر واحد مماس بردار t(s) دهید اجازه

است. s پارامتر به وابسته دیͽر برداری تابعͬ نیز dt
ds
مشتق صورت این در باشد، s اسͺالر متغییر از برداری تابع

رسید. زیر رابطه به بودن واحد شرط از مشتق گرفتن با توان مͬ t(s).t(s) = 1 یعنͬ است، واحد بردار t چون
d

ds
(t(s).t(s) = 1) ⇒ 0 =

d

ds
(t.t) = dt

ds
.t+ t. dt

ds
= 2

( dt
ds

.t
)

(۴۴.٣)

نوشت. زیر شͺل به را dt
ds
مͬ�توان معمول طور به بنابراین است. t بر عمود همواره dr

ds
که مͬ�دهد نشان رابطه این

dt
ds

= κn (۴۵.٣)

دو این است. عمود t مماس بردار بر همواره که است واحد نرمال بردار n نیز و اسͺالر خمش κ = |dt/ds| که

A نقطه از s فاصله پارامتر کنید فرض و بͽیرید نظر در منحنͬ روی را A نقطه دارند. زیبایͬ هندسͬ تفسیر کمیت

مͬ�شود. داده زیر رابطه با تقریبͬ طور Aبه نقطه ͷنزدی C منحنͬ شͺل تیلور بسط با سپس باشد. شده گیری اندازه

r(s) = r(0) + s
[dr
ds

]
s=0

+
1
2
s2
[d2r
ds2

]
s=0

+O(s3) (۴۶.٣)

مͬ�شود. داده زیر رابطه با x = x0 نقطه حول f(x) تابع تیلور بسط کلͬ طور به نͺته:

f(x) =
∑∞

n=0
f (n)(x)

n!
|x=x0(x− x0)

n

کرد. بازنویسͬ زیر صورت به توان مͬ را ۴۶.٣ معادله همچین است. تابع از ام n مشتق f (n) که

r(s) = a+ st+
(1
2
κs2

)
n+O(s3) (۴٧.٣)
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٣ فصل خمینه ͷی به نرمال و مماس بردارهای ١١.٣

در C منحنͬ A نقطه ͷنزدی در بنابراین هستند. A نقطه در شده محاسبه n و t و A نقطه از مͺان بردار a که

منحنͬ که دید مͬ�توان ۴٧.٣ رابطه شͺل از همچنن دارد. قرار n و t بردارهای با موازی A نقطه از گذارنده صفحه

۴٧.٣ رابطه نظیر را زیر معدله مͬ�توان یͺسان، مرتبه تقریب در است. سهموی A نقطه ͷنزدی خوبͬ تقریب با C

گرفت. نظر در

r(s) = a+ κ−1(sinκs)t+ κ−1(1− cosκs)n+O(s3) (۴٨.٣)

سمت به n بردار و دایره این بر مماس بردار t و است κ−1 شعاع به دایره�ای تقریبا C Aمنحنͬ نقطه ͷنزدی بنابراین

نامند. مͬ A نقطه در C منحنͬ خمش شعاع را κ−1 شعاع معمولا است. دایره این مرکز

هستند. معادل یͺدیͽر با ۴٨.٣ و ۴٧.٣ رابطه دو ͷکوچ s� حد در دهید نشان تمرین:

آورید. دست به را (٨.٣ (شͺل قبل مثال دایره نیم خمش و واحد نرمال بردار مثال:

مͬ�شود. مشخص زیر رابطه با دایره نیم این به مماس بردار حل:

t(θ) = dr
dθ

/| dr
dθ

| = (sin
1
2
θ)i+ (cos

1
2
θ)j (۴٩.٣)

داریم مشتق زنجیره�ای قاعده از استفاده با بنابراین

dt
ds

=
dt/dθ
ds/dθ

=
dt/dθ
|dr/dθ|

=
1
2(cos

1
2θ)i−

1
2 sin

1
2θj

2a sin 1
2θ

= (4a sin 1
2
θ)−1

(
(cos

1
2
θ)i− (sin

1
2
θ)j

)
(۵٠.٣)

دایره، نیم خمش نیز و یͺه نرمال بردار صورت این در

n(θ) = (cos
1
2
θ)i− (sin

1
2
θ)j κ(θ) = (4a sin 1

2
θ)−1 (۵١.٣)

است. 4a sin 1
2θ نیز خمش این شعاع

را ٢۴ و ٢٣ ،٢٢ صفحات کتاب از �١.١٨ ،١.١۶،١.١٧ ،١.١۵ ،١.١۴ ،١.١١ ،١.١ تمرین�های شماره تمرینات:

دهید. پاسخ

ͷکلاسی ͷانیͺم ٠درسنامه
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۴ فصل

اسͺالر زاویه�ای سرعت و شتاب سرعت،

در سوال واقع در مͬ�شود. گفته حرکت این به منجر نیروهای به توجه بدون اجسام حرکت مطالعه به ͷسینماتی

کپلر قوانین مثال برای نیست. ما نظر مورد موضوع اینجا در که است ͷدینامی به مربوط جسم حرکت علت مورد

نیروی گرفتن نظر در بدون را آنها بودن بیضͬ شͺل مانند ها ماهواره مدارهای خواص فقط زیرا هستند ͷسینماتی

زیرا مͬ�شود شامل را ͷدینامی گرانش برای نیوتن قوانین که حالͬ در مͬ�کند. بررسͬ را مͬ�شود، این به منجر که

هندسͬ توصیف ͷی بیشتر ͷسینماتی مͬ�کند. توصیف ها ماهواره بیضͬ حرکت چرایͬ عنوان به را گرانش نیروی

جسم ͷی نمونه برای مͬ�نامیم، ذره را ͷانیͺم در اجسام پایه�ای سنͽبنای مͬ�سازد. فراهم را ممͺن حرکتهای از

مهم ͬͺسینماتی کمیت�های مͬ�شود.). گرفته نظر در ذره ͷی (یعنͬ مͬ�کنند اشغال را فضا از نقطه ͷی تنها منزوی

شروع بعد ͷی در خط مستقیم حرکت از ابتدا سهولت برای هستند. ذره شتاب و سرعت ذره، ͷی حرکت در

برداری شتاب و سرعت کمیتهای آن در که بعد سه به سپس و هستند اسͺالر کمیت�های چنین زیرا کرد خواهیم

داد. خواهیم تعمیم هستند

هم به شده متصل ذرات از مجموعه�ای که است صلب جسم مͬ�کنیم فرض اینجا در ;که دیͽری مهم سازی ایده�ال

در است. آن زاویه�ای حرکت اندازه صلب جسم ͷی حرکت در ͬͺسینماتی کمیت هست. صلب چارچوب ͷی در

اسͺالر کمیت ͷی زاویه�ای سرعت بعد دو در زیرا مͬ�گیریم نظر در را بعد دو در صلب حرکاتجسم تنها بخش این

شد. خواهد بررسͬ کتاب ١۶ بخش در کلیتر بعدی سه مورد است.
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۴ فصل ذره ͷی الخط مستقیم حرکت ١.۴

ذره ͷی الخط مستقیم حرکت ١.۴

نظر در را ،ˀاست زمان از مشخصͬ تابع O مبدا از x جابجایͬ که طوری به x محور در حرکت حال در P ذره

شده سپری زمان بر ذره جابجایͬ در افزایش به t1 ≤ t ≤ t2 زمانͬ بازه طͬ در P ذره متوسط سرعت بͽیرید.

یعنͬ مͬ�شود، گفته

v =
x(t2)− x(t1)

t2 − t1
(١.۴)

است. t زمان در v سرعت و x جابجایͬ دارای و مͬ�کند حرکت مستقیم خط در P ذره :١.۴ شͺل

تمرین:

سرعت صورت این در مͬ�شود. مشخص x = t2 − 6t تابع با t زمان در O مبدا از P ذره جابجایͬ کنید فرض

است؟ چقدر 1 ≤ t ≤ 3 زمانͬ بازه در متوسط

برای مشخص، لحظه ͷی در سرعت لحظه�ای، سرعت به نسبت کمتری اهمیت درجه از ذره ͷی متوسط سرعت

آن قسمت خارج زیرا بیابیم را t1 لحظه در سرعت نمͬ�توانیم ١.۴ رابطه در t1 = t2 دادن قرار با واقع در ماست.

سمتصفر به زمانͬ بازه که زمانͬ لحظه�ای سرعت حد عنوان به لحظه�ای سرعت وجود، این با است. نشده تعریف

زیر صورت به t1 زمان در P ذره v(t1) لحظه�ای سرعت بنابراین است. تعریف قابل t2 → t1 یعنͬ مͬ�کند، میل

مͬ�شود. تعریف

v(t1) = lim
t2→t1

(x(t2)− xt1

t2 − t1

)
(٢.۴)

با را سرعت مͬ�تون بنابراین است. t = t1 در شده محاسبه است t به نسبت x مشتق تعریف دقیقا رابطه این اما

کرد. تعریف زیر رابطه

مͬ�شود. تعریف زیر رابطه با xمثبت جهت در P ذره v (لحظه�ای) سرعت تعریف:

v =
dx

dt
(٣.۴)

طور به است. |v|سرعت بزرگͬ با برابر که مͬ�شود گفنه شده طͬ مسافت کل افزایش ͹آهن به P ذره تندی نͺته:

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به و است v سرعت افزایش ͹آهن P ذره شتاب مشابه،

با xمثبت جهت در ذره (لحظه�ای) شتاب تعریف:

a =
dv

dt
=

d2x

dt2
(۴.۴)
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۴ فصل ذره ͷی کلͬ حرکت ٢.۴

و سرعت است. شده داده x = t3 − 6t2 + 4 رابطه با مختصات مبدا از ذره�ای جابجایͬ کنید فرض تمرین:

در ذره شتاب و مͺان مͬ�رسد، سͺون حالت به دوبار ذره که نتیجه این با کنید. حساب t لحظه در را ذره شتاب

کنید. محاسبه را سͺون آخرین زمان

مͬ�کند. حرکت زیر زمان به وابسته شتاب با x محور امتداد در ذره ͷی تمرین:

a = 12t2 − 6t+ 6 (۵.۴)

ذره جابجایͬ و سرعت مͬ�کند. حرکت به شروع x منفͬ جهت در 8m/s سرعت با و x = 4m نقطه در ابتدا در

آورید. به�دست را t لحظه�ی در

ذره ͷی کلͬ حرکت ٢.۴

نقطه�ی که O مبدا از r جابجایͬ بردار با مͬ�تواند مͺانش مͬ�کند، حرکت بعد سه یا دو در P ذره�ی ͷی که زمانͬ

سادگͬ به r مͺان بردار باشد، ثابت یا متحرک F خواه شود. توصیف است، F صلب مرجع چارچوب در ثابتͬ

بردار با بعدی سه فضای در حرکت حال در P ذره ͷی ٢.۴ شͺل است. اندازه�گیری قابل F چارچوب به نسبت

مͬ�دهد. نشان را t زمان در (F مرجع چارچوب به (نسبت r مͺان

نیازمندیم؟ آن به چرا و چیست مرجع چارچوپ سوال:

برچسب مرجع نقطه ایجاد منظور به مͬ�توانند ذراتش که است صلب جسم ͷی لزوما صلب مرجع چارچوپ ͷی

کرد مشخص توان که چیزی تنها منفرد ذره ͷی به نسبت است. زمین اجسامͬ چنین ترین معروف شوند. گذاری

کرد. مشخص را فاصله هم و جهت هم مͬ�توان صلب جسم ͷی به نسبت وجود، این با است. ذره آن از فاصله

ذرات از برخͬ ما اگر خصوصا است. شدن تعیین قابل F چارچوپ به نسبت برداری کمیت هر مقدار بنابراین

به نسبت مͺان بردار وسیله به را فضا از نقطه هر مͺان مͬ�توانیم ما کنیم، گذاری Oبرجسب مبدا عنوان به را جسم

کنیم. مشخص O مختصات مبدا و F چارچوپ

مراتب به مͬ�کنیم، معرفͬ را کارتزین مختصات دستͽاه ما که زمانͬ مرجع یͷچارچوپ به نسبت تشخیصبردارها

از مجموعه�ای وسیله به را F کنید تصور اجراست. قابل نامتناهͬ مختلف روش�های به عمل این مͬ�شود. تر ساده

از x, y, z مختصات سپس دهیم. بسط را هستند، ور غوطه آن در صلب طور به که متعامد دو دوبه صفحه�ی سه

{i, j, k} و باشد مختصات دستͽاه این Oمبدا دهید اجازه اکنون هستند. صفحه سه از P نقطه فاصله P نقطه�ی

با را Oxyz شده غوطه�ور مختصات دستͽاه همراه به F مرجع قراردادی طور به سپس باشند. آن یͺه بردارهای

که هستند باداری کمیت�های ذره ͷی شتاب و سرعت کلͬ، حلت در مͬ�دهیم. نمایش F{O; i, j, k} نمادگذاری

مͬ�شوند. تعریف زیر روابط با

v =
dr
dt

a =
dv
dt

(۶.۴)
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۴ فصل ذره ͷی کلͬ حرکت ٢.۴

r مͺان بردار دارای و مͬ�کند حرکت O مبدا و F مرجع چارچوپ به نسبت بعدی سه فضای در P ذره :٢.۴ شͺل

است. t زمان در

برداری کمیت�های به ساده�ای طور به الخط مستقیم حرکت برای قبل بخش در شده تعریف اسͺالر شتاب و سرعت

مستقیم حرکت مورد در برداری فرمولبندی از استفاده با که دارد وجود امͺان این هستند. مرتبط بالا در تعریفشده

نوشت. زیر شͺل به را a و v ،r ، x محور در خط

r = xi v = vi a = ai (٧.۴)

هستند. a = dv/dt و v = dx/dt که

صورت به t زمان در P ذره مͺان F{O; i, j, k}چارچوپ به نسبت تمرین:

r = (2t2 − 3)i+ (4t+ 4)j + (t3 + 3t2)k

؟ t = 2 در ذره شتاب t؟ = 1 در ذره سرعت است؟ t = 0 که زمانͬ OP فاصله مطلوبست: است. شده داده

a و v بردارهای تفسیر

از ثابتͬ نقطه از که باشد P ذره توسط شده طͬ کمان مسیر s کنید فرض دارد. ساده�ای تفسیر v سرعت بردار

داریم زنجیره�ای قاعده از استفاده با بنابراین مͬ�یابد. افزایش زمان با s و مͬ�شود گیری اندازه مسیراش

v =
dr
dt

=
dr
ds

× ds

dt
= vt (٨.۴)

v سرعت بردار جهت لحظه، هر در بنابراین است. P ذره تندی v = ds/dt و مسیر بر یͺه مماس بردار t بردار که

حدی تا این مͬ�رسد. نظر به سختر شتاب توصیف است. P ذره تندی |v| و ذره حرکت مسیر بر مماس امتداد در
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۴ فصل یͺنواخت دایره�ای حرکت ٣.۴

داریم کلͬ طور به حال هر به ایم. کرده عادت الخط مستقیم حرکت به بشتر ما که است دلیل این به

a =
dv
dt

=
d(vt)
dt

=
dv

dt
t+ v

dt
t
=

(dv
dt

)
t+ v

( dt
ds

× ds

dt

)
=

(dv
dt

)
t+

(v2
ρ

)
n (٩.۴)

dv/dt مولفه� ͷی درای شتاب نتیجه، در مسیراست. خمش شعاع ρ(= κ−1) و ذره مسیر بر نرمال یͺه بردار n که

استفاده قطبͬ مختصات از که زمانͬ رابطه این مفهموم است. مسیر بر عمود v2/ρ مولفه ͷی و مسیر بر مماس

مͬ�شود. واضح بیشتر کرد، خواهیم

یͺنواخت دایره�ای حرکت ٣.۴

ماشین�های در عملͬ کابردهای در دایروی حرکت است. دایره ͷی در حرکت مستقیم غیر حرکت از مثال ساده�ترین

در را ثابت سرعت با دایره�ای حرکت یعنͬ یͺنواخت دایره�ای حرکت از خاصͬ مورد اینجا در است. مهم چرخشͬ

مرکز به دایره�ای اطراف که ساعت عقربه�های خلاف جهت در و u ثابت سرعت با که را P ذره�ی مͬ�گیریم. نظر

t = 0 زمان در بͽیرید. نظر در را مͬ�کند حرکت است، شده داده نمایش ٣.۴ شͺل در آنچه همانند b شعاع و O

زمان در ذره مͺان بردار یافتن گام اولین چیست؟ t لحظه در ذره شتاب و سرعت است. B(b, 0) نقطه در ذره

نتیجه در باشد. ut بایستͬ t زمان در شده طͬ BP کمان کند، مͬ حرکت u ثابت سرعت با ذره چون است. t

زیر صورت به t زمان در ذره مͺان بردار بنابراین مͬ�گردد. تعیین θ = ut/b با ٣.۴ شͺل در مشخصشده θ زاویه

مͬ�شود. مشخص

r = b cos(θ)i+ b sin(θ)j = b cos(ut/b)i+ b sin(ut/b)j (١٠.۴)

مͬ�کند. حرکت b شعاع به دایره�ای حول uثابت سرعت با P ذره :٣.۴ شͺل
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۴ فصل قطبͬ مختصات در ذره حرکت ۴.۴

مͬ�آیند. دست به زیر روابط با t زمان در P ذره شتاب و سرعت بردارهای صورت این در

v =
dr
dt

= −u sin(ut/b)i+ u cos(ut/b)j (١١.۴)

a =
dv
dt

= −u2

b
cos(ut/b)− u2

b
sin(ut/b)j (١٢.۴)

مͬ�شود. محاسبه زیر صورت به سرعت بردار از ذره تندی باشید داشته توجه

|v| =
(
u2 cos2(ut/b) + u2 sin2(ut/b)

)1/2
= u (١٣.۴)

با نیز شتاب بزرگͬ

|a| =
((u2

b

)2
cos2(ut/b) +

(u2
b

)2
sin2(ut/b)

)1/2
=

u2

b
(١۴.۴)

خلاف a بردار جهت مͬ�دهد نشان نوشت، مͬ�توان a = −(u2/b2)r شتاب بردار چون همچنین مشخصمͬ�شود.

شد. خواهد زیر مهم نتیجه به منتج رابطه این بنابراین است. r بردار جهت

حرکت b شعاع و O مرکز با دایره�ای حول u ثابت سرعت با P ذره که �زمانͬ یͺنواخت: دایره�ای حرکت •
u2

b
ثابت بزرگͬ دارای و است ( O⃗P شعاع بردار جهت (خلاف P⃗O جهت در ذره آن شتاب بردار مͬ�کند،

است.

dv/dt = 0 که طوری به ρ = b و v = uانتخاب با خاص، مورد این در است. ٩.۴ کلͬ رابطه با سازگار نتیجه این

نمود. مشاهده را سازگاری این مͬ�توان a = (u2/b)n و

تمرین

مͬ�شود. مشخص زیر رابطه با مغناطیسͬ میدان ͷی در باردار ذره یه حرکت مسیر

r = b cosΩti+ b sinΩtj+ ctk (١۵.۴)

نیز را شتابش بزرگͬ همچنین مͬ�کند؟ حرکت ثابت تندی با ذره دهید نشان هستند. مثبت ثابت�های c و Ω ، b که

بیابید؟

قطبͬ مختصات در ذره حرکت ۴.۴

مناسب بسیار حرکتش تحلیل برای r, θ قطبͬ مختصات از استفاده مͬ�کند، حرکت صفحه ͷی در ذره ͷی وقتͬ

در فطبͬ مختصات از مͬ�توان پایینتری درجه در همچنین مͬ�رود. بشمار واضحͬ مثال دایره�ای حرکت است.
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۴ فصل قطبͬ مختصات در ذره حرکت ۴.۴

شͺل در کرد. شایانͬ ͷکم ͷانیͺم قوانین بیان در نیوتن به مسله این حتͬ برد. بهره سیارات مدارهای تحلیل

.P نقطه در r̂, θ̂ قطبͬ واحد بردارهای و P نقطه r, θ قطبͬ مختصات :۴.۴ شͺل

جهت�های است. شده داده نشان P نقطه در r̂, θ̂ قطبͬ واحد بردارهای نیز و P نقطه از r, θ قطبͬ مختصات ۴.۴

مͬ�کند، حرکت P ذره که زمانͬ مͬ�شوند. نامیده P نقطه در عرضͬ و شعاعͬ جهت�های ترتیب به θ̂ و r̂ بردارهای

ذره از θمختصات وابسته جهتشان اما هستند واحد ثابت بزرگͬ دارای ها آن نمͬ�مانند. ثابت قطبͬ واحد بردارهای

θ اسͺالر متغیر از برداری توابع θ̂ و r̂ دیͽر، عبارتͬ به هستند. r مختصات از مستقل وجود این با اما دارند، P

هستند.

شتاب و سرعت به مربوط فرمول�های که زمانͬ روابط این کرد. خواهیم محاسبه را dθ̂
dθ
و dr̂

dθ
مشتقات ادامه در

بردار برحسب را θ̂ و r̂ بردار�های ابتدا منظور این برای شد. خواهد لازم مͬ�آوریم، به�دست را قطبͬ مختصات در P

زیر رابطه با قطبͬ مختصات در مͺان بردار مͬ�دانید که طور همان مͬ�دهیم. بسط {i, j} دکارتͬ مختصات یͺه

مͬ�شود. داده

r = xi+ yj = r cos θi+ r sin θj (١۶.۴)

مͬ�شود. داده زیر رابطه با شعاعͬ یͺه بردار صورت این در

r̂ =
r
r
= cos θi+ sin θj (١٧.۴)

با نیز عرضͬ یͺه بردار همچنین

θ̂ =
dr/dθ
|dr/dθ|

= − sin θi+ cos θj (١٨.۴)

یͺه�های، بردار چنین مشتق این بر علاوه مͬ�شود. مشخص
dr̂

dθ
= θ̂

dθ̂

dθ
= −r̂ (١٩.۴)

مͺان بردار است. t زمان از توابعͬ که r, θ قطبͬ مختصات در متحرک ذره ͷی P ذره کنید فرض حال هستند.
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۴ فصل قطبͬ مختصات در ذره حرکت ۴.۴

شود. بیان زیر رابطه با مͬ�تواند که است r̂ جهت و OP = r بزرگͬ داری O مختصات مبدا به نسبت ذره این

r = rr̂ (٢٠.۴)

در بͽیریم. مشتق زمان به نسبت مͺان بردار از که است کافͬ قطبͬ، مختصات در ذره سرعت آوردن به�دست برای

داریم، صورت این

v =
dr
dt

=
d

dt
(rr̂) =

dr

dt
r̂ + r

(dr̂
dt

)
= ṙr̂ + r

(dr̂
dt

)
(٢١.۴)

یعنͬ θ̇ ، dr/dt معنای به ṙ مثلا کرد، خواهیم استفاده زمانͬ مشتقات برای نقطه نماد از بخش این سرتاسر در

از تابعͬ خود که است θ از تابعͬ r̂ اکنون هستند. d2θ/dt2 معنای به θ̈ و d2r/dt2 یعنͬ r̈ طور همین و dθ/dt

داریم، ١٩.۴ رابطه نیز و زنجیره�ای قاعده از استفاده با بنابراین است. t
dr̂

dt
=

dr̂

dθ
× dθ

dt
= θ̂ × θ̇ = θ̇θ̂ (٢٢.۴)

رسید. خواهیم سرعت بردار برای زیر رایطه به کنیم جایͽذاری ٢١.۴ معادله در را رابطه این اگر

v = ṙr̂ + (rθ̇)θ̂ (٢٣.۴)

شتاب برای زیر رابطه به سپس گرفت. مشتق زمان به نسبت ٢٣.۴ رابطه از بایستͬ شتاب، محاسبه برای همچنین

رسید. خواهیم قطبͬ مختصات در

a =
dv
dt

=
d

dt
(ṙr̂) +

d

dt
((rθ̇)θ̂)

= r̈r̂ + ṙ
dr̂

dt
+ (ṙθ̇ + rθ̈)θ̂ + (rθ̇)

dθ̂

dt

= θ̈r̂ + ṙ
(dr̂
dθ

× dθ

dt

)
+ (ṙθ̇ + rθ̈)θ̂ + (rθ̇)

(dθ̂
dθ

× dθ

dt

)
= r̈r̂ + (ṙθ̇)θ̂ + (ṙθ̇ + rθ̈)θ̂ − (rθ̇2)r̂

=
(
r̈ − rθ̇2

)
r̂ +

(
rθ̈ + 2ṙθ̇

)
θ̂ (٢۴.۴)

کرد. خلاصه زیر در مͬ�توان را بالا نتایج

θ و r قطبͬ مختصات با صفحه ͷی در حرکت حال در ذره�ای اگر شتاب: و سرعت برای قطبͬ فرمول�های •

مͬ�شود. داده زیر روابط با ذره این شتاب و سرعت بردارهای باشد، t زمان در

v = ṙr̂ + (rθ̇)θ̂ (٢۵.۴)

a =
(
r̈ − rθ̇2

)
r̂ +

(
rθ̈ + 2ṙθ̇

)
θ̂ (٢۶.۴)
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۴ فصل دایره�ای حرکت کلیترین ۵.۴

است. rθ̇ عرضͬ سرعت و ṙ سو بیرون شعاعͬ سرعت از برداری جمع P ذره سرعت که مͬ�دهد نشان ٢۵.۴ رابطه

گزاره این کنند. تغییر جداگانه θ و r اگر داشت خواهد P ذره که است سرعت�های از جمعͬ تنها v دیͽر عبارت به

را 2ṙθ̇θ̂عبارت هرگز و نیست جداگانه شتاب دو جمع شد خواهد مشاهده که آنچه زیرا نیست درست شتاب برای

است. مشͺل بسیار آن از شهودی تفسیر اما دارد، وجود حال هر به کوریولیس عبارت شد. نخواهد منجر

مثال

با t زمان در اش قطبͬ مختصات که طوری به است حرکت حال در مارپیچͬ مسیر روی حشره�ای �

r = beΩt θ = Ωt (٢٧.۴)

نشان و بیابید را t زمان در حشره این شتاب و سرعت بردارهای هستند. مثبتͬ ثابت�های Ω و b که مͬ�شود داده

است. π/4 همیشه بردارها این میان زاویه دهید

t زمان در حشره این سرعت حل:

v = ṙr̂ + (rθ̇)θ̂ =
(
ΩbeΩt

)
r̂ +

(
ΩbeΩt

)
θ̂ (٢٨.۴)

مͬ�شود. مشخص زیر رابطه با t زمان در حشره این شتاب و است.

a =
(
r̈ − rθ̇2

)
r̂ +

(
rθ̈ + 2ṙθ̇

)
θ̂ (٢٩.۴)

=
(
Ω2beΩt − Ω2beΩt

)
r̂ +

(
0+ 2Ω2beΩt

)
θ̂

= 2Ω2beΩtθ̂

صورت این در

|v| =
√
2ΩbeΩt |a| = 2Ω2beΩt (٣٠.۴)

نیز بردار دو میان زاویه و هستند

cosα =
v.a
|v||a|

=
1√
2

(٣١.۴)

است. π/4 بردار دو میان زاویه مͬ�دهد نشان که مͬ�شود داده
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۴ فصل دایره�ای حرکت کلیترین ۵.۴

سرعت و θ آن زاویه�ای جابجایͬ t زمان در مͬ�کند. حرکت b شعاع و O مرکز با دایره�ای روی P ذره :۵.۴ شͺل

است. bθ آن جنبͬ

دایره�ای حرکت کلیترین ۵.۴

در را یͺنواخت دایره�ای خاصحرکت حالت قبلا است. دایره�ای حرکت در قطبͬ مختصات کابرد مهمترین از ͬͺی

و O مرکز با دایره�ای حول ثابت) سرعت با لزوما (نه صورتͬ هر به P ذره مͬ�کنیم فرض اکنون اما گرفته�ایم، نظر

به را ṙ = r̈ = 0 مͬ�توان r = b شرط با بͽیریم، قطبͬ مختصات مرکز عنوان به را O اگر مͬ�کند. حرکت b شعاع

مͬ�یابد. کاهش زیر رابطه به سرعت برای ٢۵.۴ رابطه و آورد �دست

v = (bθ̇)θ̂ (٣٢.۴)

است ممͺن θ̇ چون P ذره تندی لزوما (نه bθ̇سرعت عرضͬ مولفه�ی است. شده دده نشان ۵.۴ شͺل در نتیجه این

ͷی حرکت که زمانͬ جنبͬ سرعت مͬ�شود. نامیده دایره�ای) مسیر بر مماس (سرعت جنب١ͬ سرعت باشد.) منفͬ

از ذره هر مورد این در دارد زیادی اهمیت مͬ�کنیم، مطالعه را ثابت محور ͷی حول چرخش حال در صلب جسم

محاسبه زیر رابطه با نیز P نقطه�ای ذره شتاب برای مربوطه فرمول مͬ�کند. حرکت دایره�ای مسیر روی صلب جسم

مͬ�گردد.

a = (0− bθ̇2)r̂ + (bθ̈ + 0)θ̂ = −(bθ̇2)r̂ + (bθ̈)θ̂ (٣٣.۴)

= −
(v2
b

)
r̂ + v̇θ̂

کرد. نویسͬ خلاصه مͬ�توان زیر صورت به را نتایج است. bθ̇ جنبͬ سرعت v که

بنابراین مͬ�کند. حرکت هستند، قطبͬ مختصات r, θ که r = b دایره� حول صورتͬ هر به P ذره فرضکنید •

١Circumferential velocity

٣۵



۴ فصل دایره�ای حرکت کلیترین ۵.۴

مͬ�شود. مشخص زیر رابطه�های با P شتاب و سرعت بردارهای

v = vθ̂ a = −
(v2
b

)
r̂ + v̇θ̂ (٣۴.۴)

است. P ذره جنبͬ سرعت v(= bθ̇) که

(به v2

b
مرکزگرا شتاب از برداری جمع P ذره شتاب دایره�ای حرکت کلیترین در که مͬ�دهد نشان ٣۴.۴ رابطه

در است. سازگار ٩.۴ کلͬ رابطه با رابطه این است. v̇ عرضͬ شتاب و عبارت) این جلوی منفͬ علامت علت

بردار مͬ�کند، حرکت عام کامل مسیر ͷی طول در P ذره وقتͬ که است این مͬ�کند بیان ٩.۴ رابطه که چیزی واقع

بود. حرکت حال در مسیرش از نقطه هر در خمش از دایره�ای مسیر روی ذره آن اگر که است مقداری همان شتابش

مثال

ذره. شتاب و سرعت بردارهای :۶.۴ شͺل

بردار و v ذره سرعت مشخص لحظه�ی ͷی در مͬ�کند. حرکت b شعاع و O مرکز به دایره�ای روی P ذره

بیابید. را لحظه این در شتاب بردار بزرگͬ .( ۶.۴ (شͺل مͬ�سازد PO با α زاویه شتابش

به�دست شعاعͬ یͺه بردار در شتاب بردار داخلͬ ضرب با که مͬ�گیرم نظر در را شعاعͬ جهت در شتاب مولفه�ی

مͬ�آید.

a.r̂ = a cos(π − α) = −a cosα (٣۵.۴)

داریم. ٣۴.۴ رابطه از دیͽر سوی از

a.r̂ =
(
−

(v2
b

)
r̂ + v̇θ̂

)
.r̂ = −v2

b
(٣۶.۴)
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۴ فصل ثابت محور حول صلب جسم ͷی دوران ۶.۴

آمد. خواهد دست به زیر رابطه با شتاب بزرگͬ رابطه دو مقایسه با حال

a =
v2

b cosα
(٣٧.۴)

تمرین

قطبͬ مختصات با مسیری روی زنبوری

r =
bt

τ 2
(2τ − t) θ =

t

τ
(0 ≤ t ≤ 2τ) (٣٨.۴)

تندی حداقل دهید نشان بیابید؟ را t لحظه در زنبور سرعت بردار هستند. مثبت ثابت�های τ و b که مͬ�کند حرکت

بیابید؟ را لحظه این در شتاب است؟ b
τ
زنبور توسط آمده دست به

تمرین

راستای با θ زاویه�ی طناب که زمانͬ و مͬ�کند حرکت b شعاع با عمودی دایره�ای روی مشخصͬ، پاندولم شاقول

مͬ�شود. مشخص زیر رابطه با شاقول این جنبͬ سرعت مͬ�سازد، قایم

v2 = 2gb cos θ (٣٩.۴)

آورید؟ به�دست را مͬ�سازد، θ زاویه قایم راستای با طناب که زمانͬ شاقول این شتاب است. مثبت ثابت ͷی g که

ثابت محور حول صلب جسم ͷی دوران ۶.۴

تقریبا و سخت بسیار شͺلشان تغییر ضخیم استیل میله یا آجر نظیر مͬ�بینیم روزمره زندگͬ در ما که اجسام از برخͬ

سفتͬ و سخت کاملا چارچوب ͷی که ذرات از مجموعه�ای صلب، جسم را اجسامͬ چنین ما است. ممͺن غیر

کند. حفظ را چارچوب این بایستͬ صلب جسم این از حرکتͬ هرگونه . مͬ�کنیم مدل�سازی مͬ�دهند، تشͺیل را

شده باز درب ͷی پنͺه، چرخش مانند است، ثابت محور ͷی صلبچرخشحول یͷجسم حرکت از نوع مهمترین

ثابت محور حول چرخش به محدود B صلب جسم کنید فرض ٧.۴ شͺل در که طور همان غیره. و لولایش حول

شده�اند. داشته نͽه ثابت خود جای در ͬͽهم دارند قرار Oz راستای در B ذرات که معناست بدان (این باشد Oz

جابجایͬ دارای B جسم t زمان در .( است. صلب جسم با سازگار B جسم حرکت تنها Oz حول چرخش بنابراین

جابجایͬ کنید.) مشاهده را ٧.۴ شͺل راست سمت (شͺل است مرجع مͺان به نسبت شده اندازه�گیری θ زاویه�ای

مستقیم، حرکت مورد با تشابه با است. الخط مستقیم حرکت در x دکارتͬ جابجایͬ از چرخشͬ همتای θ زاویه�ای

هستند. بیان قابل زیر تعاریف
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۴ فصل ثابت محور حول صلب جسم ͷی دوران ۶.۴

زاویه�ای تندی ω مطلق قدر و مͬ�شود تعریف ω = dθ/dt با B جسم ω زاویه�ای سرعت زاویه�ای: سرعت •

اندازه�گیری قابل (rad/s) ثانیه بر رادیان واحد با زاویه�ای) تندی (و زاویه�ای سرعت مͬ�شود. نامیده B

است.

P ذره�ی هر مͬ�شود. جابه�جا θ اندازه به t زمان در و مͬ�چرخد Oz ثابت محور حول B صلب جسم :٧.۴ شͺل

است. P ذره از مرجع مͺان P0 نقطه و مͬ�کنند حرکت دایره�ای مسیر روی سیستم این از

مثال

SI واحد در آن زاویه�ای تندی مͬ�چرخد. دقیقه بر دور ۶٠٠٠ بنزینͬ موتورسیͺلت ͷی ͹میلن :͹میلن چرخش

است. ثانیه بر رادیان 200π معادل و ثانیه بر دور ١٠٠ معادل دقیقه در دور ۶٠٠٠ است؟ چقدر

چرخان حال در صلب جسم ͷی در ذره سرعت�های

عمودی فاصله که ρ شعاع با شͺل دایره�ای مسیر روی B جسم از P ذره هر ثابت، یͷمحور حول دورانͬ حرکت در

مشخص ρθ̇ با که ذره v سرعتجنبͬ برای ٣۴.۴ رابطه طبق بنابراین مͬ�کند. حرکت چرخشاست، محور از P ذره

داریم مͬ�شود،

v = ωρ (۴٠.۴)

تمرین

همچنین بیابید؟ را چرخشاست محور از 5cm آن عمدی فاصله میلن͹که از ذره�ای میلن͹سرعت برای بالا مثل در

کنید؟ محاسبه نیز را شتابش بزرگͬ
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۴ فصل صفحه�ای حرکت در صلب جسم ٧.۴

صفحه�ای حرکت در صلب جسم ٧.۴

مͬ�گیریم. نظر در را مͬ�شود نامیده صفحه�ای حرکت معمولا که صلب جسم ͷی حرکت کلیتر شͺل اکنون

صفحه ͷی در B جسم از ذره هر اگر مͬ�شود گفته صفحه�ای حرکت در B صلب جسم صفحه�ای: حرکت •

برای است. متداول کاملا صفحه�ای حرکت باشند. موازی یͺدیͽر با صفحات این تمام و کند حرکت ثابت

استوانه ͷغلتشی دیͽر مثال است. حرکتصفحه�ای در مͬ�لغزد میز روی که صلبمسطحͬ جسم هر مثال،

است. زبر تخت میز ͷی روی

مرجع ذره است. vR دورانͬ سهم و vC انتقالͬ سعم جمع B صلب جسم به به متعلق P ذره سرعت :٨.۴ شͺل

باشد. جسم از ذره�ای هر مͬ�تواند C

فصل در مͬ�توانید را روش این اثبات است. کردن محاسبه قابل زیر روش با صفحه�ای حرکت در ذره سرعت�های

بنابراین مͬ�کنیم. انتخاب مرجع ذره عنوان به را صلب جسم از C نظیر ذره برخͬ ابتدا کنید. مشاهده کتاب از ١۶

از برداری جمع جسم از P عام ذره ͷی سرعت

نیز و نمͬ�چرخد.) جسم اینͺه (مثل C ذره سرعت با مساوی که انتقالͬ سهم الف: •

Cمͬ�گذشت، از ثابتکه محور حول ω زاویه�ای سرعت با جسم و بود Cثابت اینͺه (مانند دورانͬ سهم ب: •

مͬ�کرد.) دوران

گوشه در مرجع ذره و است منتظم چندضلعͬ ͷی جسم که است شده داده نمایش ٨.۴ شͺل در نتیجه این مͬ�شود.

که vR دورانͬ سهم و C سرعت vC انتقالͬ سهم که v = vC + vR با P از v سرعت دارد. قرار صفحه این

انتخاب جسم از ذره�ای هر مͬ�تواند مرجع ذره اگرچه مͬ�شود. مشخص است، C حول ω زاویه�ای سرعت بخاطر

مͬ�گیرند. جسم تقارن مرکز یا جسم جسم مرکز را آن معمولا ولͬ شود

٣٩



۴ فصل صفحه�ای حرکت در صلب جسم ٧.۴

مثال

است شده گرفته چرخ Cمرکز مرجع ذره غلتد. مͬ افقͬ میز روی راست به سمتچپ از دایره�ای چرخ :٩.۴ شͺل

است. شͺل در شده داده نشان سرعت دو جمع P نوعͬ ذره ͷی سرعت و

این ذرات سرعت�های مͬ�غلتد. ثابتͬ افقͬ میز روی uسرعت با که b شعاع با شͺل دایره�ای چرخ غلتان: چرخ

مͬ�شوند. پیدا بالا روش با آن ذره سرعت�های بنابراین است صفحه�ای حرکت از نمونه�ای مثال این بیابید؟ را جسم

چرخ این مرکز در C مرجع ذره باشد. شده، داده نشان ٩.۴ شͺل در آنچه مانند زمانͬ در چرخ مͺان دهید اجازه

ذره ͷی از vP سرعت است. ω زاویه�ای سرعت دارای جسم C حول است شده فرض و است شده گرفته نظر در

داریم {i, j} یͺه بردارهای برحسب است. شͺل در مشخصشده سرعت دو جمع P نوعͬ

vP = ui+ ωρ(cos θi− sin θj)

= (u+ ωρ cos θ)i− (ωρ sin θ)j (۴١.۴)

مͬ�شود. داده زیر رابطه با Qتماس نقطه در vQ سرعت ، θ = π و ρ = b لحاظ با خصوصا

vQ = (u− ωb)i (۴٢.۴)

مستقل یͺدیͽر از ω و u و ندارد وجود vQ روی قیدی هیچ بلغزد میز طول در که شود داده اجازه چرخ به اگر

که نیازمندیم باشیم داشته غلتش اگر اما هستند.

vQ = 0 (۴٣.۴)

رابطه در غلتش شرط اعمال با ندارد. سرعتͬ گونه هیچ غلتشͬ حرکت در تماسͬ نقطه که معناست بدان این باشد.

باشد. وابسته زیر رابطه با uسرعت به بایستͬ ω که مͬ�یابیم vQ برای ۴٢.۴

ω =
u

b
(۴۴.۴)

۴٠



۴ فصل صفحه�ای حرکت در صلب جسم ٧.۴

با P ذره سرعت ۴١.۴ رابطه در ω مقدار دادن قرار با

vP = u
(
1+ ρ

b
cos θ

)
i− u

(ρ
b
sin θ

)
j (۴۵.۴)

مͬ�یابد. کاهش زیر صورت به بالا رابطه ( ρ = b ) مͬ�گیرد قرار چرخ محیط روی P که زمانͬ مͬ�گردد. تعیین

vP = u(1+ cos θ)i− u sin θj (۴۶.۴)

P تندی مورد این در

vP = 2u cos(θ/2) (−π ≤ θ ≤ π) (۴٧.۴)

که همانطور است صفر تندی دارای تماسͬ ذره که حالͬ در 2u یعنͬ تندی بیشترین چرخ، از ذره بالاترین بنابراین

دادیم. نشان قبلا

تمرین

ͬͺانیͺم پیستون و چرخ :١٠.۴ شͺل

O ثابت محور حول ω ثابت زوایه�ای سرعت با چرخش حال در b شعاع به دوار چرخ ͷی ١٠.۴ شͺل مطابق

لغزد. مͬ مستقیم خط در تنها که مͬ�دهد تͺان را پیستون ͷی چرخ این است. دارد، قرار C مرکز از e فاصله با که

مشتقات از و نموده محاسبه حرکت این برای را x جابجایͬ راهنمایͬ: بیابید. را پیستون این بیشینه شتاب و تندی

ببرید. بهره θ = ωt رابطه از همچنین آورید به�دست را شتاب و سرعت آن

۴١
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مثال

ͬͺانیͺم پیستون و ͹میلن :١١.۴ شͺل

ͷی در پیستون مͬ�آورد. در حرکت به را مͬ�چرخد O پاشینه روی که OP ͹میلن پیستونͬ ١١.۴ شͺل مطابق

و b, c طول برحسب را OQ فاصله بچرخد. ω زاویه�ای سرعت با ͹میلن مͬ�شود باعث و مͬ�لغزد مستقیم استوانه

مͬ�شود. مشخص زیر رابطه با تقریبͬ طور به OQ ،ͷکوچ b/c برای دهید نشان بیابید؟ θ زاویه

OQ = c+ b cos θ − b2

2c
sin2 θ +O

((b
c

)4)
(۴٨.۴)

بیابید؟ را پیستون این بیشینه شتاب تقریب این از استفاده با

با OQ فاصله

OQ = b cos θ + c cosϕ (۴٩.۴)

OPQمثلث در سیسنوس قاعده از استفاده با است. OQ̂P زاویه ϕ که مͬ�شود مشخص
sinϕ

b
=

sin θ

c
(۵٠.۴)

و sinϕ = (b/c) sin θ بنابراین

cosϕ =
(
1− b2

c2
sin2 θ

) 1
2 (۵١.۴)

صورت این در هستند.

OQ = b cos θ + c
(
1− b2

c2
sin2 θ

) 1
2

= b cos θ + c
(
1− b2

2c2
+O

((b
c

)4))
(۵٢.۴)

= c+ b cos θ − b2

2c
sin2 θ +O

((b
c

)4)

۴٢
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با t زمان در OQ جابجایͬ تقریب، این در

x = c+ b cosωt− b2

2c
sin2 ωt (۵٣.۴)

کنید؟ حل را مسله ادامه تمرین:

مثال

ͬͺانیͺم دنده چرخ چیدمان :١٢.۴ شͺل

با ترتیب به b2 شعاع با G2 دنده و b1 شعاع با G1 دنده که مͬ�کنید مشاهده ١٢.۴ شͺل در را دنده چیدمان

O حول C مرکز با G صفحه�ای دنده چرخ دو این بین در ثابتOمͬ�چرخند. محور حول ω2 و ω1 زاویه�ای سرعت

پاشینه روی که بازو ͷی با C و O اگر بیابید؟ را G دنده چرخ زاویه�ای سرعت و C جنبͬ سرعت مͬ�کند. حرکت

گفت؟ مͬ�توان بازو زاویه�ای اندازه مورد در چیزی چه بودند، متصل هم به مͬ�چرخید O

b = با برابر دنده چرخ این شعاع طرفͬ از بͽیریم. آن زاویه�ای سرعت را ω و C مرکز سرعت را v دهید اجازه

داریم G1 دنده چرخ و G دنده چرخ از تماسͬ نقطه در غلتش شرط به توجه با بنابراین است. 12(b2 − b1)

ω1b1 = 0 = v − ωb = v − 1
2
ω(b2 − b1) (۵۴.۴)

مͬ�شود. منجر زیر رابطه به G2 دنده چرخ و G تماسͬ نقطه برای غلتش شرط دیͽر سوی از

ω2b2 = 0 = v + ωb = v +
1
2
ω(b2 − b1) (۵۵.۴)
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۴ فصل نسبͬ حرکت در مرجع چارچوب�های ٨.۴

سرعت برای بنابراین

v =
1
2
(ω1b1 + ω2b2) (۵۶.۴)

زوایه�ای حرکت اندازه برای و

ω =
(ω1b1 − ω2b2)

b1 − b2
(۵٧.۴)

طول دارای که کنیم متصل مͬ�چرخد O پایشینه روی که �ای میله توسط C و O اگر حال داشت. خواهیم

L = b1 + b =
1
2
(b1 + b2) (۵٨.۴)

مͬ�شود. مشخص زیر رابطه با بازو Ω زاویه�ای حرکت اندازه صورت این در است.

Ω =
v

L
=

(ω1b1 + ω2b2)

b1 + b2
(۵٩.۴)

نسبͬ حرکت در مرجع چارچوب�های ٨.۴

گرفته بͺار فضا در نقاط نمودن مشخص برای که است صلب مختصاتͬ سیستم ͷی مرجع چارچوب ساده طور به

آشناترین مͬ�گیرند. نظر صلبدر جسم به چسبیده یا غوطه�ور چارچوبͬ عنوان به را چارچوبمرجع عمل در مͬ�شود.

فضای ایستͽاه ͷی یا متحرک یͷماشین مͬ�توان آن بجای اما باشد زمین صلبهمان جسم این که است زمانͬ مورد

مرجع چارچوب�های این از ͷی هر توسط مͬ�تواند فضاپیما حرکت مثلا حادثه�ای هر باشد.خصوصا نیز مدار در

مͬ�خواهیم که است چیزی تفاوت این شد. خواهد رویت مشاهده�گری هر برای متفاوت حرکت و شود مشاهده

دهیم. توضیح

مͬ�شود. مشاهده F ′ و F چارچوب دو از P ذره :١٣.۴ شͺل

همانͽونه شود مشاهده F ′{O′, i, j, k} و F{O, i, j, k} چارچوب�های منظر از P ذره حرکت دهید اجازه

نمͬ�چرخد. F چارچوب به نسبت F ′ چارچوب مͬ�کنیم فرض اینجا در است. شده داده نشان ١٣.۴ شͺل در که

۴۴



۴ فصل نسبͬ حرکت در مرجع چارچوب�های ٨.۴

یͺه بردار پایه�های مجموعه دارای F ′ و F چارچوب دو کنیم فرض مͬ�توانیم مسله، عمومیت رفتن دست از بدون

اتومبیلͬ به چسبیده F ′ نیز و زمین به چسبیده F و فضاپیما ͷی مͬ�تواند P مثال برای هستند. یͺسان {i, j, k}

رابطه با که باشند F ′ و F به نسبت P مͺان بردارهای r′ و r بنابراین باشد. مستقیم جاده امتداد در حرکت حال در

مͬ�شوند. مرتبط یͺدیͽر به زیر

r = r′ +D (۶٠.۴)

کمͬ نیازمند که مرحله�ای مͬ�گیریم مشتق t به نسبت رابطه این از اکنون است. F به نسبت O′ مͺان بردار D که

بنابراین بͽیریم. نظر در را F چارچوب از ۶٠.۴ معادله در بردارها تغییرات ͹آهن دهید اجازه است. دقت

v =
(dr′
dt

)
F
+V (۶١.۴)

دو وقتͬ اکنون است. F به نسبت F ′ چارچوب سرعت V و F چارچوب از شده مشاهده P سرعت v که است

بردار آن برای شده مشاهده تغییرات ͹آهن مͬ�شوند، گرفته بͺار یͺسان بردار ͷی مشاهده برای متفاوت چارچوب

نیست. درست زیر رابطه کلͬ حالت در ویژه به شد. خواهد متفاوت کلͬ طور ′dr)به
dt

)
F
=

(dr′
dt

)
F ′

(۶٢.۴)

F چارچوب به نسبت F ′ چارچوب دو اگر تغییر ͹آهن دو این که دید خواهید کتاب ١٧ فصل در هرحال به

داریم ما، مورد برای بنابراین هستند. برابر یͺدیͽر با ′dr)نچرخد،
dt

)
F
=

(dr′
dt

)
F ′

= v′ (۶٣.۴)

نوشته زیر رابطه با ۶١.۴ معادله صورت این در است. F ′ چارچوب در ناظر منظر از شده مشاهده P سرعت v′ که

شد. خواهد

v = v′ +V (۶۴.۴)

میان نسبͬ سرعت Fو ′ چارچوب در ناظر منظر از P سرعت Fجمع چارچوب در شده مشاهده P ذره سرعت لذا

باشد، چرخش بدون F به نسبت F ′ که موردی در تنها نتیجه این باشید داشته توجه است. F ′ و F چارچوب�های

که معناست دان به این فضاپیما، مثال در است. نسبͬ سرعت�های برای شده شناخته رابطه�ای این مͬ�رود. بͺار

نسبت اتومبیل سرعت و انومبیل به نسبت فضاپیما سرعت برداری جمع زمین) به (نسبت فضاپیما حقیقͬ سرعت

به�دست ها شتاب برای مشابه�ای رابطه بͽیریم، مشتق t به نسبت ۶۴.۴ رابطه از دیͽر بار اگر حال است. جاده به

یعنͬ مͬ�آید،

a = a′ + A (۶۵.۴)

به نسبت F ′ چارچوب شتاب A و هستند F ′ و F چارچوب�های به نسبت P ذره شتاب ترتیب به a′ و a که

۴۵



۴ فصل نسبͬ حرکت در مرجع چارچوب�های ٨.۴

برقرار باشد F به نسبت چرخش بدون F ′ که زمانͬ تنها نتیجه این مͬ�کنیم اشاره دیͽر بار است. F چارچوب

است.

متقابل شتاب بدون چارچوب�های

به نسبت چرخش) بدون (و ثابت سرعت Fبا ′ چارچوب که مͬ�افتد اتفاق زمانͬ ۶۵.۴ معادله از خاصͬ بسیار مورد

مͬ�نامیم. متقابل شتاب بدون چارچوب�های را F و F ′ چارچوب دو صورت این در مͬ�کند. حرکت F چارچوب

مͬ�یابد. کاهش زیر رابطه به ۶۵.۴ رابطه و A = 0 مورد این در

a = a′ (۶۶.۴)

مͬ�شوند، گرفته بͺار P ذره حرکت مشاهده برای متقابل شتاب بدون چارچوب�های وقتͬ که است معنͬ این به این

در لخت چارچوب�های از ما بحث اساس نتیجه این است. یͺسان چارچوب دو هر در P از شده مشاهده شتاب

است. بعد فصل

مثال

ͷی این کل قایق ͷی دارد. یͺنواخت جریانͬ و است پنهاور مایل ͷی حدود مͬ�سͬ�سͬ�پͬ رودخانه نسبͬ: سرعت

دقیقه ٣ تنها که درحالͬ مͬ�پیماید مͬ�کند، حرکت رودخانه آب جریان خلاف در که زمانͬ دقیقه ١٢ حدود را مایل

به و کند عبور مͬ�سͬ�سͬ�پͬ از مͬ�تواند قایق که زمانͬ کمترین گیرد. قرار آب جریان جهت در اگر است کافͬ

F ′ مرجع چارچوب از را قایق حرکت باید مسله این حل برای بیابید؟ را برسد ساحل دیͽر طرف در نقطه نزدیͺترین

حرکت حال در رودخانه نسبت uB سرعت با قایق و دارد جریان راست به چپ از uR سرعت با آب :١۴.۴ شͺل

است. شده داده نشان سرعت دو برداری جمع ساحل به نسبت قایق سرعت مورد این در است.

سرعت با قایق و است ساکن آب مرجع چارچوب این در کرد. مشاهده را مͬ�کند، حرکت رودخانه جریان همراه که

قایق حرکت از درستͬ تصویر (۶۴.۴ ) نسبͬ سرعت رابطه صورت این در مͬ�کند. حرکت جهات تمام در یͺسان
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و راکد آب در قایق تندی را uB دهید اجازه مͬ�دهد. دارد، قرار F مرجع چارچوب در که رودخانه ساحل به نسبت

بودن آب جریان موافق یا خلاف در بͽیریم. نظر در ساعت بر مایل کمیت دو هر واحد و رودخانه آب تندی را uR

۶۴.۴ رابطه مͬ�کند، حرکت آب جریان جهت در قایق که زمانͬ است. uR و uB مقادیر گفتن برای معقول راهͬ

بر مایل ٢٠ (یا دقیقه بر مایل 1/3 با تندی این اما است. uB + uR ساحل به نسبت قایق تندی که مͬ�دهد نشان

لذا مͬ�شود. بیان ساعت)

uB + uR = 20 (۶٧.۴)

بر مایل ۵ (یا دقیقه بر مایل 1/12 آن مقدار و است uB − uR نسبͬ سرعت آب جریان خلاف در مشابه طور به

داریم صورت این در است. ساعت)

uB − uR = 5 (۶٨.۴)

معادلات، این حل با

uB = 12٫ 5m/h uR = 7٫ 5m/h (۶٩.۴)

مقابل، ساحل در نقطه نزدیͺترین به مستقیم مسیر ͷی با عبور برای کند. عبور رودخانه از بایستͬ قایق اکنون

گیرد قرار خواسته�شده مسیر در تا کند دهͬ جهت α زوایه اندازه به باید رودخانه) آب جریان به (نسبت قایق سرعت

جریان مسیر بر عمود تنها قایق برآیند سرعت که طوری به است.) شده داده نشان ١۴.۴ شͺل در که (همانͽونه

کند. ارضا را زیر رابطه بایستͬ α زاویه منظور این برای گیرد. قرار

uB sinα = uR (٧٠.۴)

است رودخانه از عبور حال در که زمانͬ قایق برایند سرعت بنابراین است. sinα = 3/5 مͬ�دهد نشان که

شده سپری زمان است مایل ͷی رودخانه پهنای چون بود. خواهد uB cosα = 12٫ 5 × (4/5) = 10m/h

است. 1/10h = 6min رودخانه از عبور برای

تمرین

اگر مͬ�کند. پرواز دارد، قرار A شمال سمت در 600km فاصله به که B فرودگاه سمت به A نقطه از هواپیما ͷی

به نسبت هواپیما این جهت کند، وزیدن به شروع شرق به شمال سمت از 90km/h سرعت با پایداری باد جریان

است. 200km/h راکد باد در هواپیما سرعت برسد. B نقطه به تا باشد بایستͬ چقدر شمال جهت

ͷکلاسی ͷانیͺم ١درسنامه
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۵ فصل

گرانش قانون و نیوتن حرکت قوانین

کره�ها از ناشͬ گرانش و هم�ارزی شرط گرانش، قانون نیرو، و جرم تعریف حرکت، از نیوتن قوانین فصل این در

قبلا که همانطور مͬ�شود. مربوط گرانش و ͷدینامی مبانͬ به فصل این واقع در داد. خواهیم قرار مطالعه مورد را

که سوال این پاسخ دنبال به ͷدینامی که حالͬ در است، مربوط حرکت هندسه به خاص طور به ͷسینماتی گفتیم

را ارتباط این اجازه به که قوانینͬ مͬ�افتد. اتفاق مͬ�کنند، عمل جسم ͷی خاصروی نیروهای که زمانͬ حرکتͬ چه

بر و مͬ�گردند نمایان تجربͬ شواهد براساس که هستند ͷفیزی از قوانینͬ اینها هستند. نیوتن حرکت قوانین مͬ�کند،

در آوری حیرت طرز به ͷانیͺم از نیوتن فرمولبندی حقیقت در مͬ�شوند. رد یا تصدیق پیشبینͬ�هایشان درستͬ طبق

قضیه این است. مانده باقͬ نخورده دست قرن سه از بیش اساسا و است بوده موفق کاربردش وسعت و صحتش

مͬ�کند، مشخص را یͺدیͽر به �ها جرم تمام توسط شده اعمال نیروهای که نیوتن گرانش جهانͬ قانون برای حتͬ

درستͬ توضیح ͷی و مͬ�دهد اریه را ͷکلاسی ͷانیͺم کامل ساختار تقریبا قوانین این مجموع، در است. برقرار

مͬ�سازد. فراهم کهͺشانها، تمام تا گرفته بزرگ مولͺول�های از حرکت�ها از وسیعͬ رنج برای

نیوتن حرکت قوانین ١.۵

سال در و لاتین زبان به را شده گردآوری Principiaکتب مجموعه در که حرکت معروف قانون سه نیوتن اسحاق

باقͬ تغییر بدون حال تا اساسا و شده�اند تنظیم ͷانیͺم پایه�ای اصول بر قوانین این رسانید. چاپ به میلادی ١۶٨٧

عمدتا بودند مشͺل بسیار فهمیدن برای نیوتن اصلͬ لغات شد، ترجمه انͽلیسͬ زبان به که زمانͬ حتͬ است. مانده

برای کاربرد برای قوانین این اکنون همچنین هستند. قدیمͬ و کهن هنوز هفدهم قرن اصطلاحات که دلیل این به

است ایده�ال یͷجسم ذره ͷی مͬ�شوند. فرمولبندی است، نشده استفاده نیوتن توسط هیچͽاه که مفمهومͬ ذرات،
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۵ فصل نیوتن حرکت قوانین ١.۵

وجود به طبیعت در هرگز ذراتͬ چنین ندارد. داخلͬ ساختار گونه هیچ و مͬ�کند اشغال را فضا از نقطه ͷی تنها که

اصطلاحات در گرفت. نظر در شده�اند ساخته ذرات از که همانͽونه را واقعͬ اجسام تا است مناسب اما نیامده�اند،

مͬ�شوند. بیان زیر صورت به نیوتن قوانین جدید،

نیوتن حرکت قوانین

مͬ�کند حرکت ثابت سرعت با ذره مͬ�روند، بین از ذره ͷی روی بیرونͬ تاثیرات تمام که زمانͬ اول: قانون •

( مͬ�ماند. باقͬ ساکن ذره صورت این در باشد صفر است ممͺن سرعت (این

فرمول با که a آنͬ شتاب با ذره مͬ�شود، mاعمال جرم به ذره�ای به F نیروی که زمانͬ دوم: قانون •

F = ma (١.۵)

با معمولا که مͬ�شود مشخص شتاب و جرم واحدهای توسط نیرو واحد مͬ�کند. حرکت مͬ�شود، تعیین

مͬ�شود. گیری اندازه نیوتن واحد

ثانیا و یͺسان بزرگͬ در یͺدیͽر با اولا نیروها این مͬ�کنند، وارد نیرو یͺدیͽر به ذره دو که زمانͬ سوم: قانون •

اعمال ذره دو بین واصل مستقیم خط با موازی ثالثا و هستند همدیͽر) جهت (خلاف جهت در متفاوت

مͬ�گردنند.

نیوتن حرکت قوانین تفسیر

جمله: از هست آنها در پاسخͬ بͬ مهم سوالات اما هستند واضح کافͬ اندازه به خودشان نیوتن قوانین

هستند؟ درست قوانین این مرجعͬ چارچوب چه در الف: •

چیست؟ نیرو و جرم تعاریف ب: •

فعلا که است این داد خواهیم انجام اینجا در که چیزی مͬ�شوند. داده پاسخ سوالات این رو پیش بخش�های در

مͬ�نامیم ذهنͬ آزمایشات را اینها مͬ�گردیم. باز ذرات برای ساده آزمایشات به و مͬ�گذاریم کنار را نیوتن قوانین

چینین برای فرضͬ نتایج باشند. پیاده�سازی قابل است بعید عمل در ولͬ مͬ�رسند نظر به منطقͬ کاملا گرچه زیرا

پایه را نیرو و جرم از خودمان تعاریف آن براساس ما که است ͷانیͺم بر حاکم اولیه قوانین عنوان به آزمایشاتͬ

کردیم. بیان بالا در که است نیوتنͬ قوانین با معادل شده داده نشان تعاریف و قوانین این سرانجام مͬ�کنیم. �گذاری

است. نیوتن قوانین از تفسیری فرایند این که گفت مͬ�توان
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۵ فصل اینرسͬ قانون و لخت چارچوب�های ٢.۵

اینرسͬ قانون و لخت چارچوب�های ٢.۵

ثابت سرعت با بیرونͬ نیروی هرگونه از تاثیر بدون ذره�ای وقتͬ که مͬ�کند بیان اول قانون شد اشاره که همانطور

ذره ارسطو، نظر خلاف بر بنابراین مͬ�کند. ثابتحرکت تندی با و مستقیم مسیر ͷی در که این یعنͬ مͬ�کند، حرکت

توسط نیوتن، اول قانون درستͬ زمین گرانش اثر چون نیست. بیرونͬ قدرت هیچ نیازمند خود حرکت حفظ برای

بینش کرد، تایید را آن نمͬ�توان احتمالا که قانونͬ پیشنهاد در نیوتن مͬ�کند، رد را زمین، روی بر شده انجام آزمایش

معناست این به که شوند حذف بایستͬ بیرونͬ اثرات تمام اول، قانون تایید منظور به داد. نشان خود از را چشمͽیری

کهͺشان�ها میان خالͬ فضای مانند مادی جسم گونه هر از دست دور مͺانͬ در را خود ذهنͬ آزمایش باید ما که

آنها مختلف طرق به مͬ�توانیم که شده مجهز آزمونͬ ذرات به که دارد وجود مͺانͬ بنابراین ذهنمان در دهیم. انجام

حرکت ثابت سرعت با باید ذارت این از ͷی هر اول، قانون با مطابق کنیم. مشاهده را آنها حرکت و کنیم رها را

کنند.

لخت چارچوب�های

گرفته�ایم. نادیده را شود، استفاده آزمون ذرات حرکت مشاهده برای باید که مرجعͬ چارچوب مورد در سوال تاکنون

ثابت که مرجعͬ چارچوب که است این پاسخمان احتمالا مͬ�شویم، رو روبه سوال این با بار اولین برای که زمانͬ

از قسمتͬ شمسͬ منظومه کل است. خورشید حول مداری حرکت در و مͬ�چرخد زمین چه؟ به ثابت اما است.

دارد.). قرار کهͺشان مرکز در جرم پر (سیاهچاله است چرخش حال در مرکزاش حول که است شیری راه کهͺشان

به نسبت جهان در چیزی هر حقیقت در بنابراین هستند. حرکت حال در یͺدیͽر به نسبت خودشان کهͺشان�ها

گرفت نتیجه مͬ�توان لذا کرد. توصیف در ثابت نͬ�توان را چیزی هیچ تقریبا و است حرکت حال در دیͽر شͬ

در تنها نباشد، برقرار اصلا اول قانون مͽر نیست گونه این اما است، خوب سایرین اندازه به مرجعͬ چارچوبͬ هر

برقرار F چارچوب در اول قانون کنید فرض نمونه برای است. برقرار اول قانون خاص چارچوب�های از برخͬ

است، شتاب بدون متقابل طور به F چارچوب به نسبت که F ′ یعنͬ دیͽری چارچوب در قانون این بنابراین باشد.

این در بنابراین باشند، داشته F در ثابت سرعت�های آزمون ذرات اگر که است دلیل این به این است. برقرار نیز

بایستͬ آزمون ذرات هستند، شتاب بدون متقابلا چارچوب�های F ′ و F چون اما است. صفر شتابشان چارچوب

همچنین کنند. حرکت F ′ چارچوب در ثابت سرعت با بایستͬ نتیجه در و باشد صفر شتابشان F ′ چارچوب در

نیست. برقرار (شتابدار) چارچوب�ها دیͽر در اول قانون

مͬ�گویند. لخت چارچوب ͷی را باشد برقرار اول قانون آن در که مرجعͬ چارچوب هر لخت: چارچوب •
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۵ فصل نیرو و جرم متقابل، برخورد قانون ٣.۵

ثابت سرعت با که دارند وجود چارچوب بینهایت آنͽاه باشد، داشت وجود لخت چارچوب ͷی اگر نتیجه، در

است ͬͺفیزی محتوای فاقد اول قانون ظاهرا است. برقرار اول قانون ͬͽهم در هستند حرکت حل در دیͽر به نسبت

زیرا نیست اینطور حال، این به است. صادق است، درست قانون این که چارچوب�هایͬ در قانون این مͬ�گوییم زیرا

چرا اینͺه مͬ�شوند. مطرح اول قانون برای حقیقͬ ͬͺفیزی واقعیت ایجاد منظور به لخت چارچوب�های حقیقت در

باشد، داشته وجود مͬ�گیرند، خود به ساده شͺل ͬͺفیزی قوانین آن در که مرجع چارچوب�ها از ویژه دسته این باید

قانون ͷی که زیر جمله با را بحثمان نیستیم. پاسخͽویͬ به مجبور اینجا در که است جالب و ژرف بسیار سوال ͷی

مͬ�کنیم. خلاصه است ͬͺفیزی

شتاب بدون متقابلا مرجع چارچوب�های از فرد به منحصر دسته ͷی طبیعت در (لختͬ): اینرسͬ قانون •

است. صادق اول قانون آن در که دارد وجود

نیرو و جرم متقابل، برخورد قانون ٣.۵

کنار را شود استفاده بایستͬ دوم قانون در ذره حرکت مشاهده برای مرجعͬ چارچوب چه که سوال این ابتدا در

فرض همیشه ما و شود استفاده مͬ�تواند مرجعͬ لخت چارچوب هر که است این سوال این جواب مͬ�گذاریم.

دوم قوانین فهمیدن برای کردیم اشاره این از پیش که همانطور شود. بیان آن خلاف مͽر باشد چنین که مͬ�کنیم

ͷی حرکت به مربوط ما ذهنͬ آزمایش دومین نشده�اند. تعریف هنوز که هستیم جرم و نیرو مفاهیم نیازمند سوم و

نوعͬ هر از مͬ�تواند متقابلͬ برخوردهای چنین طبیعت است. دارند کنش برهم هم با متقابلا که ذارت از جفت

را اول قانون دارد٬ قرار دیͽری تاثیر تحت ذره هر اینͺه علت به شود. حذف مͬ�تواند دیͽر تاثیرات تمامͬ و باشد

انجام گیری اندازه آن در که است مرجعͬ چارچوب از مستقل که مͬ�گیرند شتاب ذرات کل در برد. بͺار نمͬ�توان

است. متقابل شتابهای از شده مشاهده مقادیر به مربوط مان فیزکͬ دوم قانون مͬ�شود.

متقابل برهم�کنش قانون ١.٣.۵

مͬ�کند وارد P1 ذره به را a12 آنͬ شتاب P2 که طوری به مͬ�کنند کنش برهم یͺدیͽر با P2 و P1 ذرات فرضکنید

صورت این در مͬ�کند. وارد P2 ذره به را a21 شتاب P1 ذره که حالͬ در

هستند. P2 و P1 میان واصل راست خط با موازی و جهت خلاف در شتاب�ها بردار این •

حتͬ و P2 و P1 میان متقابل برهمͺنش ماهیت از مستقل و ثابت |a21|/|a12| شتاب�ها، این بزرگͬ نسبت •

است. P2 و P1 ذرات سرعت و مͺان از مستقل
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۵ فصل نیرو و جرم متقابل، برخورد قانون ٣.۵

a32 و a23 هم بر آنها آنͬ شتاب�های و باشد داشته کنش برهم P3 سوم ذره با P2 ذره کنیم فرض این بر علاوه

بزرگͬ صورت این در باشد. a31 و a13 هم بر آنها القایͬ شتاب�های که کند کنش برهم P3 ذره با P1 نیز و باشند

مͬ�کنند. ارضا را زیر سازگاری رابطه آنها شتاب�های
|a21|
|a12|

× |a32|
|a23|

× |a13|
|a31|

= 1 (٢.۵)

لختͬ جرم تعریف ٢.٣.۵

است این ذره ͷی (لختͬ) جرم از کیفͬ تعریف مͬ�شود. نیرو و جرم از تعریفمان به منجر متقابل کنش برهم قانون

مͬ�کنند، کنش برهم P2 و P1 که زمانͬ بنابراین است. گرفتن شتاب به ذره تمایل عدم از عددی اندازه�گیری ͷی که

متفاوت جرم با ذراتͬ برای متفاوت بزرگͬ دارای a21 و a12 از ناشͬ شتاب�های که مͬ�دهیم نسبت را واقعیت این ما

مͺان یا و برهم�کنش نوع نه ذرات خود ماهیت به تنها |a21|/|a12|شتاب نسبت که واقعیت این از نͺته این هستند.

P1 ذارت از m1/m2 جرم نسبت ما بنابراین است. درک قابل نیز دارد، ͬͽبست ذرات حرکت ͬͽونͽچ یا و ذرات

مͬ�کنیم. تعریف زیر مانند آنها القایͬ شتاب�های بزرگͬ نسبت عͺس را P2 و

مͬ�شوند. تعریف زیر رابطه با P2 و P1 ذرات m1/m2از جرم نسبت (اینرسͬ): لختͬ جرم •
m1

m2
=

|a21|
|a12|

(٣.۵)

در کنیم. معرفͬ نیز را P3 سوم ذره ما کنید فرض درد. وجود تعریف این در احتمالͬ ناسازگاری ͷی وجود این با

مشخصکنیم m3/m1را m2/m3و ،m1/m2 یعنͬ های جرم نسبت مͬ�توانیم آزمایش، سه انجام با صورت این

اطمینان این ٢.۵ سازگاری رابطه هرحال، به داشت. نخواهد وجود واحد مساوی آنها ضرب برای تضمینͬ هیچ که

نسبت مبهمͬ طور به بالا تعریف که معناست بدان و است واحد همواره شتاب�ها نسبت ضرب که مͬ�دهد ما به را

مͬ�کند. تعریف را ذارت جرم

ذره�ای دو کنش برهم :١.۵ شͺل
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۵ فصل گرانش قانون ۴.۵

نیرو تعریف ٣.٣.۵

هنͽامͬ بنابراین است. ذره ͷی شدن شتابدار بر دلیلͬ نیرو حضور کیفͬ، طور به برمͬ�گردیم. نیرو تعریف به اکنون

یͺدیͽر به آنها که است امر این علت مͬ�گوییم ما مͬ�شوند، یͺدیͽر به بخشیدن شتاب باعث کنشͬ برهم ذرات که

دارند؟ حضور نیروها این مͬ�دانیم چͽونه که است این شود پرسیده است ممͺن که سوالͬ اما مͬ�کنند. وارد نیرو

زاده کمیتͬ نیرو بنابراین است. واقعͬ محتوای بدون و مستدیر آشͺاری طور به گفته این دارند! شتاب ذرات زیرا

البته مͬ�رود. شمار به ͷکلاسی ͷانیͺم از نیوتنͬ فرمولبندی از اساسͬ بخش ͷی وجود این با اما ماست، تخیلات

متقابل برهم�کنش�های در نیست. هامیتونͬ و لاگرانژی فرمولبندی از اساسͬ بخش نیرو مفهوم که است ذکر به الزم

مͬ�شوند. تعریف زیر صورت به مͬ�کنند وارد یͺدیͽر به ذرات که نیروهای

و a12 شتاب�های دارای ترتیب به و (١.۵ (شͺل باشند متقابل کنش برهم در P2 و P1 ذرات کنید فرض •

رابطه با P2 به P1 ذره از وارده نیرپͬ F21 نیز و مͬ�کند وارد P1 به P2 ذره که F12 نیروهای لذا باشند. a21
مͬ�شوند. تعریف زیر

F12 = m1a12 F21 = m2a21 (۴.۵)

است. وابسته شتاب و جرم واحدهای به نیرو واحد که

رابطه با (٢.۵ (شͺل �ای ذره N کنش برهم در P1, ..., PN ذرات طرف از P0 ذره بر وارد ها نیروی کلͬ طور به

مͬ�شود. داده زیر

F0 = m0a0 = m0(a01 + a02 + ...+ a0N) = F01 + F02 + ...+ F0N (۵.۵)

P0 ذره بر دیͽر ذرات طرف از اعمالͬ نیروهای از برداری جمع P0 ذره بر برایند نیروی که مͬ�کند بیان بالا رابطه

است.

گرانش قانون ۴.۵

بزرگͬ دارای مͬ�کنند وارد یͺدیͽر به ذره دو که گرانشͬ نیروی

F =
m1m2G

R2 (۶.۵)

ذکر به لازم است. گرانش جهانͬ ثابت G همچنین است. ذره دو میان فاصله R و ذرات m2جرم m1و که است

مقدار و است نیرو و طول جرم، واحدهای به وابسته آن عددی مقدار و است دار بعد ثابت ͷی G ثابت که است

آن تقریبͬ

G = 6٫ 67× 10−11Nm2kg−2 (٧.۵)
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است.

ذره�ای چند کنش برهم :٢.۵ شͺل

جرم از توزیعͬ برای گرانش نیروی ۵.۵

نقطه�ای جرم ͷی به کره و میله ،ͷدیس نظیر پیوسته توزیع از ناشͬ گرانشͬ نیروی محاسبه بخش این اهداف از ͬͺی

خواهیم بررسͬ را پیوسته توزیع سپس و گرفت خواهیم نظر در را نقطه�ای جرمهای از گسسته�ای توزیع ابتدا در ست.

نمود.

منزوی نقطه�ای جرم ͷی بر نقطه�ای جرم مجموع از ناشͬ گرانش نیروی ١.۵.۵

داشته قرار x محور روی C ذره و y محور روی m نقطه�ای جرم با B و A ذره دو ٣.۵ شͺل مطابق کنید فرض

ذرات از ͷی هر گرانش، قانون از استفاده با نمایید. محاسبه را C ذره به وارد گرانش نیروی صورت این در باشد

مͬ�کنند. جذب زیر نیروی بزرگͬ با را C ذره B و A

F ′ =
mMG

R2 (٨.۵)

که دید مͬ�توان تقارن از ٣.۵ شͺل به توجه با است. BC یا AC فاصله R = (a2 + x2)1/2 بالا رابطه در

شود. مͬ داده زیر رابطه با نیروها برایند بزرگͬ

F = F ′
x + F ′

x = 2F cos(α) = 2mMG
(R cos(α)

R3

)
= 2mMG

( x

(a2 + x2)3/2

)
(٩.۵)

کرد. بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را بالا رابطه

F = 2mMG

x2

(
1+ a2

x2

)−3/2
(١٠.۵)

خواهیم زیر رابطه به x ≫ a(x
a
≫ 1) یعنͬ دور های فاصله برای مͬ�کنیم بررسͬ را نیرو این حدی رفتار حال

رسید.

F ≈ 2mMG

x2

(
1− 3

2
a2

x2

)
≈ m(2M)G

x2
(١١.۵)
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نقطه�ای جرم گسسته توزیع :٣.۵ شͺل

کرده�ایم استفاده زیر بسط رابطه از ما بالا رابطه در توجه

(1+ ϵ)n ∼ 1+ nϵ (١٢.۵)

C جرم میان گرانش نیروی با دور های فاصله در جرم سه این از حاصل گرانشͬ نیروی مͬ�دهد نشان ١١.۵ رابطه

همان است. شده رسم ۴.۵ شͺل در فاصله حسب بر F تابع رفتار است. برابر 2M جرم به ای نقطه جسم ͷت و

نیز و مͬ�رسد F = 4mMG/3
√
3a2 یعنͬ خود بیشینه به تابع مقدار x = a/

√
2 فاصله در پیداست که طور

باشد زیاد مجموع این تعداد اگر که است این کرد اشاره آن به بایستͬ که نͺته�ای است. صفر تابع مقدار x = 0 در

. x/aحسب بر (mMG/a2)−1F بعد بدون نیروی نمودار :۴.۵ شͺل
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وارد برایند نیروی r → ∞ دور فاصله�ی در اکنون داد. نسبت Mرا جرم C ذره لحاظ بدون سیستم این به مͬ�توان

مͬ�شود. داده زیر رابطه با C بر

F ∼ −mMG

r2
r̂ (١٣.۵)

است. شعاعͬ یͺه بردا r̂ = r
r
نیز و است نیرو بودن جاذبه دهنده نشان منفͬ علامت که

تمرین

برایند گرانشͬ نیروی صورت این در دارند قرار a ضلع با هرم ͷی راس در نقطه�ای جرم چهار ۵.۵ شͺل مطابق

است؟ چقدر ذرات از ͬͺی برای

. هرم. ͷی در نقطه جرم�های آرایش :۵.۵ شͺل

پیوسته توزیع برای گرانش نیروی ٢.۵.۵

نقطه�ای جرم Mبر جرم به کره ͷی و ͷدیس ͷی میله ͷی نظیر پیوسته توزیع ͷی طرف از که نیروی بخش این در

مͬ�کنیم. محاسبه mرا جرم با

۵۶
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میله

نیروی صورت این در بͽیرید. نظر در را m جرم به P ذره�ی و 2a طول و M جرم به میله�ای ۶.۵ شͺل مطابق

نمایید؟ محاسبه را میله طرف از ذره بر وارد گرانش

توزیع چون مͬ�گیریم. نظر در را توزیع روی جرم المان ͷی ابتدا سوالاتͬ چنین حل برای مسله: حل استراتژی

نوشت. مͬ�توان را زیر نسبͬ رابطه بنابراین است یͺنواخت

λ =
M

2a
=

dM

dx
⇒ dM =

M

2a
dx (١۴.۵)

مͬ�آوریم. به�دست را نقطه�ای بار بر المان این از حاصل نیروی اکنون است. خطͬ توزیع چͽالͬ λ که

dF =
mdMG

R2 =
mMGdx

(x2 + b2)
(١۵.۵)

مͬ�شود. محاسبه زیر رابطه با برایند نیروی نیرو، مولفه�های کردن لحاظ نیز و بالا نیروی از انتͽرال گرفتن با حال

F = 2
∫

dF cos(α) =
mMG

a

∫ a

0

cos(α)

R2 dx =
mMG

a

∫ a

0

bx

(x2 + b2)3/2
(١۶.۵)

رسید. خواهیم زیر رابطه به بالا انتͽرال حل با حال

F =
mMG

b(b2 + a2)1/2
(١٧.۵)

کنید. استفاده زیر متغیر تغییر از انتͽرال این حل برای تمرین:

tan θ =
x

b
dx = (1+ tan2 θ)dθ 1+ tan2 θ = csc2 θ = 1/ cos2 θ (١٨.۵)

شد. خواهد داده انتͽرال حل امتحان در

. نقطه�ای جرم و میله آرایش :۶.۵ شͺل
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استفاده با اکنون مͬ�دهیم. قرار P ذره از b فاصله در را 2a طول به Mو جرم به میله�ای ٧.۵ شͺل مطابق تمرین:

نمایید. محاسبه را ذره بر میله طرف از برایند نیروی شͺل روی فرضیات از

. نقطه�ای جرم و میله آرایش :٧.۵ شͺل

ͷدیس

مطلابق را دارد قرار a شعاع Mو جرم به یͺنواخت توزیع با ͬͺدیس از گذارننده محور روی mکه جرم به P ذره

المان ͷی بایستͬ ابتدا نمایید؟ محاسبه را مͬ�کند وارد ذره به ͷدیس که گرانشͬ نیروی بͽیرید. نظر در ٨.۵ شͺل

داریم، صورت این در کنیم انتخاب را است شده داده نشان ٨.۵ شͺل در که همانͽونه ͷدیس روی جرم

σ =
M

πa2
=

dM

dA
⇒ dM =

M

πa2
dA dA = rdθdr (١٩.۵)

به�دست زیر رابطه با نقطه�ای جرم بر المان این طرف از گرانشͬ نیروی اکنون است. سطحͬ توزیع چͽالͬ σ که

مͬ�آید.

dF =
mMGdA

πa2R2 (٢٠.۵)

مͬ�شود. محاسبه زیر رابطه با نقطه�ای جرم بر برایند نیروی حال

F =

∫
dF cos(α) =

∫
A

cos(α)

R2 dA (٢١.۵)

چون طرفͬ از است. شده گرفته است، شده اشغال ͷدیس توسط که مساحتͬ تمام روی انتͽرال رابطه این در که
cos(α)

R2 =
R cos(α)

R3 =
b

(r2 + b2)3/2
(٢٢.۵)

رسید. خواهیم بالا انتͽرال برای زیر رابطه به 0 ≤ θ ≤ 2π و 0 ≤ r ≤ a گرفتن نظر در با و است

F =
mMG

πa2

∫ r=a

r=0

∫ θ=2π

θ=0

( b

(r2 + b2)3/2

)
rdrdθ = 2mMG

a2

[
1− b

(a2 + b2)1/2

]
(٢٣.۵)

آورید؟ به�دست را بالا رابطه تمرین:

صفحه از b فاصله به P ذره بر σ سطحͬ یͺنواخت چͽالͬ با نامتناهͬ صفحه ͷی از وارده گرانشͬ نیروی تمرین:

کنید؟ محاسبه را
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. نقطه�ای جرم و ͷدیس آرایش :٨.۵ شͺل

از گذراننده محور روی درست که m جرم و b طول به میله�ای نقطه�ای، جرم بجای ͷدیس مثال در اگر تمرین:

به�دست را میله بر وارد گرانشͬ نیروی صورت این در بͽیریم نظر در را دارد قرار مرکز در آن سر ͷی که ͷدیس

کنید.) استفاده ٢٣.۵ رابطه (از آورید.

کره

علت این به باشد نایͺنواخت توزیع است ممͺن باشید داشته (توجه ρ(r) حجمͬ چͽالͬ Mو جرم به توپری کره�

با مͬ�کنیم.) فرض ثابت را آن یͺنواخت چͽالͬ�های برای و مͬ�گیریم فاصله از تابعͬ را حجمͬ چͺالͬ اینجا در ما

نظر در را است شده داده نشان ٩.۵ شͺل در که همانطور کره مرکز از b فاصله به m جرم به P ذره و a شعاع

المان ͷی ابتدا قبل مثال�های مانند کنید؟ حساب را کره طرف از ذره بر وارد گرانشͬ نیروی صورت این در بͽیرید.

. نقطه�ای جرم و کره آرایش :٩.۵ شͺل

بنابراین مͬ�گیریم، نظر در را است شده داده نشان ٩.۵ شͺل در آنچه همانند جرمͬ

dM = ρdV ⇒ M =

∫
ρdV (٢۴.۵)
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شͺل راست سمت شͺل در که همانطور کروی مختصات در که است جرم المان حجم dV رابطه این در که است

با برابر است شده داده نشان ٩.۵

dV = dr(rdθ)(r sin(θ)dϕ) = r2 sin(θ)drdθdϕ (٢۵.۵)

بر وارد جرمͬ المان از حاصل گرانشͬ نیروی اکنون است. 0 ≤ ϕ ≤ 2π و 0 ≤ θ ≤ π ، 0 ≤ r ≤ a بازه که

مͬ�شود. نوشته زیر رابطه با ذره

dF =
m(ρdV )G

R2 (٢۶.۵)

ذره بر وارد برایند نیروی بنابراین

F =

∫
dF cos(α) = mG

∫
V

ρ cos(α)

R2 dV (٢٧.۵)

رسید. زیر رابطه به مͬ�توان شͺل به توجه با
cos(α)

R2 =
R cos(α)

R3 =
b− r cos θ

(r2 + b2 − 2rb cos θ)3/2
(٢٨.۵)

در را R2 = r2 + b2 − 2rb cos θ بود برقرار ٢ فصل در بردارها تفریق اندازه برای که اتحادی از ما بالا رابطه در

رسید. خواهیم زیر رابطه به ٢٧.۵ انتͽرال در بالا روابط دادن قرار با سرانجام مͬ�گیریم. نظر

F = mG

∫ r=a

r=0

∫ θ=π

θ=0

∫ ϕ=2π

ϕ=0

( ρ(r)(b− r cos θ)

(r2 + b2 − 2rb cos θ)3/2
)
r2 sin θdrdθdϕ (٢٩.۵)

بنابراین است ϕ از مستقل انتͽرالده که پیداست

F = 2πmG

∫ r=a

r=0
r2ρ(r)

{∫ θ=π

θ=0

( (b− r cos θ)

(r2 + b2 − 2rb cos θ)3/2
)
sin θdθ

}
dr (٣٠.۵)

تغییرات رنج که دید مͬ�توان R2 = r2 + b2 − 2rb cos θ رابطه از میانͬ انتͽرال حل برای

R2 = r2 + b2 − 2rb cos θ θ|π0 ⇒ R|r+b
r−b (٣١.۵)

همچنین است

2RdR = 2rb sin θdθ; b− r cos θ =
2b2 − 2rb cos θ

2b
=

R2 + (b2 − r2)

2b
(٣٢.۵)

مͬ�شود. بازنویسͬ زیر صورت به θ روی انتͽرال ∫بنابراین b+r

b−r

(R2 + b2 − r2

2bR3

)RdR

rb
=

1
2rb

∫ b+r

b−r

(
1+ b2 − r2

R2

)
dR =

2
b2

(٣٣.۵)

شد. خواهد داده زیر رابطه با برایند نیروی صورت این در

F =
mG

b2

(
4π

∫ r=a

r=0
r2ρ(r)dr

)
=

mMG

b2
(٣۴.۵)
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گرفت. مͬ�توان نظر در کره مرکز Mدر جرم به نقطه�ای جرم ͷی مانند به کره کل پیداست بالا رابطه از که همانطور

دارند. قرار کره�ها مرکز در که گرفت نظر در نقطه�ای جرم ͷی صورت به مͬ�توان را کره هر نیز کره چند مورد در

بایستͬ که نͺته�ای است. نقطه�ای جرم�های از گسسته توزیع مانند به همواره آنها میان جاذبه نیروی صورت این در

برابر یͺدیͽر با mg گرانشͬ جرم و m لختͬ، جرم که مͬ�کند بیان اصل این است. هم�ارزی اصل کرد توجه آن به

M جرم به را P ذره�ی ١٠.۵ شͺل مطابق اگر نمود. محاسبه را گرانشͬ شتاب مͬ�توان فرض این با حال هستند.

S سیستم که گرانشͬ نیروی صورت این در بͽیریم. نظر در را مͬ�شود جذب S یعنͬ ذرات از سیستمͬ توسط که

شد. خواهد داده زیر رابطه با مͬ�کند وارد P ذره به

. نقطه�ای جرم و ذرات از سیستمͬ آرایش :١٠.۵ شͺل

F =
Mm1G

r21
e1 +

Mm2G

r22
e2 + ...+

MmNG

r2N
eN = M

( N∑
i=1

miG

r2i
ei
)

(٣۵.۵)

بردار با را پرانتز داخل قسمت مͬ�توان حال

g =
N∑
i=1

miG

r2i
ei (٣۶.۵)

جاذبه شتاب نیوتن دوم قانون از استفاده نیز و هم�ارزی اصل فرض با حال Mاست. جرم از مستقل که داد نشان

Mg = Ma ⇒ a = g (٣٧.۵)

است بالا به رو مͬ�گیریم نظر در k اینجا که یͺه بردار جهت ما همیشه زمین مورد در که باشد داشته توجه است.

داریم بنابراین است یͺه بردار جهت خلاف در و زمین سمت رو جاذبه نیروی که صورتͬ در

F = −Mgk (٣٨.۵)

هستند. زمین روی مͺان از تابعͬ k و g که کرد دقت باید همچنن است. g گرانشͬ شتاب بردار بزرگͬ g که است

در g دقیق عددی مقدار تمرین: است. قطب�ها در آن مقدار از کمتر زمین کره استوا در g عددی مقدار مثال برای

مͬ�گیریم. نظر در g = 9٫ 8m/s2 ∼ 10m/s2 معمولا را زمین روی g مقدار است؟ چقدر قطب و استوا

است. صفر همواره متقارن کره میان در حفره�ای داخل در ذره ͷی بر شده وارد گرانشͬ نیروی دهید نشان مثال:

چون کره داخل در بͽیریم نظر در کره داخل در را است شده داده نشان ١١.۵ شͺل در که طور همان را المان اگر
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۵ فصل جرم از توزیعͬ برای گرانش نیروی ۵.۵

. کره ͷی میانͬ حفره داخل در ذره :١١.۵ شͺل

داشت. خواهیم است r > b

R2 = r2 + b2 − 2rb cos θ ⇒ R|r+b
r−b (٣٩.۵)

مͬ�شود. تبدیل زیر رابطه به ٣٣.۵ رابطه در θ روی میانͬ انتͽرال ∫حال r+b

r−b

(
1+ b2 − r2

R2

)
dR =

(
R +

r2 − b2

R

)
|R=r+b
R=r−b = 0 (۴٠.۵)

که بͽیرید نظر در ٨.۵ شͺل مطابق را است M کدام هر جرم که یͺنواخت حجمͬ توزیع با کره نیم دو تمرین:

. کره. نیم دو :١٢.۵ شͺل

۶٢



۵ فصل جرم از توزیعͬ برای گرانش نیروی ۵.۵

محاسبه را ها کره نیم از ͷی هر بر وارد گرانشͬ نیروی صورت این در مͬ�دهند. را a شعاع به واحد کره ͷی تشͺیل

چون دارد. قرار کره نیم مرکز در که گرفت نظر در مͬ�توان نقطه�ای ذره عنوان به را کره�ها از ͬͺی راهنمایͬ کنید.

بنابراین است یͺنواخت توزیع
2M
4πa3

=
Mhemisphere

4πr3
⇒ Mhemisphere = 2M(

r

a
)3 (۴١.۵)

به�دست زیر رابطه با پایینͬ) کره نیم مرکز در نقطه�ای ذره (یا پایینͬ کره نیم بر المان از وارد نیروی صورت این در

آمد. خواهد

dF =
(2M(r/a)3(ρdV )G

r2

)
cos θ (۴٢.۵)

است. ثابت ρ که باشید داشته توجه

ͷکلاسی ͷانیͺم ٠درسنامه

۶٣



۶ فصل

ذره ͷدینامی در مسائل

نیروی و هندسͬ قیود و نیرو میدان نیز و اسͺالر معادلات به آن کاهش و برداری حرکت معادلات ابتدا فصل این در

ذره ͷدینامی مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را مجذوری و خطͬ مقاوتͬ نیروهای نیز ادامه در مͬ�کنیم. بررسͬ را قیدی

قانون اینجا در ما بحث شروع نقطه مͬ�شود. خاصمربوط نیروی اعمال اثر در ذره حرکت نمودن محاسبه مسئله به

سوم قانون نیز و است لخت چارچوب در را ذره حرکت مورد در بیشتر اول قانون چون حال هر به است. نیوتن دوم

تمام لذا ندارند، کارایͬ اینجا در داریم.) ذره ͷی تنها اینجا (در مͬ�دهد نشان را خود متقابل برخوردهای در که

نیوتن، دوم قانون پایه�ی بر ذره ͷی ͷدینامی

ma = F1 + F2 + ...+ FN (١.۶)

دوم قانون نوشتن معمول روشحل مͬ�شوند. اعمال جسم بر که هستند مختلفͬ نیروهای F1,F2, ...,FN که است

است. زیر شͺل به

m
dv
dt

= F1 + F2 + ...+ FN (٢.۶)

گفته ذره حرکت معادله آن به که است v(t) مجهول سرعت برای ͷی مرتبه دیفرانسیلͬ معادله ͷی معادله این

v اولیه مقدار اگر داریم. نیاز اولیه شرط ͷی به تنها اول درجه معادله این حل برای باشید داشتبه توجه مͬ�شود.

از تابعͬ v آوردن به�دست برای اغلب را ٢.۶ معادله بنابراین باشد.) معلوم ذره اولیه مͺان اگر یا (و باشد مشخص

r مͺان بردار ، باشد) معین ذره ابتدای مͺان اگر (و مشخصشود v که لحظه�ای درست کرد. حل توان مͬ t زمان

مثال�های شامل بخشبعدی آورد. به�دست v = dr/dt اول مرتبه دیفرانسیلͬ معادله حل از مͬ�توان را t زمان در ذره

ممͺن بنابراین مͬ�روند بͺار ذرات برای نیوتن قوانین مͬ�دانید که طور همان است. روش این پیادسازی از زیادی

ذره مانند مͬ�توانند زمین یا و پیما فضا ͷی تنیس، توپ ͷی مانند واقعͬ اجسام زمانͬ چه که شود مطرح این است
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۶ فصل نیرو میدان در پرتابͬ حرکت ١.۶

که آنچه کرد. بحث کامل آن راجبه نمͬ�توان کتاب ١٠ فصل تا که دشوار کاملا سوال ͷی سوال کنند؟این رفتار

و است جسم کل جرم با ذره�ای ͷی حرکت مانند به جسمͬ هر جرم مرکز حرکت که است این داد خواهیم نشان

متمرکز جرمش مرکز در را جسم کل که معناست این به (این مͬ�شود وارد ذره این به جسم بر وارد نیروهای تمام

چرخشͬ حرکت بدون صلب جسم ͷی مخصوصا مͬ�گیریم.). نظر در ذره ͷی رفتار مانند به را آن رفتار و کرده�ایم

توان مͬ را مͬ�لغزد میز ͷی روی چرخش بدون که آجر ͷی مثال برای کند. رفتار ذره ͷی مانند به دقیقا مͬ�تواند

اطلاعات از بخشͬ تنها ما موارد از بسیاری در گرفت. نظر در میز روی لغزیدن حال در جرم همان با ذره ͷی با

به ذره ͷدینامی مͬ�کنیم، پرتاب هوا در را آجر ͷی که زمانͬ مثال برای مͬ�اوریم. به�دست را جسم حرکت مورد در

داشته برخورد زمین با آجر از نقطه کدام اینͺه مورد در اطلاعاتͬ اما مͬ�دهد را آجر جرم مرکز حرکت دقیق مسیر ما

نمͬ�دهد. را است

نیرو میدان در پرتابͬ حرکت ١.۶

گوییم میدان را F نیروی است. نیرو میدان ͷی در ذره ͷی مستقیم�الخط حرکت به مربوط ما مسائل اول دسته

مͺان از تنها تابعͬ نیرو دیͽر عبارت به زمان. و سرعت مثال برای نه و باشد داشته ͬͽبست جسم مͺان به تنها اگر

معمولا که مقاومتͬ نیروهای اما است، نیرو از میدان ͷی ثابتͬ جرمͬ توزیع هر از گرانشͬ جاذبه مثال برای باشد.

را مͬ�پذیرد انجام z محور راستای در که ذره ͷی مستقیم حرکت اگر نیستند. نیرو میدان دارند، ͬͽبست سرعت به

مͬ�یابد. کاهش زیر اسͺالر معادله به ٢.۶ معادله بͽیریم، نظر در

m
dv

dt
= F (z) (٣.۶)

اندازه�گیری z مثبت راستای در دو هر که است بعدی) ͷی) نیرو میدان F (z) و ذره بعدی) ͷی) سرعت v که

نظر در را هوا مقاومت بدون گرانشͬ یͺنواخت نیروی تحت جسم ͷی قائم حرکت از مسئله�ای ابتدا در شده�اند.

زمین اطراف جو علت به زمین روی اما مͬ�رسد نظر به خود ندارد اتموسفری هیچ که ماه روی مسئله این مͬ�گیریم.

شد. خواهد مشͺل دوچار بررسͬ آن

یͺنواخت گرانشͬ نیروی تاثیر تحت قائم حرکت ١.١.۶

یͺنواخت نیروی تحت عمودی راست خط در و مͬ�شود پرتاب بالا سمت به u تندی با و قائم راستای در ذره�ای

شده سپری زمان مدت نیز و ذره این توسط آمده به�دست بیشینه ارتفاع مͬ�کند. حرکت هوا مقاومت بدون و گرانش

بیابید؟ را پرتاب اولیه نقطه به بازگشت تا

است. شده داده نشان ١.۶ شͺل در که طور همان باشد t زمان از بعد ذره بالای سمت به سرعت v دهید اجازه حل:
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۶ فصل نیرو میدان در پرتابͬ حرکت ١.۶

مسیر در ذره مͬ�شود. پرتاب بالا سمت به u عمودی سرعت با سپس دارد قرار مبدا در بتدا در ذره :١.۶ شͺل

در دارد. قرار D پس�کشͬ) نیروی (یا مقاوم نیروی ͷی احتمالا mgو ثابت گرانش نیروی تحت عمودی مستقیم

. داراست. را v سرعت ذره t زمان

مͬ�شود. نوشته زیر صورت به ٣.۶ حرکت اسͺالر معادله صورت این در

m
dv

dt
= −mg (۴.۶)

داریم ساده انتͽراگیری با ندارد. Dحضور پس�کشͬ نیروی که موقعͬ

v = −gt+ C (۵.۶)

آورد. به�دست C = u مͬ�توان t = 0 که زمانͬ v = u اولیه شرایط اعمال و است انتͽرال�گیری ثابت C که

با t زمان در v سرعت بنابراین

v = u− gt (۶.۶)

نوشت مͬ�توان t زمان در z جابجایͬ یافتن برای مͬ�گردد. معین
dz

dt
= v = u− gt (٧.۶)

رسید. خواهیم زیر رابطه به ساده�ای انتͽراگیری با

z = ut− 1
2
gt2 +D1 (٨.۶)

۶۶



۶ فصل نیرو میدان در پرتابͬ حرکت ١.۶

مͬ�شود. D1حاصل = 0 ، t = 0 زمان در z = 0 اولیه شرایط اعمال با اکنون است. گیری انتͽرال D1ثابت که

مͬ�شود. داده زیر رابطه با t زمان در جسم جابجایͬ بنابراین

z = ut− 1
2
gt2 (٩.۶)

که زمانͬ ( ٧.۶ رابطه به توجه (با بنابراین مͬ�آید. به�دست v = 0 یعنͬ dz
dt

= 0 که زمانͬ zmax بیشینه ارتفاع

مͬ�شود. مشخص زیر صورت به zmax باشد، t = u/g

zmax = u
(u
g

)
− 1

2

(u
g

)2
=

u2

2g
(١٠.۶)

که زمانͬ یعنͬ مͬ�گردد، باز باشد z = 0 که زمانͬ O نقطه به ذره همچنین

t
(
u− 1

2
gt
)
= 0 (١١.۶)

مͬ�گردد. باز پرتاب مͺان به 2u/g زمان از پس ذره بنابراین

پایین مقداری که h ارتفاع به پنجره�ای از عبور حال در τ زمان مدت برای و مͬ�شود رها ساختمانͬ بالا از شͬ مثال:

در مشخصشده H ارتفاع (منظور است پنجره بالای تا ساختمان بالای میان ارتفاع چقدر مͬ�شود. دیده است تر

جسم فاصله بنابراین است. t = 0 زمان در u = 0 �آن اولیه سرعت است شده رها جسم چون است. ٢.۶ شͺل

مͬ�شود. داده زیر رابطه با t زمان گذشت از بعد

z = −1
2
gt2 (١٢.۶)

داشت خواهیم بنابراین است، شده گرفته نظر در ساختمان بالای در مبدا اینͺه به توجه با

H =
1
2
gT 2 (١٣.۶)

H + h =
1
2
g(T + τ)2 (١۴.۶)

مͬ�رسیم. آن برای زیر رابطه به هم ز معادله دو کردن کم با که است H برای شده سپری زمان مدت T که

h =
1
2
g(2Tτ + τ 2) ⇒ T =

h

gτ
− 1

2
τ (١۵.۶)

با H ارتفاع صورت این در و

H =
1

8gτ 2
(
2h− gτ 2

)2
(١۶.۶)

مͬ�شود. داده
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۶ فصل نیرو میدان در پرتابͬ حرکت ١.۶

. ساختمان. ͷی بالای از شͬ سقوط :٢.۶ شͺل

مجذوری عͺس میدان در الخط مستقیم حرکت ٢.١.۶

O از a فاصله در P ذره ابتدا در مͬ�کند. حرکت O در واقع M جرم از گرانشͬ جاذبه تحت m جرم به P ذره�ی

نیروی این دام از مͬ�تواند ذره که شرطͬ مͬ�شود. پرتاب O دست دور به مستقیما u تندی با سپس و دارد قرار

Oصورت از گذراننده مستقیم خط در P ذره حرکت مسئله، در موجود تقارن با نمایید؟ محاسبه را شود رها گرانشͬ

حرکت اسͺالر معادله گرانش، قانون از استفاده با مͬ�پذیرد.

m
dv

dt
= −mMG

r2
(١٧.۶)

چون مͬ�شوند. گیری انتͽرال زمان حذف با همیشه این نظیر معادلاتͬ است. v = ṙ و OP فاصله r که است
dv

dt
=

dv

dt
× dr

dt
= v

dv

dr
(١٨.۶)

شود. بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�تواند حرکت معادله

v
dv

dr
= −MG

r2
(١٩.۶)

مͬ�توان باشد r = a که زمانͬ v = u اولیه شرایط با است. r از تابعͬ v برای اول مرتبه دیفرانسیلͬ معدله ͷی این

بنابراین کرد. حل را معادله ∫این
vdv = −MG

∫
dr

r2
⇒ 1

2
v2 =

MG

r
+ C (٢٠.۶)
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۶ فصل نیرو میدان در پرتابͬ حرکت ١.۶

C = (u2/2)−(MG/a)ثابت این r = a در v = u اولیه شرایط اعمال با است. گیری انتͽرال Cثابت استکه

نیز و مͬ�آید دست به

v2 =
(
u2 − 2MG

a

)
+

2MG

r
(٢١.۶)

نباشد یا باشد بینهایت سمت به حرکت به آزاد ذره خواه مشخصمͬ�کند. را r از تابعͬ حسب بر v سرعت که ست

دارد. پرانتز داخل ثابت عبارت علامت به ͬͽبست

یعنͬ باشد مثبت عبارت این کنید فرض •

u2 − 2MG

a
= V 2 (٢٢.۶)

تمام برای که مͬ�گیریم نتیجه است، مثبت 2GM/r اینͺه علت به بنابراین است. مثبت ثابت ͷی V که

سمت به آزادانه ذره بنابراین مͬ�شود t تمام برای r > a + V t به منجر امر این است. v > V زمان�ها

مͬ�کند. حرکت دوردست

که زمانͬ مͬ�شود صفر v سرعت صورت این در باشد، منفͬ u2 − (2MG/a) اگر دیͽر سوی از •

v = 0 ⇒ r =
a

1− (u2a/2MG)
(٢٣.۶)

بͽریزد. نمͬ�تواند و مͬ�افتد O سمت به ذره آن از بعد

شرط اگر تنها و اگر بنابراین بͽریزد. گرانشͬ میدان از مͬ�تواند ذره نیز u2 = 2MG/a که بحرانͬ حالت •

یابد. رهایͬ گرانشͬ میدان از مͬ�تواند باشد برقرار ذره سرعت برای زیر

u2 ≥ 2MG

a
(٢۴.۶)

را O از P ذره فاصله صورت این در کنیم، پرتاب O از u2 = 2MG/a بحرانͬ تندی با را P ذره اگر تمرین:

مͬ�دهد؟ نشان را ذره گریز معادله این دهید نشان و آورید به�دست زمان از تابعͬ برحسب

را باشد u2 = MG/a که موردی برای را ارتفاع این به رسیدن برای نیاز مورد زمان نیز و بیشینه ارتفاع مثال:

بیابید.

داریم ٢١.۶ رابطه از تندی، از مقدار این براین

v2 = MG
(2
r
− 1

a

)
(٢۵.۶)

rmax = 2a ، P ذره برای O مبدا از فاصله بیشینه نتیجه در است، v = 0 سرعت r = rmax در چون بنابراین

مرتبه دیفرانسیلͬ معادله و مͬ�گذاریم v = dr/dt سرعت جای به ما شده، سپری زمان مدت یافتن برای است.

مͬ�کنیم. حل را t = 0 در r = a اولیه شرط برای زیر dr)اول
dt

)2
= MG

(2
r
− 1

a

)
(٢۶.۶)
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۶ فصل شده مقید الخط مستقیم حرکت ٢.۶

به معادله ، است.) حرکت این در dr/dt ≥ 0 (چون بالا رابطه طرف دو هر رادیͺال مثبت ریشه گرفتن از بعد

مͬ�شود. نوشته زیر ∫صورت 2a

a

( ar

2a− r

)1/2
dr = (MG)1/2

∫ τ

0
dt (٢٧.۶)

مͬ�شود. حاصل زیر رابطه ساده�سازی با

τ = (MG)−1/2
∫ 2a

a

( ar

2a− r

)1/2
dr (٢٨.۶)

مͬ�توانید شما نیست مهم آن جزئیات که کرد حل r = 2a sin2 θ متغیر تغییر یا جایͽذاری با مͬ�توان را انتͽرال این

، r = 2a تا r = a از P ذره برای شده سپری زمان بنابراین آورید. Mathematicaبه�دست برنامه طریق از

τ =
( a3

MG

)1/2(
1+ 1

2
π
)

(٢٩.۶)

است.

است؟ چقدر ماه برای فرار سرعت تمرین:

از P فاصله r که مͬ�شود mγ/r3کشیده بزرگͬ به نیروی توسط O ثابت مبدا سمت mبه جرم با P ذره تمرین:

نشان مͬ�شود. پرتاب u تندی با سپس و دارد قرار مبدا از a فاصله در P ذره ابتدا در هستند. مثبت ثابتͬ γ و O

دهید نشان است، u2 = γ/(2a2) که موردی برای بͽریزد؟ گرانشͬ دام از مͬ�تواند ذره u2 > γ/a2 شرط با دهید

کنید؟ حساب را فاصله این به رسیدن زمان مدت همچنین است؟
√
2a با برابر O مبدا از بیشینه فاصله

خورشید با تا مͬ�کشد طول زمان مدت چه بایستد، خورشید حول چرخش از ناگهانͬ طور به زمین اگر تمرین:

همچنین است. خورشید تا زمین فاصله R که است t = 0 زمان در r = R اولیه شرط راهنمایͬ کنید. برخورد

است. τ = 4π2R3/(MG) ∼ 365days خورشید دور به زمین گردش تناوب دور

شده مقید الخط مستقیم حرکت ٢.۶

زاویه با ثابت گوه ͷی شیبدار سطح روی لغریدن حال Mدر جرم با شͺل مشتطیل صلب بلوک ͷی ٣.۶ شͺل در

بلوک این بلغزد. گوه شیب خط روی چرخش بدون جسم که است این مͬ�شود فرض که اولیه شرایط است. α

دیͽری نیروهای اگر دارند. وجود آشͺارا نیز دیͽری نیروهای البته دارد قرار یͺنواخت گرانشͬ نیروی تاثیر تحت

این با مͬ�کرد. حرکت پایین سمت به عمودی صورت به بلوک مͬ�شد، رها سͺون حالت از بلوک و نداشتند وجود

خلاف و (موازی نیروهای توسط آنها، گذار از و کنند عبور یͺدیͽر از ها شبح مانند نمͬ�توانند جامد اجسام حال،

که موقعͬ در تنها که هستند مادی تماسͬ نیروهای اینها مͬ�شود. جلوگیری مͬ�کند، وارد یͺدیͽر به که هم) جهت

مشخص قبل از که هستند قیدی نیروهای از مثال�های آنها مͬ�کنند. پیدا ظهور باشند تماس در باهم جسم دو سطوح

مͬ�کند وارد بلوک به گوه که قیدی نیروی سنت، طبق هستند. کافͬ خاص هندسͬ قید ͷی تحمیل برای و نشده�اند
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۶ فصل شده مقید الخط مستقیم حرکت ٢.۶

. شیبدار. سطح روی بلوک ͷی لغزش :٣.۶ شͺل

مͬ�شود. بیان زیر رابطه با نیرو این برای مناسب شͺل مͬ�شود. نامیده R عͺس�العمل نیروی

R = −F i+N j (٣٠.۶)

نیروی نرمال موئلفه�ی N اسͺالر همچنین هستند. گوه شیب با موازی و عمود ترتیب به j و i واحد بردارهای که

زیر رابطه با بلوک این حرکت معادله مͬ�شوند. نامیده عͺس�العمل نیروی اصطحͺاک موئلفه�ی F و عͺس�العمل

مͬ�شود. داده

M
d(vi)
dt

= −mgkV +R = −mgkV − F i+Nk (٣١.۶)

i بردارهای حسب بر بردار این موئلفه�های مͬ�توانید شما همچنین است. بالا سمت به عمودی واحد بردار kV که

داریم kV = − sinαi+ cosαk که نͺته این به توجه با بنویسید. k و

M
dv

dt
= mg sinα− F (٣٢.۶)

و

0 = N −mg cosα (٣٣.۶)

v هم و F هم اول معادله در حال این با مͬ�کند. مشخص N = mg cosα را عمودی نیروی بزرگͬ دوم معادله

تجربͬ اصحͺاک قانون از برخͬ ارئه با مͬ�توان مͬ�شوند. مسئله این حل در بیشتر پیشرفت مانع که هستند مجهول

نیروی از ͷانیͺم مسائل بشتر در که نیست تعجب جای رو این از هستند. برقرار تقریبا قوانینͬ چنین ولͬ رفت پیش

همان سطح طرف از بلوک به شده وارد عͺس�العمل نیروی تمام مورد، این در مͬ�کنند. نظر صرف اصطحͺاک

اصطحͺال نادیده�گرفتن مͬ�کنیم. توصیف صاف کاملا یا صیقلͬ را سطوحͬ چنین و است (عمودی) نرمال موئلفه

تقریب با را حلͬ چنین وجود این با کرد، حل را آن مͬ�توان که مͬ�دهد تعریفͬ خوش مسئله به که دارد را مزیت این

F = 0 بنابراین باشد، صیغلͬ گوه شیب�دار سطح کنیم فرض اگر اکنون رفت. خواهد کار به واقعͬ سطوح برای
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۶ فصل آمدن کش قابل غیر طناب�های ٣.۶

مͬ�یابد. کاهش زیر صورت به اول معادله و است
dv

dt
= g sinα (٣۴.۶)

مͬ�خورد. سر سطح روی g sinα ثابت شتاب با بلوک اصطحͺاک، حضور عدم در نتیجه در

را بلوک شتاب صورت این در باشد، مثبت ثابتͬ µ که بͽیریم نظر در F = µN را اصحͺاک نیروی اگر تمرین:

مͬ�کنند. فرق هم با µ > tanα و µ < tanα موارد چرا دهید نشان و کنید؟ حساب

آمدن کش قابل غیر طناب�های ٣.۶

. ͷکوچ مقطع سطح ͷی با ایده�ال طناب :۴.۶ شͺل

اگر هستند. آمدن کش قابل غیر ریسمان�های شود، هندسͬ قیود ظهور به منجر مͬ�تواند که مواردی دیͽر از

شود کشیده طناب اگر باشد، شده متصل a طول با طناب ͷی توسط O ثابت نقطه به سیستم ͷی از P ذره ͷی

ذره بر طناب که قیدی نیروی توسط هندسͬ قید این باشد. OP = a فاصله چه چنان است حرکت به مقید P ذره

نیز و شدن خم بدون و محͺم نازک، بینهایت طنابͬ است ما نظر مد که ایده�الͬ طناب مͬ�شود. تحمیل مͬ�کند، وارد

است طناب در T تنش مͬ�کند اعمال دیͽر بخش به طناب از بخش ͷی که نیروی تنها است. آمدن کش قابل غیر

کلͬ طور به که است بدیعͬ ببینید). را ۴.۶ (شͺل مͬ�شود وارد نقطه هر در طناب به t مماس بردار با موازی که

طول واحد بر ρ جرم طناب ͷی نمونه برای کنید فرض مͬ�کند. تغییر طناب طول در دیͽر نقطه به نقطه�ای از T

پاینتر انتهای در تنش چون صورت این در باشد. شده آوریزان گرانشͬ یͺنواخت نیروی ͷی تحت عمودی طور به

شود داده T = ρgz با نقطه پایینترین بالای z ارتفاع در تنش مͽر ماند نخواهد تعادل در طناب است، صفر طناب

ساده�تر باشد، چشم�پوشͬ قابل طنب جرم که زمانͬ وضعیت این است. ارتفاع با تنش خطͬ رشد دهنده نشان که

زمانͬ تنش آشͺاری طور به مورد، این در است. کش�امدن غیر�قابل ͷسب طناب که معناست بدان این شد، خواهد
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۶ فصل آمدن کش قابل غیر طناب�های ٣.۶

(مانند صافͬ جسم روی طناب که زمانͬ همچنین تنش حقیقت در است. ثابت باشد، (مستقیم) کشیده طناب که

مͬ�ماند. باقͬ ثابت مͬ�خورد، سر قرقره)

آتوود ماشین ١.٣.۶

. اند. شده آویزان قرقره روی از ناچیز جرم به طنابͬ Mتوسط mو جرم�های به جسم دو آتوود: ماشین :۵.۶ شͺل

شده�اند آویزان قره قره ͷی از آمدن کش قابل غیر و جرم بدون طناب ͷی با M و m جرم�های به جسم دو

و m جسم به مربوط شتاب صورت این در کند حرکت به شروع سیستم این اگر کنید.). مشاهده را ۵.۶ (شͺل

mدر جسم شدن جابجا میزان اگر بنابراین کنیم مͬ فرض کشیده را طناب اینͺه علت به بیابید؟ را طناب در تنش

قید همواره صورت این در کنیم. فرض x2 Mرا جسم جابجایͬ و x1 را قائم راستای

x1 + x2 + L = constant (٣۵.۶)

مͬ�آید. دست به اجسام سرعت بین ارتباط بالا رابطه از مشتق گرفتن با حال ست. طناب طول L که است برقرار

ẋ1 = −ẋ2 ⇒ v1 = −v2 = v (٣۶.۶)

مͬ�شوند. نوشته زیر صورت به جرم�ها از ͷی هر به مربوط حرکت معادله بنابراین

m
dv

dt
= T −mg M

dv

dt
= Mg − T (٣٧.۶)
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۶ فصل مقاوم محیط ͷی در حرکت ۴.۶

رسید. خواهیم تنش و شتاب برای زیر رابطه�ای به صورت این در که
dv

dt
=

(M −m

M +m

)
g T =

( 2Mm

M +m

)
g (٣٨.۶)

شتاب شده، داده نشان ۶.۶ شͺل در آنچه مطابق ناچیز جرم با طناب�های و قرقره�ها از متشͺل سیستمͬ در تمرین:

. جرم�ها و قرقره�ها از آرایشͬ :۶.۶ شͺل

معادلات ست لازم تنها بنابراین اند. شده رسم سرعت�ها و نیرو�ها شͺل روی سادگͬ برای بیابید. را اجسام از ͷی هر

آورید. دست به را شتاب�ها آن روی از و بنویسید را حرکت

مقاوم محیط ͷی در حرکت ۴.۶

این مͬ�کند. وارد جسم سطح به نیرویͬ سیال مͬ�کند، حرکت آب و هوا نظیر سیال ͷی درون جسم ͷی که زمانͬ

سیال به نیرویͬ بایستͬ حسم منظور این برای و بزند کنار خود راه سر ز را سیال بایستͬ جسم که است علت این به

آب به که شخصͬ حتͬ مͬ�کند. وارد جسم به جهت خلاف و برابر نیروی نیز سیال سوم، قانون بنابر کند. وارد

مادی تماسͬ نیروهای دسته در نیروها این گاست. آ نیروهایͬ چنین وجود از نیز مͬ�کند ͬͺاس موتورجت یا و مͬ�زند
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۶ فصل مقاوم محیط ͷی در حرکت ۴.۶

. سیال در متحرک جسم برای بالابرنده نیروی و پس�کشͬ نیروی از نمایشͬ :٧.۶ شͺل

وارد آن به سیال طرف از که است جسم بر برایند نیروی هستیم علاقه�مند آن به ما که چیزی مͬ�شوند. طبقه�بندی

صورت به آن مناسب شͺل که مͬ�شود

F = D+ L (٣٩.۶)

بالابرنده نیروی L نیز و مͬ�شود وارد جسم سرعت جهت خلاف در که است پس�کشͬ نیروی D بردار که است

تا مͬ�شود سبب بالابرنده نیروی وجود .( کنید. مشاهده را ٧.۶ (شͺل دارد قرار سرعت با قايم زاویه در که است

چون است پس�کشͬ نیروی نͽرانیمان تنها ما وجود این با است. مهمͬ نیروی مسلما و شود ممͺن هوا در پرواز

حرکت تقارنش محور راستای در که صلب جسم ͷی جسم آن در که کرد خواهیم مواردی به محدود را خود توجه�

کشͬ پس نیروی تنها ما بنابراین است. صفر تقارن با بالابرنده نیروی مورد، این در چرخش). بدون (البته مͬ�کند

نیروی و بالابرنده �های نیروی نظری تشخیص مͬ�شود. وارد جسم سرعت جهت خلاف در که مͬ�گیریم نظر در را

آمده به�دست تجربه طریق از آن اطلاعات اغلب و است ͬͺهیدرودینامی نشده حل مهم مسايل از ͬͺی کشͬ پس

کلͬ نظری حل تراکم�ناپذیر، سیال ͷی در ثابت سرعت با حرکت حال در صلب کره ͷی مورد برای حتͬ است.

و V کره سرعت a کره شعاع به وابسته کره این برای �پس�کشͬ نیروی نیست. دسترس در �پس�کشͬ نیروی برای

است. سیال µ چسبندگͬ و ρ چͽالͬ

مͬ�شود. داده زیر رابطه با کره�ای چنین بری کشͬ �پس نیروی که دهید نشان ابعادی تحلیل با �تمرین:

D = ρa2V 2F
(ρV a

µ

)
(۴٠.۶)

است. متغیر ͷی از تنها تابعͬ F که

نوشته R = V a/v صورت به معمولا که مͬ�نامیم رینلد عدد را R = /µ بعد بدون کمیت رینلد: عدد تعریف:

نشده محاسبه نظری طور به هرگز F (R) تابع است. سیال جنبشͬ ویسͺوزیته v = µ/rho کمیت که مͬ�شود

اعداد از وسیعͬ رنج که است حیرتآور بسیار شود. استفاده مͬ�بایستͬ تعیین برای آزمایشͽاهͬ اطلاعات و است

R برای

تخمین، این به توجه با مͬ�شود. یافت ثابت تقریبا F (R) تابع ولͬ ( 1000 < R < 100000 ) دارد وجود
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۶ فصل مقاوم محیط ͷی در حرکت ۴.۶

مͬ�شود. بازنویسͬ زیر صورت به پس�کشͬ نیروی رابطه

D = Cρa2V 2 (۴١.۶)

به است. 0٫ 8 حدود کره برای مقدارش همچنین مͬ�شود. نامیده پس�کشͬ ضریب استو بعد بدون ثابت ͷیC که

مقاومت دوم درجه قانون معمولا را است،این سیال در جسم سرعت مجذور با متناسب پس�کشͬ نیروی اینͺه علت

ͷی خرنده جریان تحلیل با استوکس تئوری لحاظ از نیست. برقرار پایین رینلد اعداد برای قانون این اما مͬ�نامند.

است F (R) ∼ 6πR تابع مͬ�رود R → 0 وقتͬ که کرد اثبات استوکس بود. داده نشان را مورد این کره از سیال

مͬ�یابد. کاهش زیر رابطه به پس�کشͬ نیروی بنابراین و

D ∼ 6πaµV (۴٢.۶)

مقاومت خطͬ قانون این به که است سیال در سرعتجسم با متناسب پس�کشͬ نیروی رینلد پایین اعداد در بنابراین

مͬ�شود. گفته

سرعت است. هوا در ثابت سرعت با عمودی صورت به افتادن حال در استیل جنس از ͹زن بلبرین͹ضد ͷی مثال:

͹بلبرین این سرعت فرضکنیم اگر .( است. 7800kg/m3 ͹زن ضد استیل (چͽالͬ کنید محاسبه را ͹بلبرین این

بنابراین باشد. صفر بایستͬ نیز آن بر برایند نیروی لذا و است صفر آن شتاب بنابراین است ثابت که باشد V∑
y

Fy = may = 0 ⇒ mg +D = m′g (۴٣.۶)

به کشͬ �پس نیروی که باشید داشته توجه است. شده جابجا سیال جرم و ͹بلبرین جرم ترتیب ′mبه mو که است

سمت به و جسم بر وارد گرانش m′gنیروی جمله نیز و است سقوط حال در پایین سمت به جسم زیرا بالا سمت

نیروی هوا (در مͬ�شود. وارد بالا سمت به که است (ارشمیدوسͬ) شناوری نیروی mg جمله ولͬ است پایین

داریم باشد، برقرار خطͬ مقاومت قانون اگر بنابراین است). کردن صرف�نظر قابل شناوری

6πaρvV =
4
3
πa3

(
ρ′ − ρ

)
g (۴۴.۶)

مͬ�رسیم. زیر رابطه به سازی ساده با هستند. هوا و ͹بلبرین چͽالͬ ترتیب به ρ′ و ρ و ͹بلبرین شعاع a که

V =
2a2g
9v

(
ρ

ρ′
− 1) (۴۵.۶)

عدد آن با مطابق و است V = 940ms−1 سرعت مقدار ٨.۶ جدول در شده آورده عددی مقادیر به توجه با حال

خطͬ قانون تقریب است، صوت سرعت برابر تقریبا سرعت این که واقیت این از جدا است. R = 63000 رینلد

پایین تقریب برای رینلد حد عدد از بشتر برابر ١٠٠٠٠٠ حدود آمده دست به رینلد عدد که مͬ�شود رد علت این به

.(R → 0) یعنͬ است رینلد

محدود در آیا مͬ�اید؟ به�دست مقداری چه� سرعت برای کنیم، لحاظ را دوم مرتبه مقاومت قانون اگر تمرین:
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۶ فصل خطͬ مقاومت با گرانش نیروی تحت �قائم حرکت ۵.۶

است؟ دوم درجه قانون برای رینلد عدد دسترس قابل

بود؟ درست قانون کدام مͬ�کرد سقوط روغن در ͹بلبرین این اگر تمرین:

. پس�کشͬ نیروی محاسبات به مربوط سیال خواص از برخͬ :٨.۶ شͺل

خطͬ مقاومت با گرانش نیروی تحت �قائم حرکت ۵.۶

جسم سرعت v و مثبت ثابتͬ K که −mKv پس�کشͬ نیروی که محیطͬ در u سرعت با قائم طور به جسمͬ

زمان است؟ چقدر کند طͬ مͬ�تواند جسم که بیشینه�ای ارتفاع مͬ�شود. پرتاب بالا سمت به مͬ�کند وارد آن به است،

است؟ چقدر آن نهایͬ سرعت و است؟ چقدر شده سپری

مͬ�شود. داده زیر رابطه با جسم این حرکت معادله خطͬ، �مقاومت نیروی گرفتن نظر در با حل:

m
dv

dt
= −mg −mKv (۴۶.۶)

مرتبه دیفرانسͬ معادله این است. شده داده نشان ١.۶ شͺل در که همان�گونه t = 0 در v = u مرزی شرایط با

مͬ�شود. تبدیل زیر صورت به ∫اول
dv

g +Kv
= −

∫
dt ⇒ 1

K
ln
(
g +Kv

)
= −t+ C (۴٧.۶)

به�دست C = K−1 ln
(
g +Ku

)
، t = 0 در v = u اولیه شرایط اعمال با است. انتͽرال�گیری ثبت C که

بنابراین مͬ�آید.

t =
1
K

ln
(g +Ku

g +Kv

)
(۴٨.۶)

مͬ�شود. مشخص زیر رابطه با است v = 0 که جایͬ اوج نقطه به رسیدن برای شده سپری زمان که است

τ =
1
K

ln
(
1+ Ku

g

)
(۴٩.۶)

مͬ�توان را زمان از تابعͬ سرعت ، v سرعت حسب بر t رابطه کردن وارون با

v = ue−Kt − g

K

(
1− e−Kt

)
(۵٠.۶)
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۶ فصل پرتابه�ها ۶.۶

نهایͬ سرعت v → − g
K
صورت این در است t → ∞ زمان در سرعت اندازه حد جسم نهایͬ سرعت نوشت.

قرار حرکت معادله در را dv/dt که زمانͬ کرد استخراج نیز حرکت معادله از مͬ�توان نیز را سرعت این است.

مͬ�دهد. شده محاسبه مقدار همان را حدی سرعت که داریم را 0 = −mg −mKv مͬ�دهیم

رابطه از استفاده و ۴۶.۶ رابطه از استفاده با تمرین:
dv

dt
=

dv

dz
× dz

dt
= v

dv

dz
(۵١.۶)

است. زیر صورت به آن رابطه که کنید؟ حساب را بیشینه ارتفاع سپس و بیابید را جسم مͺان ابتدا

zmax =
u

K
− g

K2 ln
(
1+ Ku

g

)
(۵٢.۶)

ببرید. بهره تیلور بسط از راهنمایͬ آورید؟ به�دست را با�شد ͷکوچKu/g که زمانͬ zmax تقریبͬ مقدار تمرین:

پرتابه�ها ۶.۶

حرکت مͬ�شود. نامیده پرتابه مͬ�کند حرکت مقاومتهوا احتمالا و یͺنواخت گرانشͬ نیروی تحت آزادانه که جسمͬ

از مهمͬ بخش مسیراش کنترل و اس پرتابه ͷی توپ توپ، با �های بازی در مثلا است معمولͬ حرکت خیلͬ پرتابͬ

دارای که شوند هدایت موش�ͷهای اما هستند پرتابه توپخانه�ها بزرگتر مقایس�های در مͬ�رود. شمار به بازی مهارت

است متفوت قائم راستای در پرتابه به مربوط که قبلͬ مسائل از پرتابه مسئله نیستند. پرتابه موشͷهستند، پیشرانه�ی

نیروی ایجاد به منجر هوا اثر کرد خواهیم فرض وجود، این با نیست. قائم راستای �در فقط حرکت به محدود زیر

اتفاق عمودی صفحه در پرتابه حرکت که است مشهود تقارن با مͬ�شود. پرتابه سرعت جهت خلاف در پش�کشͬ

است. پرتابه اولیه سرعت با موازی و پرتابه اولیه مͺان شامل صفحه�ای چنین و مͬ�افتد

مقاومت بدون پرتابه حرکت ١.۶.۶

نظر به ماه در وضعتͬ چنین است. هوا مقاومت گرفتن نظر در بدون متحرک پرتابه بررسͬ مسئله ساده�ترین و اولین

اهمیت حائز خیلͬ مͬ�تواند هوا مقاومت اثر مͬ�شود. گرفته بͺار زمین روی بر تخمین قدری با ولͬ است مناسب

با دارد قرار گرانشͬ یͺنواخت نیروی تحت که ذره�ای داد. خواهیم نشان بعدی مثال�های در که همان�گونه باشد

کنید فرض بیابید؟ را پرتابه این بعدی مسیر مͬ�شود. پرتاب مͬ�سازد، α زاویه افق راستای با که u اولیه سرعت

پس�کشͬ، نیروی غیاب در است. شده رسم ٩.۶ شͺل در که همانطور بیافتد اتفاق (x − z) صفحه در حرکت

برداری حرکت معادله

m
dv
dt

= −mgk (۵٣.۶)
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۶ فصل پرتابه�ها ۶.۶

. پرتابͬ حرکت :٩.۶ شͺل

صورت به را سرعت بردار اگر حال است. t = 0 زمان در v = (u cosα)i+ (u sinα)k اولیه شرایط که است

مͬ�شود. جدا زیر اسͺالر حرکت معادله دو به k و i راستاهای در حرکت معادله موئلفه�های بنویسیم، v = vxi+vzk

dvx
dt

= 0 dvz
dt

= −g (۵۴.۶)

زمان از تابعͬ را سرعت موئلفه�های t = 0 در vy = u sinα و vx = u cosα اولیه شرایط اعمال با تمرین:

را حرکت مͺانͬ موئلفه�های t = 0 زمان در z = 0 یعنͬ مͺان در اولیه شرط اعمال با همچنین آورید؟ به�دست

بیابید؟

و است. سهمͬ مسیر ͷی معادله این دهید نشان و کنید استخراج را x− z صفحه در حرکت مسیر معادله تمرین:

ͷی ͷفیزی درس در من جزوه از مͬ�توانید راهنمایͬ: آورید؟ به�دست حرکت این برای را اوج ارتفاع و برد سرانجام

ببرید. بهره

تمرین مسیر معادله در (x, z) = (a, b) دادن قرار با راهنمایͬ: کنید؟ حل را کتاب از ۴.٢٣ تمرین شماره تمرین:

مͬ�توانید معادله این برای ∆ آوردن به�دست با اکنون رسید. خواهید tan(α) برای دوم درجه معدله ͷی به قبلͬ

کنید. محاسبه را شده خواسته شرط

خطͬ مقاومت�های با پرتابه حرکت ٢.۶.۶

ذره سرعت v که دارد قرار −mKv خطͬ مقاومت نیروی نیز و یͺنواخت گرانشͬ نیروی تاثیر تحت پرتابه اگر

بیابید؟ را پرتابه این بعدی حرکت مͬ�شود. پرتاب مͬ�سازد α زاویه افق با که uسرعت با ذره ابتدا در است.
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۶ فصل پرتابه�ها ۶.۶

مͬ�شود. نوشته زیر صورت به حرکت بردری معادله مورد، این برای

m
dv
dt

= −mKv−mgk (۵۵.۶)

راستاهای در مͬ�توان حال مͬ�شود. اعمال آن بر t = 0 زمان در v = (u cosα)i + (u sinα)k اولیه شرط که

نوشت. زیر صورت به را اسͺالر حرکت معادله�های مختلف
dvx
dt

+Kvx = 0 dvz
dt

+Kvz = −g (۵۶.۶)

ویژه حل Q که vz = Q + Ceqt و vx = Ceqt گرفتن نظر در با مͬ�توان را اول درجه دیفرانسیلͬ معادله این

نمود. محاسبه زیر صورت به را سرعت موئلفه�های مͬ�توان است،

vx = (u cosα)e−Kt vz = (u sinα)e−Kt − g

K
(1− e−Kt) (۵٧.۶)

داریم، vx به مربوط حرکت معادله در vx = Ceqt دادن قرار با اثبات:

C(q +K)eqt = 0 ⇒ q = −K (۵٨.۶)

اولیه شرط اعمال با اکنون

vx = u cosα ⇒ C = u cosα (۵٩.۶)

معادله ایتͺه علت به ولͬ مͬ�اوریم بدست vz = Ce−Kt صورت به عمومͬ حل g = 0 دادن قرار با vz برای حال

یعنͬ مͬ�شود، نیز ویژه جواب ͷی دارای کلͬ جواب لذا است، ( g ̸= 0 ) چشمه دارای حرکت

vz = Ce−Kt + vp (۶٠.۶)

صورت این در vz = vq فرض با و , داد قرار dvz
dt

= 0 بایستͬ ویژه جواب آوردن به�دست برای حال

vq = −g (۶١.۶)

معادله در vz = Ce−Kt − g دادن قرار و t = 0 در vz = u sinα اولیه شرایط اعمال با حال مͬ�شود. حاصل

رسید. خواهیم ۵٧.۶ رابطه به سرانجام حرکت

مͺانͬ موئلفه�های t = 0 در x = z = 0 اولیه شرط اعمال با دهید نشان بالا روابط داشتن با اکنون تمرین:

مͬ�شوند. حاصل زیر صورت به

x =
u cosα

K

(
1− e−Kt

)
z =

Ku sinα + g

K2

(
1− e−Kt

)
− g

K
t (۶٢.۶)

رسم ١٠.۶ شͺل در λ مختلف مقادیر برای ذره این حرکت مسیر λ = Ku/g بعد بدون متعیر گرفتن نظر در با

(یعنͬ مͬ�شود بیشتر مقاومت چه هر ولͬ مͬ�دهد نشان را مقاومت غیاب در ذره مسیر همان λ = 0 که است شده

مͬ�گذارد. جای بر پرتابه روی را کننده�ای ناامید اثرات مͬ�یابد) افزایش λ

این برخورد مͺان صورت این در شد، وارد جسم به β زوایه با ثابت گرانشͬ نیروی ١١.۶ شͺل مطابق اگر تمرین:
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۶ فصل دایره�ای حرکت ٧.۶

برای ذره به مربوط مسیر شͺل در خطͬ. مقاومت و یͺنواخت گرانشͬ نیروی در پرتابه حرکت :١٠.۶ شͺل

. است. شده رسم λ(= Ku/g) بعد بدون پارامتر برای متفاوت مقدرا سه نیز و α = π/3

. یͺنواخت گرانشͬ نیروی در پرتابه حرکت :١١.۶ شͺل

رنج در بیشینه برد مربوط RD و RU اگر بیابید؟ را مͬ�شود، پرتاب u اولیه سرعت با و α زاویه با که زمانͬ جسم

است؟ برقرار زیر رابطه که دهید نشان باشد، 0 ≤ α ≤ π زاویه
RU

RD

=
1− sin β

1+ sin β
(۶٣.۶)

دایره�ای حرکت ٧.۶

مسیر دهید نشان دارد. قرار مبدا در Mواقع جرم به جسم ͷی از گرانشͬ جاذبه mتحت جرم به ذره�ای فرضکنید

تناوب دوره صورت این در بیابید؟ را مدار این در ذره این سرعت است؟ شͺل دایره�ای جسم این برای چرخش
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۶ فصل دایره�ای حرکت ٧.۶

مͬ�شود. مشخص زیر رابطه با ذره شتاب قطبͬ مختصات در است؟ چقدر چرخش

a =
(
r̈ − rθ̇2

)
r̂ +

(
rθ̈ + 2ṙθ̇

)
θ̂ (۶۴.۶)

بنابراین مͬ�چرخد، v = Rθ̇ سرعت با و Rمشخص شعاع با دایره�ای مسیر در ذره که علت این به حال

a = −v2

R
r̂ + v̇θ̂ (۶۵.۶)

مͬ�شود. داده زیر صورت به ذره برای حرکت معدله صورت این در

ma = F ⇒ m
[
− v2

R
r̂ + v̇θ̂

]
= −mMG

R2 r̂ (۶۶.۶)

روابط به موئلفه�ها جداسازی با حال
v2

R
=

MG

R2 v̇ = 0 (۶٧.۶)

آن مقدار که ( v̇ = 0 ⇒ v = constant ) ثابت سرعت با ذره که مͬ�دهند نشان روابط این مͬ�رسیم.

v2 =
MG

R
(۶٨.۶)

همچنین بود.) ثابت سرعت یͺنواخت دایره�ای حرکت در (چون مͬ�کند تضمین Rرا شعاع به دایره�ای مسیر است،

چرخش این تناوب دوره

τ =
2πR
v

=
(4π2R3

MG

)1/2
(۶٩.۶)

است.

ناچیز جرم با میله�ای توسط P ذره� آن در که ١٢.۶ شͺل در شده داده نشان پاندلم به مربوط حرکت معادله مثال:

بیابید؟ را است، شده متصل O ثابت نقطه به

شد. خواهد داده زیر ربطه با ذره این به مربوط شتب شͺل، به توجه با

a = −(bθ̇2)r̂ + (bθ̈)θ̂ (٧٠.۶)

ذره حرکت معادله صورت این در

m
[
− (bθ̇2)r̂ + (bθ̈)θ̂

]
= −mgk− T r̂ (٧١.۶)

نوشت زیر صورت به قطبͬ یͺه�های بردار راستای�های در مͬ�توان را k یͺه بردر چون و است

k = − cos θr̂ + sin θθ̂ (٧٢.۶)

شد. خواهند نوشته راستا دو هر در زیر صورت به حرکت معادلات بنابراین

−mbθ̇2 = mg cos θ − T mbθ̈ = −mg sin θ (٧٣.۶)
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۶ فصل دایره�ای حرکت ٧.۶

. ساده پاندولم ͷی :١٢.۶ شͺل

مͬ�رسیم. زیر رابطه به ساده�سازی با دوم رابطه از

θ̈ +
g

b
sin θ = 0 (٧۴.۶)

که معنͬ این به (خطͬ نمͬ�باشد خطͬ دوم درجه دیفرانسیلͬ مهادله ͷی رابطه این رابطه این در sin θ وجود علت به

نوسانͬ زاویه�های در ولͬ بͽیرید.) فاکتور معادله کل از است ثابت که λ ضریب ͷی مͬ�توانید شما θ → λθ اگر

مͬ�یابد. کاهش زیر رابط به معادله این ،ͷکوچ خیلͬ

θ̈ +
(g
b

)
θ = 0 (٧۵.۶)

پاندولم این برای تناوب دوره که داد خواهیم نشان کتاب این ۵ فصل در است. خطͬ معادله ͷی معدله این

τ = 2π(b/g)1/2 (٧۶.۶)

است.

حرکت نوع این در ذره سرعت دهید نشان است. مخروطͬ حرکت به مقید پاندولمͬ ١٣.۶ شͺل مطابق تمرین:

u2 = ag sinα tanα (٧٧.۶)

راستای در ذره همچنین و ندارد حرکتͬ عمودی راستای در ذره بͽیرید k را عمودی راستای اگر راهنمایͬ: است.

ندارد. حرکتͬ نیز PC محور
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۶ فصل مغناطیسͬ میدان در باردار ذره ٨.۶

. مخروطͬ پاندولم ͷی :١٣.۶ شͺل

مغناطیسͬ میدان در باردار ذره ٨.۶

دهید نشان مͬ�کند. حرکت B0 ثابت مغناطیسͬ میدان ͷی در e ͬͺتریͺال بار و m جرم به ذره�ای کنید فرض

مͬ�دانید که همانطور است؟ مغناطیسͬ میدان جهت با موازی آن محور که است مارپیچͬ ذره این حرکت کلͬ�ترین

مͬ�شود. داده زیر رابطه با B و E ͬͺتریͺال میدان در بارداری ذره�ی بر شده اعمال F لورنسͬ نیروی

F = eE+ ev× B (٧٨.۶)

z محور جهت در را میدان جهت همچنین است ͬͺتریͺال میدان غیاب در ما مسئله است. ذره سرعت بردار v که

داریم صورت این در مͬ�دهیم. قرار B = B0k یعنͬ

m
dv

dt
= eB0v× k (٧٩.۶)

صورت به را حرکت معادله مͬ�توان بنوسیم، v = vxi+vyj+vzk یعنͬ موئلفه�هایش حسب بر را سرعت بردار اگر

نمود. جداسازی زیر
dvx
dt

= Ωvy
dvy
dt

= −Ωvx
dvz
dt

= 0 (٨٠.۶)

دوم و اول معادلات همچنین است. ثابت V که vz = V که مͬ�دهد نشان آخر معادله است. Ω = eB0/m که

معادله به آن در دوم رابطه دادن قرار و اول رابطه از زمانͬ مشتق گرفتن با هستند. ͷی مرتبه از شده جفت معادلات
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۶ فصل مغناطیسͬ میدان در باردار ذره ٨.۶

مͬ�رسیم زیر دوم مرتبه دیفرانسیلͬ
d2vx
dt2

+ Ω2vx = 0 (٨١.۶)

صورت به معادله این حل که

vx = A sin(Ωt+ α) (٨٢.۶)

هستند. دلخواه ثابت دو α و A که است

آورید؟ به�دست را (x, y, z) یعنͬ حرکت مسیر موئلفه�های A = −RΩفرض :با تمرین

ͷکلاسی ͷانیͺم ٠درسنامه
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٧ فصل

نرمال مدهای و خطͬ نوسانات

خواهیم بررسͬ را شده جفت و شده ͷتحری نوسانͽرهای نیز و میرا غیر میرا، نوسان�های ویژگͬ�های فصل این در

علت است. شده شناخته کامل طور به آنها ͷفیزی و مͬ�روند بشمار ͷانیͺم از مهمͬ قسمت ͷی نوسانͽرها نمود.

نوسانات ͬͺکلاسی خطͬ نظریه فصل این در است. ͷانیͺم در نوسانات مسائل عملͬ اهمیت و گستردگͬ امر، این

که زمانͬ نوسانͽر حرکت از خوبͬ تقریب معمولا خطͬ نظریه اولا عمده: دلیل دو به مͬ�دهیم قرار مطالعه مورد را

اخر حقیقیت اهمیت هستند. بسته فرم به حل قابل مسائل اکثر ثانیا و مͬ�دهد ما به را باشد ͷکوچ نوسانات دامنه

گسترش فنر به شده متصل جسم از حاصل نوسانات مورد در را خطͬ نظریه این ما گرفت. کم دست نبایستͬ را

ادامه در است. استفاده قابل ͷفیزی سرتاسر و ͷانیͺم در گوناگون مسائل برای مشابهͬ معادلات اما داد، خواهیم

هستیم. ثابت ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیلͬ معادلات حل نیازمند فصل، این

فنر به متصل جسم ١.٧

که A شده ثابت نقطه به فنر دیͽر طرف است. شده متصل ناچیز جرم با فنری ته mبه جرم به جسمͬ کنید فرض

مͬ�لغزد. مͬ�گذرد، A نقطه از که مستقیم خط امتداد در میز روی جسم و است شده وصل صاف افقͬ میز ͷی روی

داشته توجه باشند. شده، داده نشان ١.٧ شͺل در که همانطور t زمان در جسم سرعت v و جابجایͬ x دهید اجازه

که زمانͬ بͽیرید. نظر در را جسم بر وارد نیرو�های اکنون . مͬ�شود. اندازه�گیری جسم تعادلͬ نقطه از x که باشید

ممͺن نیز جسم همچنین مͬ�کند. وارد کشیدگͬ این مخالف جهت در S بازگرداننده نیروی فنر مͬ�شود، کشیده فنر

ممͺن سرانجام گیرد. قرار مͬ�شود، اعمال جسم سرعت مخالف جهت در که R مقاومتͬ نیروی تاثیر تحت است

معادله صورت این در باشد. داشته وجود نیز است زمان از مشخصͬ تابع که G(t) خارجͬ محرکه نیروی است
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٧ فصل فنر به متصل جسم ١.٧

. مͬ�کند حرکت مستقیم راستای در و است شده متصل ͷسب فنر انتهای از ͬͺی mبه جسم :١.٧ شͺل

مͬ�شود. داده زیر رابطه با حرکت

m
dv

dt
= −S −R +G(t) (١.٧)

رابطه ͷکوچ کافͬ اندازه به فنر�های برای مͬ�گردد. تعیین x کشیدگͬ مقدار نیز و فنر طراحͬ با S بازگرداننده نیروی

یعنͬ است، خطͬ تقریبا x و S میان

S = αx (٢.٧)

خودرو تعلیق سیستم در که آنهایͬ مانند قوی، فنر مͬ�شود. نامیده قدرت) (یا فنر ثابت که است مثبت ثابتͬ α که

قانون را ٢.٧ معادله دارد. ͬͺکوچ α در، ͹زن پشت فنر که حالͬ در هستند، بزرگͬ α دارای مͬ�شوند گرفته بͺار

که ͬͺفیزی فرایند به R مقاومت نیروی نامند. مͬ� خطͬ فنر را مͬ�کند تبعیت قانون این از دقیقا که فنری و هوک

۴ فصل در که مقاومت بودن مجذوری یا خطͬ قانون سیال، مقاومت برای است. وابسته مͬ�شود، مقاومت سبب

وارد اصطحͺاک نیروی قوانین این از کدام هیچ حال، هر به باشند. مناسب اینجا در مͬ�توانند دادیم، توضیح کتاب

یعنͬ مقاومت، خطͬ قانون مͬ�کنیم فرض بخش این در نمͬ�دهند. نمایش را جسم به سطح طرف از شده

R = βv (٣.٧)

بشمار مقاومت قدرت از معیاری واقع در و است مثبت ثابتͬ که مͬ�شود نامیده مقاومت ثابت β که باشد برقرار

قانون همراه به خطͬ فرضمقاومت برای ما اصلͬ دلیل که ندارد وجود حقیقت این کتمان در نͺته�ای هیچ مͬ�رود.

گرفتن نظر در با صورت، این در کرد. حل صریح طور به مͬ�توان را شده منتج حرکت معادله که است این هوک

حرکت معادله خطͬ، مقاومت و هوک قانون

m
d2x

dt2
+ β

dx

dt
+ αx = G(t) (۴.٧)

زیر متغییرهای تعریف با است.

α = mΩ β = 2mK F (t) = G(t)/m (۵.٧)
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٧ فصل فنر به متصل جسم ١.٧

رسید. خواهیم زیر دوم مرتبه دیفرانسیلͬ رابطه به
d2x

dt2
+ 2Kdx

dt
+ Ω2x = F (t) (۶.٧)

همچنین مͬ�شود. گفته میرا خطͬ نوسانͽر برای حرکت معدله که است جسم برای استانداردی حرکت معادله�ی این

مͬ�نامیم. شده رانده را نوسانات آن، حضور در و آزاد را نوسانات ندارد وجود F (t) که زمانͬ

ͬͺکلاسی ساده نوسانͬ حرکت ١.١.٧

ساده�ترین که مͬ�نامند ͬͺکلاسی خطͬ نوسانͽر اصطلاحا را باشد نشده رانده هم و میرا غیر هم که خطͬ نوسانͽر

به حرکت معدله مورد، این برای بنابراین مͬ�شود. محسوب فیزکͬ سیستم مهمترین مسما اما است ممͺن مدل

مͬ�یابد. کاهش زیر صورت
dx2

dt2
+ Ω2x = 0 (٧.٧)

داریم بنابراین مͬ�گیریم. نظر در x = eλt معادله این حل برای

λ2 + Ω2 = 0 ⇒ λ = ±iΩ (٨.٧)

مͬ�شود. زیر مختلط حل�های به منجر که

x = e±iωt (٩.٧)

صورت این در هستند. x = sinΩt و x = cosΩt ترتیب به اول مختلط حل موهومͬ و حقیقͬ قسمت�های که

ساده ͹هماهن نوسانͽر معادله از کلͬ حقیقͬ حل

x = A cosΩt+B sinΩt (١٠.٧)

زیر متغییر�های تغییر تعریف با اکنون هستند. حقیقͬ های ثابت B و A که است

C =
√

A2 +B2 tan γ = B/A (١١.٧)

مانند دیͽر شͺل به مͬ�توان را بالا رابطه

x = C cos(Ωt− γ) (١٢.٧)

شده داده نشان ٢.٧ شͺل در که همانͽونه همچنین هستند. C > 0 با حقیقͬ دلخواه ثابت�های γ و C که نوشت

رابطه با نوسان این برای تناوب دوره

τ =
2π
Ω

(١٣.٧)

مͬ�شود. مربوط ν فرکانس به Ω = 2πν رابطه با که است زاویه�ای فرکانس Ωکمیت که مͬ�شود داده
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٧ فصل فنر به متصل جسم ٢.٧

فنر به متصل جسم ٢.٧

. ͷکلاسی نوسانͬ ساده حرکت :٢.٧ شͺل

اویزان عمودی طور به ناچیز جرم با فنری توسط m جرم به جسمͬ آن در که کنید فرض را نوسانͽری مثال:

حول جسم عمودی نوسانات دوره صورت این در باشد، شده کشیده b اندازه به فنر تعادل لحظه در اگر است. شده

صورت این در شود پرتاب بالا سمت به uسرعت با ضربه�ای تحت ناگهانͬ طور به جسم اگر بیابید. را تعادلͬ نقطه

یعنͬ هستند، برابر فنر بازگرداننده نیروی با گرانشͬ نیروی تعادل لحظه در بیابید؟ا را جسم بعدی حرکت

αb = mg ⇒ α = mg/b (١۴.٧)

معادله لذا است. α(b+ z) = g(b+ z)/b نتیجه در شود کشیده b+ z اندازه به فنر عمودی راستای در اگر حال

مͬ�شود. داده زیر رابطه با حرکت

m
d2z

dt2
= mg − mg(b+ z)

b
(١۵.٧)

مͬ�رسیم. زیر رابطه به ساده�سازی با که
d2z

dt2
+
(g
b

)
z = 0 (١۶.٧)

تناوب دوره و Ω2 = g/b ، ٧.٧ ساده نوسانͽر معادله با مقایسه با صورت این در

τ =
2π
Ω

= 2π
( b
g

)(١٧.٧)
به جسم بعدی حرکت ż(t = 0) = u نیز و z(t = 0) = 0 اولیه شرایط اعمال با همچنین مͬ�آید. دست به

است. زیر صورت

x = A cosΩt+B sinΩt ⇒ x = − u

Ω
sinΩt (١٨.٧)

کنید؟ حل را کتاب ۵ فصل ٣ و ١ تمرین�های شماره تمرین:

صورت به را شده�اند وصل یͺدیͽر به 8a طبیعͬ طول با فنر ͷی توسط را ͷکوچm Mو جرم به جسم دو مثال:

جسم حال باشد. 7a فنر طول و میز روی M جسم که است تعادل حال در سیستم زمانͬ مͬ�دهیم. قرار عمودی
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٧ فصل فنر به متصل جسم ٢.٧

دهید نشان مͬ�کنیم. رها را آن سپس و شود فشرده خود طبیعͬ طول نصف میزان به فنر تا مͬ�دهیم فشار را بالای

جسم که زمانͬ باشد، M = 3m که موردی برای مͬ�شود؟ جدا میز سطح از باشد M < 2m اگر پایینتر جسم

است؟ چقدر مͬ�کند ترک را میز سطح پایینͬ

وارد بایستͬ گرانش بر غلبه بری را mg بازگردانده نیروی مͬ�شود فشرده −a اندازه به که زمانͬ فنر اینͺه علت به

شد. خواهد داده زیر رابطه با فنر ثابت بنابراین کند

α =
mg

a
(١٩.٧)

سمت به را منفͬ جهت اگر −a اندازه به یعنͬ یافته کاهش 7a به 8a از فنر طول تعادل حال در باشد داشته توجه

تا صورت این در بͽیریم، نظر در بالای جسم جابجایͬ میزان را x دهید اجازه است. شده فشرده بͽیریم، پایین

است. زیر صورت به حرکت معادله نͺرده، ترک را سطح پایینͬ جسم که زمانͬ

mẍ+ αx = 0 ⇒ ẍ+ Ω2x = 0 (٢٠.٧)

با بالا دیفرانسیلͬ معدله کلͬ حل لذا است. Ω = (g/a)1/2 که

x = A cosωt+B sinΩt (٢١.٧)

به�دست B = 0 و A = −3a مقادیر ẋ(t = 0) = 0 و x(t = 0) = −3a اولیه شرایط اعمال با مͬ�شود. داده

داشت، خواهیم بنابراین مͬ�آیند.

x = −3a cosΩt (٢٢.٧)

رابطه با فنر تنش صورت این در باشد x− a فنر فشردگͬ میزان اگر t زمان در

T = α(x− a) = −mg

a
(3 cosΩt+ a) (٢٣.٧)

از باشد T ≤ Mg که زمانͬ تا پایینͬ جسم صورت این در مͬ�شود وارد نیز پایینͬ جسم به بالا سمت به تنش این

یعنͬ شد، نخواهد جدا میز

−mg(3 cosΩt+ 1) ≤ Mg (٢۴.٧)

[−4mg, 2mg] میان بالا قبولطرفچپرابطه قابل رنج بنابراین است، [−1, 1] بازه در cosΩt تابع برد اینͺه علت به

M < 2m حالت برای ولͬ نمͬ�شود جدا میز از هرگز دوم Mجسم ≥ 2mg حالت برای صورت این در است.

زیر رابطه به −mg(3 cosΩt + 1) = Mg شرط M = 3
2m حالت برای شد. خواهد جدا میز از پایینͬ جسم

مͬ�یابد. کاهش

6 cosΩt = −5 ⇒ t =
(a
g

)1/2
cos−1(

−5
6

) (٢۵.٧)

مͬ�کند. ترک را میز پایینͬ جسم که است زمانͬ t که
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٧ فصل میرا ساده نوسانͬ حرکت ٣.٧

میرا ساده نوسانͬ حرکت ٣.٧

مͬ�شود. نوشته زیر صورت به ۶.٧ معادله کلͬ شͺل نباش، خارجͬ نیروی اما باشد داشته حضور میرایͬ که زمانͬ
dx2

dt2
+ 2Kdx

dt
+ Ω2x = 0 (٢۶.٧)

مͬ�کند. صدق زیر معدله در λ که مͬ�شود داده x = eλt با دیفرانسیلͬ معادله این حل برای که

λ2 + 2Kλ+ Ω2 = 0 ⇒ (λ+K)2 = K2 − Ω2 (٢٧.٧)

دارد. وجود مختلفͬ حالت�های Kباشد > Ω Kو = Ω ،K < Ω اینͺه به بسته که

بحرانͬ) میرایͬ میرایͬ(زیر زیر ١.٣.٧

مͬ�نوسیم. زیر صورت به را λ بر حاکم Kمعادله < Ω با میرایͬ زیر مورد در

(λ+K)2 = −Ω2
D (٢٨.٧)

خواهند λ = −K± iΩD صورت به λ مقادیر بنابراین است. مثبت حقیقͬ عدد ͷی Ω2
D = (Ω2−K2)1/2 که

با مختلط جواب جفت نیز و بود

x = e−Kte±iΩDt (٢٩.٧)

مختلط جواب اولین موهومͬ و حقیقͬ قسمت�های مͬ�دهند. مختلط حل�های فضای برای پایه�ای تشͺیل که هستند

x =
{ eKt cosΩDt

eKt sinΩDt
(٣٠.٧)

میرا ساده نوسانͽر از کلͬ حقیقͬ حل بنابراین مͬ�دهند. تشͺیل را حقیقͬ حل�های فضای پایه�ی توابع این و هستند

شد. خواهد داده زیر شͺل به

x = e−Kt(A cosΩDt+B sinΩDt) (٣١.٧)

نوشت، نیز دیͽر شͺل به مͬ�توان را کلͬ حل هستند. حقیقͬ دلخواه ثابت�های B و A که

x = Ce−Kt cos(ΩDt− γ) (٣٢.٧)

دامنه پیداست معادله این شͺل از که هستند.همانطور C > 0 که قید این با دلخواه حقیقͬ ثابت�های γ و C که

دوره همچنین ببینید.) را ٣.٧ (شͺل مͬ�یابد کاهش نمایͬ طور به یعنͬ Ce−Kt دامنه با زمان گذشت با نوسانات
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٧ فصل میرا ساده نوسانͬ حرکت ٣.٧

مͬ�شود. داده زیر رابطه با نوسانات این تناوب

τ =
2π
ΩD

=
2π

(Ω2 −K2)1/2
(٣٣.٧)

بحرانͬ) میرایͬ (فوق میرایͬ فوق ٢.٣.٧

نوشت. زیر صورت به مͬ�توان را λ معادله بنابراین مͬ�شود Kفرض > Ω مورد این در

(λ+K)2 = δ2 (٣۴.٧)

حقیقͬ که است λ = −K ± δ ، λ مقادیر صورت این در است. مثبت حقیقͬ عدد ͷی δ2 = (K2 − Ω2) که

صورت به حقیقͬ جواب�های جفت نیز و هستند.

x = e−Kte±δt (٣۵.٧)

قابل زیر رابطه با مورد این در میرا نوسانͽر کلͬ حقیقͬ حل مͬ�روند. بشمار حقیقͬ حل�های فضای برای پایه�ای

است. توصیف

x = e−Kt(Aeδt +Be−δt) (٣۶.٧)

بحرانͬ فوق حالت در است شده داده نشان ۴.٧ شͺل در که همانطور هستند. حقیقͬ دلخواه ثابت�های B و A که

به سادگͬ به سپس مͬ�شود رها سͺون حالت از جسم که زمانͬ مثال برای نمͬ�گیرد. صورت نوسانͬ گونه هیچ

از بعد سپس شود پرتاب تعادلͬ نقطه سمت به کافͬ سرعت با اگر دیͽر سوی از مͬ�گردد. باز تعادلͬ نقطه سمت

مͬ�گردد. باز دیͽر سمت از تعادلͬ نقطه سمت به دوباره تعادل نقطه از عبور یͺبار

. میرایͬ زیر ساده�ی نوسانͬ حرکت :٣.٧ شͺل
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٧ فصل واداشته نوسانͬ حرکت ۴.٧

. میرایͬ فوق ساده�ی نوسانͬ حرکت :۴.٧ شͺل

بحرانͬ میرایͬ ٣.٣.٧

نمͬ�پذیرد. صورت نوسانͬ بحرانͬ فوق حالت مانند Kباشد = Ω که زمانͬ

بیابد؟ را کلͬ حل� بحرانͬ مورد برای تمرین:

واداشته نوسانͬ حرکت ۴.٧

نیروی منشا مͬ�گیریم. نظر در را است زمان از مشخصͬ تابع فرضمͬ�کنیم G(t)که بیرونͬ محرکه نیروی اثر اکنون

شد. خواهد داده زیر صورت به واداشته حرکت بر حاکم معادله باشد، که هرچه محرکه
dx2

dt2
+ 2Kdx

dt
+ Ω2x = F (t) (٣٧.٧)

شͺل به زمانͬ نوسانͬ نیروی را خارجͬ محرکه نیروی اکنون

F (t) = F0 cos pt (٣٨.٧)

زاویه�ای فرکانس p نیز و شده اعمال نوسانͬ نیروی دامنه mF0 نیز و مثبت ثابت�های p و F0 که مͬ�کنیم انتخاب

داریم، حرکت معادله در نیروهای چنین دادن قرار با هستند. آن
dx2

dt2
+ 2Kdx

dt
+ Ω2x = F0e

ipt (٣٩.٧)

تقاضا اکنون کرده�ایم. انتخاب را F0e
ipt یعنͬ F0 cos(ipt) تابع مختلط شͺل ما رابطه این در که کنید توجه

باشد. دیفرانسیلͬ معادله این خصوصͬ) (حل ویژه حل زیر مختلط حل مͬ�کنیم

x = ceipt (۴٠.٧)
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٧ فصل واداشته نوسانͬ حرکت ۴.٧

داشت خواهیم ٣٩.٧ معادله در حل این دادن قرار با مͬ�نامند. مختلط دامنه را آن که است مختلط ثابت c که

c =
F0

Ω2 − p2 + 2iKp
(۴١.٧)

مͬ�شود. گرفته نظر در ٣٩.٧ ویژه حل عنوان به زیر مختلط تابع بنابراین
F0e

ipt

Ω2 − p2 + 2iKp
(۴٢.٧)

صورت به که است ویژه حل حل، این حقیقͬ قسمت واقع در

xD = a cos(pt− γ) (۴٣.٧)

نامیده فاز زاویه و محرکه پاسخ دامنه ترتیب به که هستند γ = −argc و a = |c| = (cc∗)1/2 که مͬ�شود نوشته

بنابراین مͬ�شوند.

a =
F0

((Ω2 − p2)2 + 4K2p2)1/2
tan γ =

2Kp

Ω2 − p2
0 < γ ≤ π (۴۴.٧)

مͬ�باشد. زیر صورت به ٣٩.٧ معادله کلͬ حل اما

x = xD + xCF = a cos(pt− γ) + xCF (۴۵.٧)

دامنه زمان گذشت با میرا نوسانͽر برای شده گفته حالت�های تمام در زیرا گذرا: (پاسخ مͺمل تابع xCF که

دیͽر عبارت به است. واداشته غͬ نوسانͽر مسئله برای کلͬ حل که است ( مͬ�کند. میل صفر سمت به نوسانات

است. ٢۶.٧ معادله حل

است. زیر صورت به واداشته میرای نوسانͽر ͷی دیفرانسیلͬ معادله مثال:
dx2

dt2
+ 3dx

dt
+ 2x = 10 cos t (۴۶.٧)

بیابید؟ را نوسانͽر این بعدی حرکت است. ساکن مبدا در ابتدا در و

مͬ�کنیم. بازنویسͬ زیر شͺل به را آن معادله این xD ویژه حل یافتن برای ابتدا
dx2

dt2
+ 3dx

dt
+ 2x = 10eit (۴٧.٧)

مͬ�شود. محاسبه زیر صورت به ثابتحل بالا معادله در آن دادن قرار با باشد. x = ceit شͺل به حل داریم تقاضا و

c =
10

1+ 3i
= 1− 3i (۴٨.٧)

مͬ�آید. به�دست زیر رابطه با حقیقͬ قسمت گرفتن با ویژه حل صورت این در

xD = R[(1− 3i)eit] = cos t+ 3 sin t (۴٩.٧)
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٧ فصل نوسانͬ سیستم ͷی در تشدید ۵.٧

بͽیریم. نظر در را زیر رابطه بایستͬ مͺمل حل یافتن برای دیͽر سوی از
d2x

dt2
+ 3dx

dt
+ 2x = 0 (۵٠.٧)

آن حل سادگͬ به که

x = Ae−t +Be−2t (۵١.٧)

شͺل به کلͬ حل بنابراین کنید.). مراجعه واداشته غیر میرای نوسانات قسمت (به است

x = cos t+ 3 sin t+ Ae−t +Be−2t (۵٢.٧)

مͬ�رسیم. زیر روابط به ẋ(t = 0) = 0 نیز و x(t = 0) = 0 اولیه شرایط گرفتن نظر در با است.

0 = 1+ A+B (۵٣.٧)

0 = 3− A− 2B (۵۴.٧)

صورت به بعدی نوسانͬ حرکت بنابراین مͬ�آید. به�دست B = 4 و A = −5 معادلات این حل با که

x = cos t+ 3 sin t− 5e−t + 4e−2t (۵۵.٧)

γ = فاز) (زاویه فاز تاخیر و a = (12 + 32)1/2 =
√
10 محرکه پاسخ دامنه صورت این در است.

هستند. tan−1(3/1) ∼ 72o

نیست. لازم نمودار کنید؟ حل را کتاب ۵ فصل ١٠ شماره مسئله تمرین:

نوسانͬ سیستم ͷی در تشدید ۵.٧

کلͬ رابطه در کردیم اشاره قبلا که همانطور

a =
F0

((Ω2 − p2)2 + 4K2p2)1/2
(۵۶.٧)

فرکانس و فنر ثابت شده، اعمال نیروی دامنه کنید فرض حال است. mF0 cos pt نیروی به محرکه پاسخ a دامنه

هستیم سوال این دنبال به حال است. p از فقط تابعͬ a لذا کند. تغییر بالا رابطه در p تنها و باشند ثابت زاویه�ای

دهید اجازه پاسخ برای مͬ�افتد؟ اتفاق محرکه پاسخ دامنه بزرگترین p از مقدار چه ازای به که

f(p) = (Ω2 − p2)2 + 4K2p2 (۵٧.٧)

یعنͬ مͬ�افتد، اتفاق f(p) کمینه نقاط در آن بیشنه که است a = F0√
f(p)

صورت این در کنیم تعریف را

f ′(q) = −2(Ω2 − q) + 4K2 = 2(q − (Ω2 − 2K2)) (۵٨.٧)
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٧ فصل نوسانͬ سیستم ͷی در تشدید ۵.٧

K/Ω = 0٫ 1, 0٫ 2, 0٫ 3, 1 مقادیر برای p/Ω محرکه فرکانس حسب بر (F0/Ω
2)a بعد بدون دامنه :۵.٧ شͺل

. پایین. به بالا از

بنابراین مͬ�یابد. افزایش ،q > Ω2 − 2K2 برای و مͬ�یابد کاهش f(q) ،q < Ω2 − 2K2 برای که طوری به

دارد. ͬͽبست باشد، منفͬ یا مثبت مقدار این اینͺه به مورد دو این دارد. q = Ω2− 2K2 در کمینه نقطه ͷی f(q)

که p = pR که زمانͬ دارد را اش بیشینه مقدار a و مثبت q = Ω2 − 2K2 نقطه Ω2 > 2K2 وقتͬ اول: مورد

pR = (Ω2 − 2K2)1/2 (۵٩.٧)

محرکه پاسخ دامنه صورت این در مͬ�گویند تشدید فرکانس آن به که است

amax =
F0

2K(Ω2 −K2)1/2
(۶٠.٧)

است.

ندارد. بیشینه a تابع p > 0 برای که طوری به است p از صعودی تابعͬ a باشد، Ω2 ≤ 2K2 وقتͬ دوم: مورد

مͬ�توان که هستند تشدید نام به ͬͺفیزی کاملا پدیده از مثال�های اینها است. شده داده نشان ۵.٧ شͺل در نتایج این

کرد. بیان زیر صورت به را آن از کامل نسبتا نه بیان ͷی

Ω زاویه�ای فرکانس با آزاد نوسانات بتواند ͬͺفیزی سیستم ͷی میرایͬ غیاب در کنید فرض تشدید: پدیده •

مادامͬ نمود خواهند القا سیستم در بزرگ پاسخ ͷی p زاویه�ای فرکانس با محرک نیروی سپس دهد. انجام

نباشد. بزرگ خیلͬ میرایͬ تا مͬ�شود منجر خود که باشد ͷنزدی Ω به p که

کلͬ اصل ͷی این بلͺه نمͬ�شود محدود �کنیم مͬ مطالعه اینجا در ما که ͬͺانیͺم سیستم�های به تنها اصل این

اتم�ها از کوانتومͬ ͷانیͺم نوسانات نیز و مدارها در ͬͺتریͺال جریان نوسانات برای مثال برای که است ͬͺفیزی

باشد، ͷکوچ K/Ω که زمانͬ Ω به ͷنزدی اما کمتر، همیشه pR فرکانس باشید دشته توجه مͬ�شود. استفاده نیز
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٧ فصل عام تناوبͬ محرکه نیروهای ۶.٧

با تقریبͬ طور به amax یعنͬ تشدید ͷپی بلندترین است.

amax =
F0

2KΩ(1− K2

Ω2 )1/2
∼ F0Ω

2KΩ2

(
1+ K2

2Ω2

)
∼ F0

2Ω2

(K
Ω

)−1
(۶١.٧)

تشدید ͷپی پهنای حد، همین در مͬ�کند. میل بینهایت سمت به amax باشد، ͷکوچ K
Ω
که حدی در بنابراین

amax تابع که مͬ�دهد نشان ۶٠.٧ رابطه (نͺته مͬ�کند. میل صفر سمت به نتیجه در و است K
Ω
با متناسب مستقیما

است.) K
Ω
آن ͷپی پهنای دید مͬ�توان راحتͬ به بنابراین است لورنسͬ

عام تناوبͬ محرکه نیروهای ۶.٧

بسط mf(t)نیز (دوره�ای) تناوبͬ نیرو هر به مͬ�توان را برده�ایم بͺار زمانͬ نوسانͬ نیروهای برای تاکنون که روشͬ

شود تͺرار مجددا τ تناوب دوره هر در f تابع شͺل اگر مͬ�شود گفته دوره�ای را τ تناوب دوره با f(t) تابع داد.

تͺرار بعدی 2π بازه در دوباره 2π تناوب دوره از بعد زیرا است ͷپریودی یا تناوبͬ تابع ͷی سیسنوس تابع مثلا

که روشͬ مͬ�شود. تͺرار دوباره 2π بازه در مربعͬ موج تابع که دید مͬ�توان ۶.٧ شͺل در مثال برای مͬ�شود.

است 2π آنها تناوب دوره که محرکه�ی نیروهای برای است. فوریه سری هستیم آن نیازمند توابعͬ چنین بسط برای

کرد. استفاده زیر فوریه سری از مͬ�توان

ͷی عنوان به مͬ�توان را 2π تناوب دوره با متناوب f(t) تابع هر که مͬ�کند بیان نظریه این فوریه: نظریه •

شͺل به فوریه سری

f(t) =
1
2
a0 +

∞∑
n=1

an cosnt+ bn sinnt (۶٢.٧)

که نوشت

an =
1
π

∫ π

−π

f(t) cosntdt bn =
1
π

∫ π

−π

f(t) sinntdt (۶٣.٧)

صورت به مͬ�توان را 2π تناوب دوره با f(t) تابع هر که مͬ�دهد نشان بسط این هستند. بسط ضرایب

ͷهارمونی توابع مثلثاتͬ (توابع کرد. بیان دارند، 2πتناوب دوره ͷی هر که زمانͬ ͷهارمونی توابع از جمعͬ

هستند.)

زوج تابع اگر همچنین و هستند صفر a0 و an باشد، فرد تابع ͷی f(t) اگر پیداست بالا رابطه در که همانطور

هستند. صفر bn ضریب�های باشد

حرکت معادله با میرا خطͬ نوسانͽر ͷی برای محرکه پاسخ تناوبͬ: ͷهارمونی غیر محرکه نیروی مثال:
dx2

dt2
+ 2Kdx

dt
+ Ω2x = F (t) (۶۴.٧)
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٧ فصل عام تناوبͬ محرکه نیروهای ۶.٧

. مربعͬ موج :۶.٧ شͺل

شͺل به 2π تناوب دوره با F (t) که موردی برای

F (t) =
{ F0 (0 < t < π)

−F0 (π < t < 2π)
(۶۵.٧)

بیابید؟ را (۶.٧ (شͺل است

تابعͬ پیداست تابع شͺل از که همانطور کنیم. مشخص را بسط ضرایب بایستͬ تابع این فوریه سری یافتن برای

دید، مͬ�توان صورت این در است قرینه مختصات مبدا به نسبت یعنͬ است فرد

an =
1
π

∫ π

−π

F (t) cosntdt =
1
π

∫ 0

−π

(−F0) cosntdt+
1
π

∫ π

0
(+F0) cosntdt = 0 (۶۶.٧)

نیز زیر های انتͽرال همچنین بͽذارید. n = 0 بالا رابطه در است کافͬ a0 یافتن برای که است ذکر به لازم است.

هستند. ∫مفید
sinntdt = −cosnt

n

∫
cosntdt =

sinnt

n
(۶٧.٧)

دیͽر، طرفͬ از

bn =
1
π

∫ π

−π

F (t) sinntdt =
1
π

∫ 0

−π

(−F0) sinntdt+
1
π

∫ π

0
(+F0) sinntdt (۶٨.٧)

=
2F0

π

∫ π

0
sinntdt =

2F0

π

[
− cosnt

n

]π
0
=

F0

π

(1− cosnπ

n

)
=

2F0

π

(1− (−1)n

n

)
مͬ�شود. داده زیر صورت به F (t) تابع فوریه بسط بنابراین است.

F (t) =
∞∑
n=1

2F0

π

(1− (−1)n

n

)
sinnt (۶٩.٧)

٩٨



٧ فصل عام تناوبͬ محرکه نیروهای ۶.٧

زیر دیفرانسیلͬ معادله ابتدا منظور این برای m(bnاست، sinnt) نیروی به نوسانͽر محرکه پاسخ یافتن بعد مرحله

مͬ�گیریم. نظر در را
d2x

dt2
+ 2Kdx

dt
+ Ω2x = bne

int (٧٠.٧)

مͬ�رسیم. c برای زیر رابطه به بالا رابطه در آن دادن قرار با که مͬ�کنیم فرض ceint صورت به را ویژه حل

c =
bn

Ω2 − n2 + 2iK
(٧١.٧)

آوریم. دست به را بالا رابطه حقیقͬ قسمت بایستͬ داریم نیاز حقیقͬ جواب�های به اینͺه علت به

R
( bne

int

Ω2 − n2 + 2iKn

)
= bn

((Ω2 − n2) sinnt+ 2Kn cosnt

(Ω2 − n2)2 + 4K2n2

)
(٧٢.٧)

رابطه با z = x+ iy مختلط تابع موهومͬ قسمت و حقیقͬ قسمت راهنمایͬ کنید. استخراج را بالا رابطه تمرین:

مͬ�شود. داده زیر

R(z) = x =
z + z∗

2
I(z) = y =

z − z∗

2i
(٧٣.٧)

مͬ�شود. داده زیر رابطه با نیرو به نوسانͽر محرک پاسخ اکنون

x =
2F0

π

∞∑
n=1

(1− (−1)n

n

)((Ω2 − n2) sinnt+ 2Kn cosnt

(Ω2 − n2)2 + 4K2n2

)
(٧۴.٧)

نمایید. مشاهده را ٧.٧ شͺل بیابید؟ را زیر تناوبͬ تابع به نوسانͽر محرکت پاسخ تمرین:

. اره�ای دندان تابع :٧.٧ شͺل

F (t) = F0t (−π < t < π) (٧۵.٧)
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٧ فصل نرمال مدهای و شده جفت نوسانͽر�های ٧.٧

نرمال مدهای و شده جفت نوسانͽر�های ٧.٧

. شده�اند متصل یͺدیͽر به دارند طولͬ نوسانات که فنر سه میان ذره دو :٨.٧ شͺل

این به که شده�اند متصل فنر سه توسط m یͺسان جرم به جسم دو شده داده نشان ٨.٧ شͺل در که همانطور

دو جابجایͬ را y و x دهید اجازه مͬ�گذارد. تاثیر هم بر آنها نوسان زیرا مͬ�گوییم شده جفت نوسانͽر�های مجموعه

نیازمندیم سیستم این توصیف برای مختصه دو این به تنها اینͺه علت به بͽیریم. نظر در تعادلیشان نقاط از جسم

y− x ، x اندازه به فنرها راست به چپ از ترتیب به t زمان در همچنین است. دو سیستم این آزادی درجه بنابراین

در باشد 4α و 2α ، α راست به چپ از ترتیب به فنر ثابت�های کنیم فرض اگر مͬ�شوند. کشیده یا فشرده −y و

دو این برای حرکت معادله بنابراین 4αy−است. و 2α(y− x) ، αxترتیب به آنها بزگرداننده نیروی صورت این

مͬ�شود. داده زیر رابطه�های با جسم

mẍ = −αx+ 2α(y − x) (٧۶.٧)

mÿ = −2α(y − x)− 4αy (٧٧.٧)

کرد. بازنویسͬ زیر شͺل به مͬ�توان را آنها که

ẍ + 3n2x− 2n2y = 0 (٧٨.٧)

ÿ − 2n2x+ 6n2y = 0 (٧٩.٧)

مرتبه همͽن خطͬ دیفرانسیلͬ معادله دو معادله دو این پیداست که همانطور است. مثبت ثابتͬ n2 = α/m که

نیست متغییر ͷی از تابعͬ تنها معادله هر که است این جفتشدن از (منظور شده�اند جفت یͺدیͽر با که هستند دوم

باشند. زیر صورت به y و x فرضجواب�های معادلات این حل برای .( دارند. حضور معادله دو در متغییر دو بلͺه

x = A cos(ωt− γ) (٨٠.٧)

y = B cos(ωt− γ) (٨١.٧)
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٧ فصل نرمال مدهای و شده جفت نوسانͽر�های ٧.٧

فرکانس با زمان در ͹هماهن طور به مͬ�کنند تعیین را سیستم پیͺربندی که مختصات تمام که باشد داشته توجه

بالا حل�های دادن قرار با حال است. متفاوت یͺدیͽر با کلͬ طور به آنها دامنه اما مͬ�کنند تغییر یͺسان فاز و یͺسان

مͬ�رسیم. زیر روابط به ٧٨.٧ معادلات در

− ω2A cos(ωt− γ) + 3n2A cos(ωt− γ)− 2n2B cos(ωt− γ) = 0 (٨٢.٧)

−ω2B cos(ωt− γ) − 2n2A cos(ωt− γ) + 6n2B cos(ωt− γ) = 0 (٨٣.٧)

داریم ساده�سازی با که

(3n2 − ω2)A− 2n2B = 0 (٨۴.٧)

−2n2A+ (6n2 − ω2)B = 0 (٨۵.٧)

همͽن معادلات این اینͺه علت به هستند. B و A دامنه�های برای مجهولͬ چند خطͬ جبری معادلات اینها که

است. x = y = 0 تعادلͬ نقطه به مربوط حل این حال هر به است. A = B = 0 بدیعͬ حل ͷی هستند

دترمینان که است این آن و دارد وجود ساده�ای شرط منظور این برای آوریم. به�دست بایستͬ را غیربدیعͬ حل اکنون

صورت این در باشد صفر بایستͬ ضرایب

det
(3n2 − ω2 −2n2

−2n2 6n2 − ω2

)
= 0 (٨۶.٧)

مͬ�رسیم. زیر رابطه به ساده�سازی از بعد که

ω4 − 9n2ω2 + 14n4 = 0 (٨٧.٧)

آن جواب�های که است. ω2 به نسبت دوم درجه معادله ͷی

ω2
1 = 2n2 ω2

2 = 7n2 (٨٨.٧)

نوسانͬ سیستم�های برای نرمال فرکانس�های به که دارد وجود
√
7n و

√
2n فرکانس�های با نرمال مد دو بنابراین

مͬ�شوند. تبدیل زیر رابطه به ٨۴.٧ معادلات ω2 = 2n2 یعنͬ آهسته مد انتخاب با مͬ�شوند. شناخته

n2A− 2n2B = 0 (٨٩.٧)

−2n2A+ 4n2B = 0 (٩٠.٧)

صفر غیر مقداری δ که B = δ و A = 2δ فرض با صورت این در مͬ�شود. A = 2B به منجر روابطه این حل
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٧ فصل نرمال مدهای و شده جفت نوسانͽر�های ٧.٧

رسید. خواهیم زیر آهسته نرمال مدهای به است،

x = 2δ cos(
√
2nt− γ) (٩١.٧)

y = δ cos(
√
2nt− γ) (٩٢.٧)

مͬ�شوند. داده زیر صورت به نرمال مدهای ω2 = 7n2 یعنͬ سریع مد�های حالت برای دهید نشان تمرین:

x = δ cos(
√
7nt− γ) (٩٣.٧)

y = −2δ cos(
√
7nt− γ) (٩۴.٧)

نوسانͬ سیستم این برای کلͬ حل اکنون

x = 2δ1 cos(
√
2nt− γ1) + δ2 cos(

√
7nt− γ2) (٩۵.٧)

y = δ1 cos(
√
2nt− γ1)− 2δ2 cos(

√
7nt− γ2) (٩۶.٧)

زمان در x, y, ẋ, ẏ اولیه شرط چهار مند نیاز (γ1, γ2, δ1, δ2) ثابت�های آوردن به�دست به برای باشید داشته توجه

هستیم. t = 0

m و 2m جرم�های به Q و P ذرات است. شده داده نشان ٩.٧ شͺل در عرضͬ نوسانͽرهای از سیستمͬ تمرین:

. شده�اند. متصل دارد عرضͬ ͷکوچ نوسانات که ͬͺسب طناب� با ذره دو :٩.٧ شͺل

نرمال فرکانس�های ،ͷکوچ نوسانͬ زوایای برای شده�اند. متصل یͺدیͽر به T0 تنش با و ناچیز جرم با طنابͬ توسط

بیابید؟ را کلͬ حل نیز و نرمال مدهای و

طول به و ناچیز جرم با طناب ͷی توسط O ثابت نقطه از آویزان 3m جرم به P جسم ١٠.٧ شͺل مطابق مثال:

در سیستم است. شده متصل a طول به دیͽری طناب توسط آن از mبعد جرم با Q دوم ذره است. شده آویزان a
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٧ فصل نرمال مدهای و شده جفت نوسانͽر�های ٧.٧

. تایͬ دو پاندولم :١٠.٧ شͺل

رسید؟ خواهیم زیر معادلات به ͷکوچ نوسانات برای دهید نشان مͬ�کند. حرکت O از گذارنده عموری صفحه

3θ̈ + 4n2θ − n2ϕ = 0 (٩٧.٧)

θ̈ + ϕ̈+ n2ϕ = 0 (٩٨.٧)

z2 و z1 نیز و افقͬ جابجایͬ�های x2 و x1 دهید اجازه است. n2 = g/a نیز و هستند نوسان زوایای ϕ و θ که

مͬ�شوند. نوشته زیر صورت به P جسم برای حرکت معادلات صورت این در باشند. عمودی جابجای�های

3mẍ1 = T2 sinϕ− T1 sinΘ 3mz̈1 = T1 cos θ − T2 cosϕ− 3mg (٩٩.٧)

هستند. زیر شͺل به حرکت معادلات Q جسم برای همچنین

mẍ2 = −T2 sinϕ mz̈2 = T2 cosϕ−mg (١٠٠.٧)

خطͬ تقریب در

x1 = a sin θ ∼ aθ x2 = a sin θ + a sinϕ ∼ a(θ + ϕ) (١٠١.٧)

z1 = a cos θ ∼ a z2 = a cos θ + a cosϕ ∼ 2a (١٠٢.٧)
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٧ فصل نرمال مدهای و شده جفت نوسانͽر�های ٧.٧

داریم بنابراین است.). چشم�پوشͬ قابل عمودی راستای در جابجایͬ مͬ�دهد نشان بالا (رابطه هستند

3maθ̈ = T2ϕ− T1θ 0 = T1 − T2 − 3mg (١٠٣.٧)

ma(θ̈ + ϕ̈) = −T2ϕ 0 = T2 −mg (١٠۴.٧)

خواهیم زیر رابطه به جبری عملیات انجام از بعد حال است. T1 = 4mg و T2 = mg دید مͬ�توان بالا روابط از

رسید.

3θ̈ + 4n2θ − n2ϕ = 0 (١٠۵.٧)

θ̈ + ϕ̈+ n2ϕ = 0 (١٠۶.٧)

آورید؟ به�دست را بالا مثال برای نرمال مدهای و نرمال فرکانس�های تمرین:

ͷکلاسی ͷانیͺم ٠درسنامه
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٨ فصل

انرژی ͬͽپایست

مطالعه مورد را انرژی ͬͽپایست و پتانسیل انرژی پایستار، نیروهای میدان� ذره، ͷی برای انرژی اصل فصل این در

انرژی روش�های اینͺه علیرغم مͬ�شود. معرفͬ نیز آن بقای و ͬͺانیͺم انرژی از مفهومͬ فصل این در مͬ�دهیم. قرار

ظریف و سریع روشͬ با مسائل از بسیاری حل برای وسیعتری دید ͷی آنها ولͬ نیستند ضروری مثال حل برای هرگز

کلͬ، طور به مͬ�کند. اجرا را ͷانیͺم در هامیتونͬ و لاگرانژی فرمولبندی در پایه�ای نقشͬ انرژی مͬ�دهند. ما به را

کل در اصل مهمترین و فراگیرترین انرژی ͬͽپایست که طوری به است یافته گسترش فزاینده�ای طور به انرژی مفهوم

مͬ�رود. بشمار ͷفیزی

انرژی اصل ١.٨

�اش حرکت معادله بنابراین مͬ�کند. حرکت F نیروی تاثیر mتحت جرم با P ذره کنید فرض

m
dv
dt

= F (١.٨)

نمͬ�دهیم. قرار F نیروی روی محدودیتͬ هیچ ما مرحله این در است. t لحظه در ذره سرعت بردار v که است

به نیرو ͷی از بیش اگر همچنین باشد. دیͽری چیز هر یا و زمان ، P ذره سرعت مͺان، به وابسته نیرو است ممͺن

١.٨ رابطه طرفین کردن اسͺالر ضرب با نیروهاست. این برایند بردار معنای به F صورت این در شود وارد P ذره

مͬ�آوریم. به�دست را زیر اسͺالر معادله v با

mv. v
dt

= F.v (٢.٨)
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٨ فصل انرژی اصل ١.٨

چون و

mv. v
dt

=
d

dt

(1
2
mv.v

)
(٣.٨)

شͺل به معادله�ی به
dT

dt
= F.v (۴.٨)

گرفتن با حال مͬ�شود. نامیده P ذره جنبشͬ انرژی کمیت این که است T = 1
2mv.v = 1

2 |v|
2 که مͬ�رسیم

داریم [t1, t2] زمانͬ بازه در ۴.٨ رابطه از انتͽرال

T2 − T1 =

∫ t2

t1

F.vdt (۵.٨)

تحت متحرک ذره�ای برای انرژی اصل رابطه این هستند. t2 و t1 زمان�های در P ذره انرژی ترتیب به T2 و T1 که

است. F نیروی

اسͺالر کمیت شده: انجام کار •

W =

∫ t2

t1

F.vdt (۶.٨)

در F نیروی کار ͹آهن بنابراین مͬ�شود. نامیده [t1, t2] زمانͬ بازه طͬ در F نیروی توسط شده انجام کار

وات ͷی ثانیه بر ژول ͷی و (J) ژول کار واحد استاندارد، واحد در است. dW/dt = F.v با برابر t زمان

است. (W )

بازه ͷی در ذره جنبشͬ انرژی در افزایش ذره، ͷی حرکت هر در که مͬ�کند بیان ذره ͷی برای انرژی اصل بنابراین

اصل مͬ�رسد نظر به است. زمانͬ بازه همین طͬ در اعمالͬ نیروی توسط شده انجام کار با برابر مشخص زمانͬ

اصل گرفتن نظر در با نمͬ�توان تنها که طوری به است حرکت معادله به نسبت کمتری اطلاعات شامل کلͬ به انرژی

تنها ذره مͺان یعنͬ دارد آزادی درجه ͷی P ذره که موقعͬ مشخصکرد. کامل را ذره حرکت تا داشت انتظار انرژی

با انرژی اصل و حرکت معادله مورد این در است. ساده�تر قدری مطلب این مͬ�شود، مشخص اسͺالر متغییر ͷی با

است. کافͬ حرکت کردن مشخص برای تنهایͬ به انرژی اصل و هستند معادل یͺدیͽر

کنید؟ حل را کتاب ۶ فصل ١ مسئله تمرین:
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٨ فصل الخط مستقیم حرکت در انرژی ͬͽپایست ٢.٨

الخط مستقیم حرکت در انرژی ͬͽپایست ٢.٨

این در مͬ�کند. حرکت مͬ�شود، وارد x مثبت سمت به که F نیروی تحت x محور امتداد در P ذره کنید فرض

مͬ�یابد. کاهش زیر رابطه به ۶.٨ انتͽرال یعنͬ شده انجام کار صورت

W =

∫ t2

t1

Fvdt (٧.٨)

که طوری (به باشد نیرو میدان ͷی F که موردی برای است. x محور مثبت جهت در P ذره سرعت v = ẋ که

از است Wعبارت رابطه ( F = F (x)

W =

∫ t2

t1

Fvdt =

∫ t2

t1

F (x)
dx

dt
dt =

∫ x2

x1

F (x)dx (٨.٨)

مͬ�کند، حرکت x محور از [x1, x2] طول در P ذره که زمانͬ بنابراین هستند. x2 = x(t2) و x1 = x(t1) که

رابطه با F نیروی توسط شده انجام کار

W =

∫ x2

x1

F (x)dx (٩.٨)

مͬ�شود. نوشته زیر صورت به الخط مستقیم نیروی میدان متحرکدر ذره�ی برای انرژی اصل نتیجه در مͬ�شود. تعیین

T2 − T1 = W =

∫ x2

x1

F (x)dx (١٠.٨)

که طوری به باشد، −F (x) از نامعین انتͽرالͬ V (x) دهید اجازه

F = −dV

dx
⇒

∫ x2

x1

dx = V (x1)− V (x2) (١١.٨)

حرکت در انرژی اصل ،V لحاظ با است. F نیروی میدان از تابعͬ که مͬ�شود نامیده پتانسیل انرژی V چنین باشد

مͬ�شود. نوشته زیر رابطه با الخط مستقیم

T2 + V (x2) = T1 + V (x1) (١٢.٨)

انرژی ͬͽپایست رابطه با معادل که

T + V = E (١٣.٨)

کرد. بیان زیر صورت به مͬ�توان را نتیجه این مͬ�شود. نامیده ذره کل انرژی که است ثابت مقداری E که است

نیرو میدان ͷی در الخط مستقیم حرکت تحت ذره�ای که زمانͬ الخط: مستقیم حرکت در انرژی ͬͽپایست •

مͬ�ماند. باقͬ ثابت حرکت این در آن پتانسیل و جنبشͬ انرژی�های جمع مͬ�گیرد، قرار
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٨ فصل الخط مستقیم حرکت در انرژی ͬͽپایست ٢.٨

مجذوری عͺس جاذبه نیروی میدان و بعدی، ͷی ساده ͹هماهن نوسانͽر نیروی میدان ͷی پتانسیل انرژی مثال:

بنابراین است F = −αx بعدی ͷی ساده نوسانͽر ͷی نیروی میدان بیابید؟ را

V = −
∫ x

a

F (x)dx = α

∫ x

a

xdx =
1
2
αx2 − 1

2
αa2 (١۴.٨)

باشد. V = 0 آن در که جایͬ یعنͬ هستیم پتانسیل مرجع تعیین نیازمند پتانسیل انرژی تعیین برای باشد داشته توجه

x = a نقطه اینجا در سنجید. آن به نسبت را دیͽر نقطه�ی هر پتانسیل بایستͬ ولͬ است دلخواه مͺان این انتخاب

با دیͽر نقطه هر پتانسیل انرژی صورت این در V = V (x = a) = 0 یعنͬ مͬ�گیرم نظر در پتانسیل مرجع را

مͬ�شود. داده V (x) = 1
2αx

2 با x = a نقطه از x فاصله

F = مجذوری عͺس نیروی به مربوط پتانسیل انرژی پتانسیل، مرجع عنوان به a = ∞ نقطه گرفتن با تمرین:

بیابید؟ را −K/x2

دارد. قرار یͺنواخت گرانش نیروی تاثیر تحت که مͬ�کند حرکت بالا سمت به uسرعت با قائم طور به ذره�ای مثال:

به�دست را آن اولیه نقطه�ی به رسیدن لحظه در ذره برگشت سرعت نیز و برسد آن به مͬ�تواند ذره که بیشینه�ای ارتفاع

مͬ�شود. محاسبه زیر صورت به پتانسیل انرژی F = −mg یͺنواخت گرانشͬ نیروی گرفتن نظر در با آورید؟

V = −
∫ z

0
(−mg)dz = mgz (١۵.٨)

درک (برای است مثبت پتانسیل بنابراین است z > 0 چون و فرضکردیم را z = 0 نقطه پتانسیل مرجع اینجا در

مͬ�دهد نشان انرژی ͬͽپایست بنابراین نمایید.). مطالعه را من ١ ͷفیزی درسنامه هفتم فصل موضوع این بهتر
1
2
mv2 +mgz = E (١۶.٨)

در .E = 1
2mu2 یعنͬ مͬ�شود مشخص z = 0 در v = u یعنͬ مسئله اولیه شرایط روی از نیز E و v = ż که

داریم صورت این
1
2
mv2 +mgz =

1
2
mu2 (١٧.٨)

بنابراین . v = 0 شد صفر سرعت آنجا در که است جایͬ z = zmax بیشینه ارتفاع و

zmax =
u2

2g
(١٨.٨)

به |v| = u مقدار ١٧.٨ رابطه در z = 0 دادن باقرار را ابتدایͬ نقطه به برگشت سرعت همچنین مͬ�آید. �دست به

مͬ�آید. دست

در F = −mω2x ساده نوسانͽر نیروی میدان تاثیر تحت u سرعت با x = a نقطه از m جرم به ذره�ای تمرین:

بیابید؟ را ذره بیشینه سرعت و بیشینه مسافت مͬ�شود. پرتاب x محور طول
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الخط مستقیم حرکت عمومͬ ویژگͬ�های ٣.٨

. الخط مستقیم نیروی حضور در محدود نا و شده محدود حرکت�های :١.٨ شͺل

نتیجه را نیرو میدان ͷی در الخط مستقیم حرکت عمومͬ ویژگͬ�های تا مͬ�سازد قادر را ما انرژی ͬͽپایست

کنند. راضا را زیر رابطه که است x مقادیر به محدود ذره مͺان بنابراین است 0 ≤ T هموراه چون بͽیریم.

V (x) ≤ E (١٩.٨)

است، شده داده نشان ١.٨ شͺل در آنچه مانند رفتاری V (x) فرضکنید است. v = حالت0 برای حالتتساوی که

a ≤ x ≤ b محدود فاصله�های از ͷی هر در بایستͬ P ذره حرکت سپس است. شده مشخص مقدار E و دارد

فاصله این در حرکت باشد، واقع [a, b] محدود در ابتدا در ذره اگر بنابراین گیرد. قرار c ≤ x ≤ ∞ محدود نا یا

پذیرفت. خواهد انجام

شده محدود حرکت�های ١.٣.٨

حرکت حال در راست سمت به P ذره که طوری به v مثبت سرعت با [a, b] بازه در P ذره با حرکت کنید فرض

نقطه به ذره رسیدن تا سرعت بنابراین است، صفر x = b و x = a نقاط در v چون باشد. شده شروع باشد،

یا V = E خاطر به b و a نقاط در سرعت شدن صفر (علت است مثبت مͬ�رسد، سͺون به آنجا در که x = b

معادله از .( است. نقاط این در T = 0
1
2
mv2 + V (x) = E ⇒ 1

2
m
(dx
dt

)2
= E − V (٢٠.٨)

رسید. است F < 0 دهنده نشان که V ′(x) > 0 با x = b در زیر دیفرانسیلͬ معادله به مͬ�توان
dx

dt
= +[2(E − V (x))]1/2 (٢١.٨)
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چپ سمت برای همچنین نمͬ�ایستد. x = a نقطه به رسیدن تا و مͬ�کند حرکت چپ سمت به P ذره بنابراین

است. حاکم زیر معادله حرکت
dx

dt
= −[2(E − V (x))]1/2 (٢٢.٨)

نتیجه مͬ�کند. حرکت راست سمت به دیͽر بار ͷی P ذره و F > 0 که مͬ�دهد نشان V ′ < 0 با x = a نقطه در

راست و چپ بخش�های چون مͬ�دهد. انجام دوره�ای نوسانات x = b و x = a اکسترمم نقطه دو بین ذره اینͺه

انتͽرال�گیری با مͬ�توان را نوسانات این از τ تناوب دوره بنابراین مͬ�پذیرند، صورت مساوی زمان�های در حرکت

است جداشدنͬ دیفرانسیلͬ معادله ͷی معادله هر کرد. پیدا a ≤ x ≤ b مͺانͬ بازه در معادلات از کدام هر روی

به منجر آن انتͽرال که

τ = 2
∫ b

a

dx

[2(E − V (x))]1/2
(٢٣.٨)

دوره ویژه به نیستند. ساده ͹هماهن نوسانات کلͬ طور به نوسانات این که است لازم نͺته این به توجه مͬ�شود.

دارد. ͬͽبست دامنه به آنها

نقطه از ابتدا در مͬ�کند. حرکت F = (4/x2) − 1 نیروی تحت x محور روی m = 2kg جرم با P ذره مثال:

نیرو، از بایستͬ ابتدا بیابید؟ را حرکت این تناوب دوره و اکسترمم نقطه�های صورت این در مͬ�شود رها x = 4

آوریم. به�دست را پتانسیل انرژی

V = −
∫

F (x)dx = −
∫ ( 4

x2
− 1

)
=

4
x
+ x (٢۴.٨)

نوشت. زیر صورت به را انرژی) ͬͽپایست) ͬͺانیͺم انرژی مͬ�توان حال
1
2
(2)v2 + 4

x
+ x = E (٢۵.٨)

بنابراین مͬ�آید. دست به E = 5 مقدار x = 0 در v = 0 اولیه شرایط داشتن با حال است. v = ẋ رابطه این در

v2 = 5− 4
x
− x (٢۶.٨)

نوسانات τ تناوب دوره یافتن برای .x = 4 و x = 1 در یعنͬ مͬ�افتند اتفاق v = 0 در حرکت این اکسترمم نقاط

مͬ�رسیم. زیر رابطه به بالا معادله در v = dx
dt
نوشتن با

dx

dt
= ±

[(x− 1)(4− x)

x

]1/2
(٢٧.٨)

کدام هر از انتͽرال گرفتن با مͬ�گردد. بر منفͬ و مثبت جهت در ذره حرکت به ترتیب به منفͬ و مثبت علامت که

داریم. معادلات از

τ = 2
∫ 4

1

[ x

(x− 1)(4− x)

]1/2
≈ 9٫ 69 (٢٨.٨)
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محدود نا حرکت�های ٢.٣.٨

بنابراین پذیرد. انجام برگردد) سمتعقب به (یعنͬ v منفͬ سرعت با [c,∞) بازه در P ذره حرکت فرضکنید حال

سͺون به و مͬ�شود صفر سرعتش رسید آن به وقتͬ و دارد منفͬ سرعت نرسیده x = c نقطه به که زمانͬ تا ذره

حرکت راست سمت به سپس ذره لذا است، F > 0 دهنده نشان که است V ′ < 0 ،x = c نقطه در مͬ�رسد.

مͬ�دهد. ادامه کار این به بینهایت تا و مͬ�کند

ͷکوچ نوسانات و پایدار تعادل ۴.٨

. ناپایدار و پایدار تعادل مͺان�های :٢.٨ شͺل

کنیم. تعریف را تعادلͬ مͺان از منظورمان ابتدا در دهید اجازه

مͬ�شود، رها حالتسͺون Aاز نقطه از P که زمانͬ اگر مͬ�شود نامیده P ذره تعادلͬ Aنقطه�ی نقطه تعادل: •

بازگردد. A نقطه به دوباره

اگر تنها و اگر است تعادلͬ نقطه x = a نقطه�ی ، F (x) نیروی میدان تحت الخط مستقیم حرکت مورد در

هستند. V (x) پتانسیل انرژی تابع ایستای نقاط P ذره تعادلͬ نقاط نتیجه در باشد. V ′(a) = 0 یعنͬ F (a) = 0

مینیمم نقاط ترتیب به که V ایستای نقاط در نقاط این بͽیرید. نظر در را ٢.٨ شͺل در شده داده نشان تعادلͬ نقاط

حین این در و است x = a مینیمم نقطه در سͺون حالت در P ذره فرضکنید است. شده واقع هستند ماکزیمم و

ذره کل انرژی اکنون مͬ�کند. دریافت را مͬ�دهد، =)E∆را J2/2m) جنبشͬ انرژی آن به که J بزرگͬ به ضربه�ای

از کرد. خواهد نوسان شͺل، در شده داده نشان [a− δ1, a+ δ1] بازه در P ذره بنابراین و است E +∆E ،P

δ1 از بزرگتر ) حرکت از δ دامنه مͬ�کند، میل صفر سمت به J بزرگͬ که زمانͬ پیداست آشͺاری طور به ٢.٨ شͺل

است. پایدار تعادل نقطه از تعریفͬ این واقع در مͬ�کند. میل صفر سمت به نیز ( δ2 و

وارد آن به J بزرگͬ به ضربه�ای زمان این در و باشد A نقطه در تعادل در P ذره کنید فرض پایدار: تعادل •

صورت این در کند، میل J → 0 که زمانͬ δ → 0 اگر باشد. بعدی حرکت دامنه δ دهید اجازه و شد

مͬ�شود. گفته P پایدار تعادل مͺان A نقطه�ی
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قرار سͺون حالت در مͬ�کند، دریافت را J ضربه� که زمانͬ x = b ماکزیمم نقطه در P ذره اگر دیͽر سوی از

بنابراین نمͬ�شود. صفر کند، میل صفر سمت به J که زمانͬ شده حاصل حرکت دامنه واضحͬ طور به باشد. داشته

است. صادق نیز پتانسیل تابع عطف نقاط برای تعریف همین نست. P پایدار تعادل مͺان V (x) ماکزیمم نقطه�ی

گفت: مͬ�توان خلاصه طور به

پایدار تعادل مͺان�های آن مینیمم نقاط که هستند P ذره تعادلͬ نقاط V (x) پتانسیل انرژی ایستای نقاط •

با نوساناتͬ به شروع A نقطه حول P ذره بنابراین باشد، پایدار تعادل نقطه مͺان A اگر همچنین هستند.

مͬ�کند. ͷکوچ دامنه

ͷکوچ نوسانات برای تقریبͬ حرکت معادله ١.۴.٨

ͷنزدی a به کافͬ اندازه به x که زمانͬ سپس باشد. V (x) پتانسیل تابع مینیمم نقطه�ی x = a نقطه کنید فرض

بزنیم. تخمین زیر مانند (x− a) متغیر از توان�های برای تیلور بسط اول جمله سه تا V (x) مͬ�توانیم باشد،

V (x) ≈ V (a) + (x− a)V ′(a) +
1
2
(x− a)2V ′′(a) = V (a) +

1
2
(x− a)2V ′′(a) (٢٩.٨)

بقای معادله x = a حول ͷکوچ نوسانات برای بنابراین مͬ�باشد. V ′(a) = 0 است، مینیمم نقطه x = a چون

مͬ�شود. داده زیر رابطه با تقریبͬ طور به انرژی
1
2
v2 + V (a) +

1
2
(x− a)2V ′′(a) = E (٣٠.٨)

مͬ�آوریم. به�دست را زیر شده حرکتخطͬ معدله کنیم v بر تقسیم و بͽیریم مشتق t به نسبت را معادله این اگر اکنون

m
dx2

dt2
+ V ′′(a)(x− a) = 0 (٣١.٨)

(V ′′(a)/m)1/2 زاویه�ای فرکانس با ساده ͹هماهن نوسانͽر معادله بالا، معادله باشد، V ′′(a) > 0 که شرطͬ به

تناوب دوره با ساده ͹هماهن تقریبͬ طور به x = a حول ذره ͷکوچ نوسانات بنابراین است. x = a نقطه حول

هستند. τ = 2π(m/V ′′(a))1/2 تقریبͬ

آن پتانسیل انرژی که نیروی تحت x محور روی کیلوگرم 8 جرم به ذره�ای تمرین:

V =
x(x− 3)2

3
(٣٢.٨)

کوچͷحول نوسانات تناوب دوره و دارد وجود پایدار تعادل برای مͺان ͷی تنها دهید نشان مͬ�کند. حزکت است،

باشد. مثبت اکسترمم نقطه در تابع دوم مشتق است کافͬ مینیمم نقطه یافتن برای توجه: بیابید؟ را نقطه این

نیروی تحت xمثبت محور روی واحد جرم با P ذره�ی مثال:
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. پتانسیل. انرژی تابع :٣.٨ شͺل

F =
36
x3

− 9
x2

(٣٣.٨)

اکسترمم نقطه دو میان دوره�ای نوسانات الف: شامل انرژی مقدار به بسته ذره از حرکتͬ هر دهید نشان دارد. قرار

پرتاب 0٫ 5 تندی با x = a نقطه از P ذره ابتدا در مͬ�شود؟ اکسترمم نقطه ͷی با نشده محدود حرکت ب: یا

را حرکت ین تناوب دوره و مͬ�کند نوسان اکسترمم نقطه دو میان P ذره�ی دهید نشان صورت این در مͬ�شود.

ͷکوچ نوسانات دوره است؟ پایدار آن که دارد وجود P ذره برای تعادلͬ مͺان ͷی تنها کنید ثابت همچین بیابید.

بیابید؟ را نقطه این حول

،F (x) نیروی میدان به مربوط پتانسیل انرژی

V = −
∫

F (x)dx = −
∫
(
36
x3

− 9
x2

)dx =
18
x2

− 9
x

(٣۴.٨)

شد. خواهد داده زیر رابطه با انرژی بقای صورت این در است.
1
2
v2 + V (x) = E (٣۵.٨)

حرکت�های است. شده داده نشان ٣.٨ شͺل در V (x) تابع به مربوط گراف است. کل ثابت انرژی E و v = ẋ که

کرد. دسته�بندی زیر مانند مͬ�توان را ذره برای ممͺن

است. اکسترمم نقطه دو میان دوره�ای نوسان ͷی حرکت بنابراین باشد E < 0 اگر •

است. اکسترمم نقطه ͷی با تنها نشده محدود حرکت باشد E > 0 اگر •

بایستͬ حرکت بنابراین مͬ�آید به�دست E = −1 مقدار x = 4 در v = 0٫ 5 اولیه شرط کردن لحاظ با اکنون

کند. ارضا را زیر رابطه بایستͬ x و است v = 0 اکسترمم نقاط در باشد. اکسترمم نقطه دو میان دوره�ای نوسانͬ
18
x2

− 9
x
= −1 ⇒ x2 − 9x+ 18 = 0 (٣۶.٨)
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انرژی معادله از تناوب دوره یافتن برای است. x = 6 و x = 3 دوم درجه معادله این ریشه�های
1
2
ẋ+

18
x2

− 9
x
= −1 (٣٧.٨)

مͬ�رسیم. زیر رابطه به سازی ساده از بعد مͬ�کنیم. استفاده
dx

dt
= +

√
2
x

((x− 3)(x− 6))1/2 (٣٨.٨)

کنید؟ استخراج را بالا رابطه تمرین:

مͬ�آوریم. به�دست را زیر رابطه جداسازی ∫با τ/2

0
dt =

1√
2

∫ 6

3

xdx

((x− 3)(x− 6))1/2
(٣٩.٨)

تناوب دوره که طوری به

τ =
√
2
∫ 6

3

xdx

((x− 3)(x− 6))1/2
=

9π√
2

(۴٠.٨)

است. شده استفاده انتͽرال مقدر برای زیر رابطه از ∫است. b

a

xdx

((x− a)(x− b))1/2
=

π(a+ b)

2
(۴١.٨)

بایستͬ تعادلͬ مͺان یافتن برای

V ′(x) = −F =
9
x2

− 36
x3

= 0 ⇒ x = 4 (۴٢.٨)

اکنون

V ′′ =
108
x4

− 18
x3

⇒ V ′′(4) = 9
64

> 0 (۴٣.٨)

این حول ͷکوچ نوسانات زوایه�ای فرکانس بنابراین است. پایدار تعادل مͺان x = 4 نقطه مͬ�دهد نشان که است

نقطه

Ω =
(V ′′(4)

m

)1/4
=

(9/64
1

)1/2
=

3
8

(۴۴.٨)

مͬ�باشد. τ = 2π
Ω

= 16π
3 تناوب دوره نیز و است

کنید؟ حل را کتاب ۶ فصل از ۶ شماره مسئله تمرین:

پایستار میدان ͷی در انرژی بقای ۵.٨

P ذره [tA, tB] زمانͬ بازه در که دارد قرار F نیروی بردار تحت کلͬ بعدی سه حرکت در P ذره کنید فرض اکنون

با بنابراین مͬ�کند. حرکت است، شده داده نشان ۴.٨ شͺل در که همانͽونه C مسیر طول در B نقطه به A نقطه از
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. F نیروی تاثیر تحت ذره کلͬ حرکت :۴.٨ شͺل

داریم. ( ۶.٨ ) انرژی اصل

TB − TA =

∫ tB

tA

F.vdt (۴۵.٨)

F(r) نیروی میدان F وقتͬ هستند. t = tB و t = tA زمان در ترتیب به P ذره جنبشͬ انرژی�های TB و TA که

مͬ�شود. نوشته زیر شͺل به ۴۵.٨ معادله راست سمت روی انتͽرال یعنͬ شده انجام کار ∫باشد، tB

tA

F.vdt =
∫ tB

tA

F.dr
dt
dt =

∫
C
F(r).dr (۴۶.٨)

میدان ͷی در ذره ͷی برای انرژی اصل نتیجه در است. [tA, TB] زمانͬ بازه در P ذره توسط شده طͬ مسیر C که

است. بیان قابل زیر صورت به بعدی سه نیروی

TB − TA =

∫
C
F(r).dr (۴٧.٨)

انتͽرال�های با انتͽرال�ها این مͬ�شوند. نامیده خطͬ انتͽرال�های ۴٧.٨ معادله راست طرف به شبیه انتͽرال�های

است. فضا در بعدی سه مسیری آنها حدود و هستند متفاوت است، x محور از محدوده�ای انتͽرال حدود که متدوال

رابطه با مͬ�کند حرکت C مسیر در B نقطه به A نقطه از ذره که زمانͬ F(r) نیروی توسط شده انجام کار همچنین

مͬ�شود. داده زیر

W [A → B; C] =
∫
C
F(r).dr (۴٨.٨)

پتانسیل، انرژی گرادیان به که باشد پایستار نیروی میدان ͷی F(r) میدان اگر حال

F = −∇V =
∂V

∂x
i+ ∂V

∂y
j+ ∂V

∂z
k (۴٩.٨)
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داریم، بنابراین است، مربوط

W [A → B; C] =

∫
C
F(r).dr =

∫
C
(−∇V ).dr

=

∫
C

(∂V
∂x

i+ ∂V

∂y
j+ ∂V

∂z
k
)
.(dxi+ dyj+ dzk)

= −
∫
C

(∂V
∂x

dx+
∂V

∂y
dy +

∂V

∂z
dz

)
= −

∫
C
dV = VA − VB (۵٠.٨)

است. بیان قابل زیر صورت به ۴٧.٨ انرژی اصل رابطه صورت این در

TB + VB = TA + VA (۵١.٨)

انرژی بقای فرمول با معادل که

T + V = E (۵٢.٨)

است.

V = جنبشͬ انرژی با پایستار نیروی ͷی F = −mgk یͺنواخت گرانشͬ نیروی میدان دهید نشان الف) مثال:

پتانسیل انرژی با پایستار نیروی ͷی مرکزی) (نیروی F = h(r)̂r شͺل به نیروی هر دهید نشان ب) mgzاست.

به مربوط پتانسیل انرژی نتیجه این از استفاده با است. h(r) از نامعین انتͽرالͬ H(r) که است V = −H(r)

و α که F = −(K/r2)̂r جاذبه مجذوری نیروی و F = −αrr̂ نیروی با بعدی سه ساده ͹هماهن نوسانͽر ͷی

r = (x2 + y2 + z2)1/2 مͺان بردار بزرگͬ چون بیابید؟ را هستند، مثبت Kثابت�های

بنابراین است،
∂H(r)

∂x
=

dH

dr

∂r

∂x
= h(r)

x

r
(۵٣.٨)

راستا سه در نتیجه در و

−∇H(r) = −h(r)
(x
r
i+ y

r
j+ z

r
k
)
= −h(r)

r
r
= −h(r)̂r (۵۴.٨)

ساده ͹هماهن نوسانͽر برای صورت این در است.

−∇H(r) = −dH

dr
r̂ = F(r) = −αrr̂ ⇒ V = −H(r) =

αr2

2
(۵۵.٨)

مجذوری جاذبه نیروی برای نیز و است

−∇H(r) = −dH

dr
r̂ = F(r) = −K

r2
r̂ ⇒ V = −H(r) = −K

r
(۵۶.٨)

١١۶



٨ فصل قیدی حرکت در انرژی بقای ۶.٨

است.

را فرود تندی مͬ�آید. فرود h ارتفاع به ساختمانͬ روی و مͬ�شود یرتاب قائم طور به u تندی با جسمͬ تمرین:

( ندارد. وجود هوا مقاومت نیز و است یͺنواخت گرانش نیروی کنید (فرض بیابید.

R و M که u2 < 2MG/R اگر دهید نشان مͬ�شود. پرتاب جهتͬ در u تندی با ماه سطح از به جسمͬ مثال:

یا F = −(mMG/r2)̂r نیروی گرفتن نظر در با کند؟ فرار ماه جاذبه از نمͬ�تواند جسم هستند، ماه شعاع و جرم

مͬ�شود. داده زیر رابطه با انرژی بقای V = −mMG/r پتانسیل انرژی
1
2
m|v|2 − mMG

r
= E (۵٧.٨)

مقدار r = R در v = u اولیه شرط اعمال با

E =
1
2
mu2 − (mMG)/R (۵٨.٨)

مͬ�شود. نوشته زیر صورت به انرژی بقای صورت این در مͬ�اید. به�دست

|v|2 = u2 + 2MG
(1
r
− 1

R

)
(۵٩.٨)

باشد. برقرار زیر رابطه بایستͬ بنابرین است مثبت همواره بالا رابطه چپ طرف اینͺه علت به حال

0 ≤ u2 + 2MG
(1
r
− 1

R

)
(۶٠.٨)

که است معنͬ بدان این باشد. برقرار بالا نامساوی بایستͬ دلخواهͬ فاصله�ای هر در کند فرار بتوان جسم اگر

0 ≤ u2 − 2MG

R
(۶١.٨)

بͽریزد. نمͬ�تواند جسم u2 < 2MG/R اگر بنابراین

قیدی حرکت در انرژی بقای ۶.٨

ͷی با ثابت نقطه ͷی به اتصال مانند هندسͬ قیود به منوط در ذره که زمانͬ انرژی بقای مفید کاربرد�های اغلب

حایز اینجا در که نͺته�ای مͬ�افتد. اتفاق باشد، ثابت صلب سطح با تماس در ماندن باقͬ یا و کش�امدن غیر طناب

برای ندارند. انرژی اصل بر تاثیر هیچ بنابراین نمͬ�دهند. انجام کار قیدی نیروهای چنین که است این است اهمیت

است. شده داده نشان ۵.٨ شͺل در که همانͽونه مͬ�لغزد ثابت نرم یͷسطح روی P نظر مورد ذره فرضکنید مثال

اما باشد. عمود S سطح بر بایستͬ مͬ�شود وارد ذره به که R عͺس�العمل نیروی هر است. صیقلͬ S سطح چون

بر عمود همیشه R بنابراین باشد. S سطح بر مماس همیشه بایستͬ v سرعتش مͬ�ماند، باقͬ S روی P ذره چون

انرژی اصل در نقشͬ هیچ R لذا است صفر R شده انجام کار ͹آهن نتیجه در است. R.v = 0 یعنͬ سرعت

ثابت صاف سیم ͷی امتداد در ذره ͷی لغزیدن به مͬ�توان نمͬ�دهند انجام کار که قیدی نیروهای دیͽر از ندارد.
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٨ فصل قیدی حرکت در انرژی بقای ۶.٨

. است. سطح بر عمود همیشه R عͺس�العمل نیروی و مͬ�خورد. سر S صیقلͬ سطح روی P ذره :۵.٨ شͺل

نمود. اشاره

آمدن پایین با مͬ�اید. پایین شیبدار سطح ͷی از و مͬ�کند حرکت به شروع سͺون حالت از اسنوبرد ͷی تمرین:

g = 10m/s2 مقدار و کنید چشمپوشͬ هوا مقاومت (از است؟ چقدر پایین در آن سرعت متر ٣٢٠ ارتفاع تا

است.)

را است b شعاع به آن داخلͬ�تر صیقلͬ سطح که O مرکز به توخالͬ کره ͷی عمودی: دایره ͷی در حرکت مثال:

. مͬ�لغزد کره داخل صیقلͬ سطح روی P ذره :۶.٨ شͺل

پرتاب داخلͬ سطح نقطه پایینترین از u تندی با افقͬ طور به و دارد قرار کره این داخل در P ذره بͽیرید. نظر در
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٨ فصل قیدی حرکت در انرژی بقای ۶.٨

ذره این بعدی حرکت در که دهید نشان ببینید.). را ۶.٨ (شͺل مͬ�شود

v2 = u2 − 2gb(1− cos θ) (۶٢.٨)

بماند. باقͬ کره با تماس در همچنان P که شرطͬ به است

است N قیدی نیروی و mg گرانشͬ یͺنواخت نیروی آن برا وارد نیروهای پیداست ۶.٨ شͺل در که طور همان

ولͬ شعاعͬ جهت در قیدی (نیروی است سرعت بر عمود همیشه N قیدی نیروی چون است. سطح بر عمود که

صورت به انرژی بقای صورت این در نمͬ�دهد. انجام کاری هیچ بنابراین است.) حرکت مسیر بر مماس سرعت

است. زیر
1
2
mv2 −mgb cos θ = E (۶٣.٨)

پتانسیل انرژی از باشد داشته توجه

V = −mgh = −mgb cos θ (۶۴.٨)

است. E = 1
2mu2−mgb انرژی مقدار θ = 0 در v = u اولیه شرط اعمال با است. شده استفاده بالا رابطه در

مͬ�یابد. کاهش زیر رابطه به انرژی بقای قانون لذا

v2 = u2 − 2gb(1− cos θ) (۶۵.٨)

آورید؟ دست به θ از تابعͬ را N کنشͬ نیروی تمرین:

c که z = c(1 − cos θ) و y = 0 ، x = c(θ + sin θ) با ٧.٨ شͺل مانند صیقلͬ سیمͬ مختصات تمرین:

. مͬ�لغزد صیقلͬ سیم روی P ذره :٧.٨ شͺل

این در بلغزد. سیم این روی مͬ�توان آزادانه ذره�ای است. شده مشخص هستند، −π ≤ θ ≤ π نیز و مثبت ثابتͬ

رابطه با انرژی بقای دهید نشان صورت

(1+ cos θ)θ̇2 +
g

c
(1− cos θ) = E (۶۶.٨)

حرکت معادله دهید نشان u = sin 1
2θ متغیر تغییر با همچنین مͬ�شود؟ داده

ü+
( g

4c

)
u = 0 (۶٧.٨)
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v2 = ẋ2+ ẏ2+ ż2 ذره سرعت راهنمایͬ: مͬ�کند. نوسان 4π(c/g)1/2 تناوب دوره با ذره مͬ�دهد نشان که است

است.

ͷکلاسی ͷانیͺم ٠درسنامه
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