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  احتمالآمار و مبانی تئوري  :1- 2
  تعریف آمار :1- 2-1 

ی است که مستلزم جمع یهاآمار به عنوان یک موضوع علمی، امروزه شامل مفاهیم و روش
به (گیري و انجام استنباط و نتیجه )به وسیلۀ یک فرآیند آزمایش و مشاهده(ها آوري داده

آمار هنر و علم جمع آوري، تعبیر و تجزیه و  .هستند )هاوسیلۀ تجزیه و تحلیل این داده
  .هاي تحت بررسی استهاي منطقی در مورد پدیدهاج تعمیمو استخرها تحلیل داده

  احتمالتعریف  :1-2- 2
اي احتمال معمولا بر. شودبه شانس وقوع یک حادثه گفته می بطور ساده، احتمالات

، مورد ها مطمئن نیستیمنآهایی که ما از حقیقت نگرش ذهن نسبت به گزاره توصیف
-آیا یک رویداد خاص رخ می"فرم  بهنظر معمولا موردهاي گزاره گیرد.استفاده قرار می

 "چقدر اطمینان داریم که این رویداد رخ خواهد داد؟"فرم  بهو نگرش ذهن ما  "دهد؟
 0باشد که این عدد مقداري بین یف به صورت عددي میمیزان اطمینان ما، قابل توص .است

تر یک رویداد بیشتر باشد، ما مطمئن هر چه احتمال نامیم.احتمال می آن رارا گرفته و  1و 
که یک واقعه واقع میزان اطمینان ما از این خواهیم بود که آن رویداد رخ خواهد داد. در

 .نامندرا احتمال وقوع آن می (تصادفی) اتفاق خواهد افتاد

به ،  Eگاه احتمال وقوع واقعهآندر نظر بگیریم،  	nاگر تعداد تکرارهاي یک آزمایش را 
  :شودصورت زیر تعریف می

P(E) 	= 		
number		of	times	E	occures

n
 

  م:داری P(E)با توجه به پیشامد 

(0)الف)  =   (احتمال یک پیشامد غیر ممکن برابر صفر است)   0

P(S)ب)  =   (احتمال یک پیشامد قطعی برابر یک است) 1

≥0ج)  ( ) ≤1 



ممکن وجود نداشته و پیشامدهایی که احتمال توجه داشت که در عمل، پیشامد غیرباید 
به همین  شود.ها به صفر نزدیک باشد، به عنوان پیشامد غیرممکن درنظر گرفته میوقوع آن

قطعی هاي نزدیک باشند، به عنوان پیشامد 1به ها که احتمال وقوع آنهایی ترتیب پیشامد
  تلقی خواهند شد. 

Aهاي پیشامد ،	A ،	… زمان دو پیشامد وجود نداشته اگر احتمال وقوع هم ناسازگارند A	و
Aهاي اگر پیشامد باشد. ،	A ،	… همه نتایج ممکن را در برگیرند، یعنی امکان نداشته  A	و

Aکدام ازباشد که در اثر آزمایش هیچ ،	A ندهد، در اینصورت پیشامد را  رخ A..... یا  		
  فرسا گوئیم.

هاي احتمال وقوع هر یک از پیشامد باشد کهاي هگون به اگر شرایط آزمایش
A ،	A ،	… شانس گوئیم. اگر تراز یا همبرابر باشند، در این صورت پیشامد را هم A	و

A هايپیشامد ،	A ،	…  ترازي را داشته باشند، درناسازگار، فرسا و هم، هر سه خاصیت A	و
توسط مدل کلاسیک بیان  گوئیمها نامیده و میها یا شانسرا حالتها نظریه احتمال آن

نده که در آیها آمار و احتمال شویم، باید با مجموعههاي شوند. قبل از آن که وارد بحثمی
 .آشنا شوید، یمبا آن مواجه هست

  هامجموعهقوانین  :1-3- 2
شود که به سبب شباهت در داشتن یک ویژگی اي از عناصر گفته میمجموعه به دسته

اشتراك دو دهند. یا خصوصیت در کنار یکدیگر قرار گرفته و مجموعه را تشکیل می
شوند که در ن اعضایی از دو مجموعه انتخاب میکه در آاي است مجموعه ،Bو  Aمجموعه 

A داشته باشند. اشتراك دو مجموعه به صورتهر دو مجموعه وجود  ∩ B ایا ندرت AB  نشان
همه  شود که شاملاي گفته میدر مقابل اجتماع دو مجموعه به مجموعهشود. داده می

Aحضور داشته باشند و با  Bیا  Aهاي اعضایی است که حداقل در یکی از مجموعه ∪ B   یا
A اندرت + B	 شودنشان داده می.  

 Aوجود ندارند. مکمل مجموعه  Aشامل عناصري است که در مجموعه ،  Aمجموعهمکمل  
تمام این مفاهیم را به تصویر  مناسبطور  شوند. نمودار ون بهنشان داده می  A به صورت

  کشد. می
  



  
  اجتماع و اشتراك دومجموعه ون : نمودار1-2شکل 

  

  قوانین:

A(B	 ∪ 	C) = 	AB	 ∪ 	AC 

A	 ∪ 	(BC) = 	 (A	 ∪ 	B)	(A	 ∪ 	C) 

  دمورگان:قوانین 

∪ = ̅ ∩ 	 	 =  

∩ = ̅ ∪ 	 	 =  

سمبلیکی که در بالا به هاي مهم است که بتوان توصیف یک مجموعه را با استفاده از علامت
  اشاره شد، بیان کرد.ها آن

  هامجموعه احتمال و :1-4- 2
Aهاي پیشامدگونه که قبلا اشاره شد، همان ،	A ،	… را پیشامدهاي ناسازگار  A	و

  ممکن باشد. به عبارت دیگردو پیشامد غیر زماناگر وقوع هم گوئیم
∩ = ∅     ≠ , 1 ≤ 	, ≤  

  و در نتیجه
∩ = 0 



  گاه دو پیشامد باشند، آن B و Aاگر 

( ∪ ) = ( ) + ( )− ( ∩ ) 

= ( ∪ ∪ … 	 ) 

= ( )− ∩ + ∩ ∩  

−⋯ . . (−1) 	 ( ∩ …∩ ) 

Aاگر پیشامدهاي  ،	A ،	…    :دو ناسازگار باشند، داریمه ب دو A	و

= ( ) 

  گاهدو پیشامد متمم باشند، آن  Aو Aاگر 

( ̅) = 1 − ( ) 

  احتمال شرطی :4-1- 2-1

آگاهی از رخ دادن پیشامدي، در محاسبه احتمال رخ دادن ، مسائلدر بسیاري از 
و از اید ه. فرض کنید تاس سالمی را پرتاب کردکندمی هاي دیگر کمک موثريپیشامد

. حال به او 6/1چقدر است، مسلما خواهد گفت  3پرسید، احتمال آمدن می دوست خود
چقدر است، حتما  3آمدن عدد بگوئید عدد ظاهر شده فرد است در این صورت احتمال 

  .  3/1 خواهد گفت

رخ داده است را احتمال  Aکه بدانیم پیشامد مشروط بر آن، Bاحتمال رخ دادن پیشامد 
تمال شرطی به صورت زیر دهیم. مقدار احنشان می P(B|A)شرطی گوئیم و با نماد 

  شود.محاسبه می

  :رخ داده باشد، عبارت است از Aکه پیشامد به شرط آن Bاحتمال پیشامد 



( | ) =
( ∩ )

( )  

)در صورتی که  ) >   باشد. 0

مهره سیاه است، دو مهره بدون جایگذاري  3مهره  سفید و  4که محتوي اي هاز جعبمثال) 
  که:یم، مطلوبست محاسبه احتمال اینکنمی خارج

  الف) هر دو مهره سفید باشد.
  ب) هم رنگ نباشند.

  که توپ اول سفید باشد.این: پیشامد  

  سفید باشد. دومکه توپ پیشامد این : 	

  که توپ اول سیاه باشد. : پیشامد این 

  که توپ دوم سیاه باشد.: پیشامد این  

  را محاسبه کنیم، داریم: ∩الف) باید احتمال پیشامد 

( ∩ ) = ( ) ( | )		, ( ) =
4
7
			 ,

( | ) =
3
6
			,			 ( ∩ ) =

4
7

×
3
6

 

  ب) باید احتمال پیشامد زیر را حساب کنیم
( ∩ ) ∪ ( ∩ )  

∩چون پیشامدهاي 	و   	   ناسازگارند، پس∩

( ∩ ) ∪ ( ∩ ) = ( ∩ ) + ( ∩ ) 

( ∩ ) = ( ) ( | ) =
4
7

×
3
6

 



( ∩ ) = ( ) ( | ) 

=در نتیجه احتمال قسمت ب برابر    .است +

  اگر و تنها اگر ، را مستقل گوئیم Bو  Aدو پیشامد 
P(A ∩ B) = P(A)	P(B) 

نداشته باشد،  B، اثري در رخ دادن یا ندادن پیشامد Aبه عبارت دیگر، اگر رخ دادن پیشامد 
  را مستقل گوئیم. B و Aصورت دو پیشامد در این

}: فرض کنید مجموعهقضیه بیز , B , … 	 , B  Cباشد. اگر  Sیک افراز از فضاي نمونه   {
P(C)و  باشد Sپیشامد دلخواه از  ≠   :داریم K=1,2,…,nگاه به ازاي آن، 0

P(B |C) = ( ∩ )
∑ ( ∩ )

	= ( ) ( | )
∑ ( ) ( | )

  

محصول را تولید  %20، %30، %50داراي سه ماشین است که به ترتیب اي ه) کارخانمثال
است.  %5، %4، %3درصد کالاهاي معیوب این سه ماشین به ترتیب دانیم می .کنندمی

  که:مطلوبست محاسبه احتمال این

  الف) اگر کالایی را به تصادف از محصولات کارخانه انتخاب کنیم، معیوب باشد.

  ب) اگر کالاي انتخاب شده معیوب باشد، این کالا توسط ماشین اول تولید شده باشد.

iB  :که کالاي انتخاب شده مربوط به ماشین پیشامد اینi .ام باشدi=1,2,3  

C که کالاي انتخاب شده معیوب باشد.: پیشامد این  

)خواهیم می الف)   را محاسبه کنیم، چون 	(
= ( ∩ )∪	( ∩ ) 	∪ 	( ∩ ) 

∩ و ∩و  ∩و پیشامدهاي     ناسازگارند، پس  	

( ) = ( ∩ ) + 	( ∩ ) + 	( ∩ ) 



= 	 ( ) ( | ) + 	 ( ) ( | ) + 	 ( ) ( | ) 

 =  ×  +	
		

 ×  +  ×  =  

  کالاي تولید شده معیوب هستند. %3,7 در نتیجه

  ب)

P(B |C) =	 ( )	 ( | )
∑ ( 	)	 ( | )

    = 
50
100× 3

100
37

1000

 

  هاانواع داده :1-5- 2
آیند، به صورت اعداد حقیقی می آزمایشات گوناگون بدستکه از هایی بسیاري از داده

ها گاه به آن، آنکننداز یک آزمایش به آزمایش دیگر تغییر ها اگر این داده شوند.می ارائه
  گوییم. می تصادفیهاي متغیر

  متغیرهاي تصادفی گسسته :5-1- 2-1

خود را با  مقادیریک از  توزیع احتمال گسسته، یک متغیر تصادفی گسسته هردر 
دهنده عددي باشد که از پرتاب نشان Xکند. اگر متغیر تصادفی احتمالی معین اختیار می

را با احتمال  1,2,3,4,5,6هر یک از مقادیر  Xشود. در این صورت یک تاس نتیجه می
  ،توان نوشتبه صورت جدول زیر می آن راکند که اختیار می 1/6مساوي 

6 5 4 3 2 1 X 
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 P(X = x) 

  و به صورت فرمول زیر بیان نمود:
( ) = 1/6			, = 1,2, … ,6 

هاي مربوطه نشان دهد جدول یا فرمولی که تمام مقادیر متغیر تصادفی  را همراه با احتمال
	 با آن رانامیم و می تابع احتمال ( )،	 (   دهیم. می و ... نشان (

  نامیم.می تصادفی گسسته باشد، تابع احتمال را توزیع احتمالدر حالتی که متغیر 



f(x) = P(X = x) = P(x(s) = x)								و												s ∈ S 

دهنده تعداد شیر در این نشان Xیم، اگر متغیر تصادفی کنمی بار پرتابرا سهاي هسک )مثال
  .کنیدرا به صورت جدول و فرمول بیان   Xتوزیع احتمال ، آزمایش باشد

  عبارت است از: Sفضاي نمونه 
S = {TTT, TTH, THT, HTT, THH, HTH, HHT, HHH} 

  کندمی زیر قبول را با احتمال 0,1,2,3مقادیر  Xمتغیر تصادفی 

f(0) = P(X = 0) = 1/8																	, f(1) = P(X = 1) = 3/8 

f(2) = P(X = 2) = 3/8																	, f(3) = P(X = 3) = 1/8 

 
X 0 1 2  3 

f(x) = P(X = 2) 1/8  3/8  3/8 1/8  

  دهد:می فرمول زیر جدول بالا را ارائه 

( ) = 	
8
								 , = 0,1,2,3 

شیر  xنتیجه آزمایش هاي باشد. از طرفی تعداد حالتتراز مینمونه هم 8داراي  فضاي نمونه
−3  و x .خط است، که در صورت آمده است  

برابر خط است. به عبارت دیگر  2 طوري اریب شده که احتمال آمدن شیر ايه) سکمثال
ا خط بیاید، فرض کنید متغیر تیم کنمی قدر پرتاباست. سکه را آن 1/3احتمال خط آمدن 

را به صورت جدول و فرمول بیان   Xتوزیع احتمال تعداد دفعات پرتاب باشد.  Xتصادفی 
  .کنید

 Hاز تعدادي  اي تشکیل شده است که هر یکفضاي نمونه این آزمایش از پیشامد ساده
  .باشدمی(خط)  Tفقط یک  ها(شیر) و به دنبال آن

= { , , , , … } 

  :هاي لازم براي آمدن یک خطتوزیع احتمال تعداد آزمایش



… . 4 3 2  1  x 
-  -  1/33(2/3)  1/32(2/3)  1/31(2/3)  1/3  f(x)  

با  آن راتوان می ولی است ممکنکنید، نوشتن کامل جدول غیرمی طور که ملاحظههمان
  فرمول بیان نمود.

( ) = (2/3) 	× 	
1
3

 

کنید که نوشتن توزیع احتمال به صورت هم بیان شده مشاهده میهاي به مثال با توجه
پذیر نباشد و باید جدول و هم فرمول براي یک متغیر تصادفی ممکن است به سادگی امکان

همواره ید، کنمی قبل ملاحظههاي در مثالطور که همان به یکی از این دو اکتفا نمود.
∑ f(x) 	=  Xرا یک تابع توزیع احتمال براي متغیر تصادفی گسسته  f(x)است. تابع  1

  کند) اگرمی ، ... را اختیارx ،xمقادیر  X( گوئیم
	الف) ( )0 ≥ 0	,∀ 	  
∑ ب) f(x	 	) =1        
) پ) = ) =	f(x )  

  در مورد مثال بالا داریم:
∑ 	( )  =  ∑ ( )  =  × 	

/
 = × 	3	 = 1 

 

  هاي پیوستهداده :5-2- 2-1

که احتمال این چگالی احتمال به این صورت است کهتابع هاي پیوسته، در مورد داده
به ، باشدمییک متغیر تصادفی پیوسته دقیقا یکی از مقادیر خود را اختیار کند برابر صفر 

  گاه یک متغیر تصادفی پیوسته باشد، آن Xعبارت دیگر اگر 

( = ) = باشد)مییکی از مقادیر متغیر (   0  

 براي روشن شدن مطلب به بررسی یک مثال ساده .رسدمی این موضوع عجیب به نظر
 سال به بالا باشد،21دهنده طول قد افراد نشان Xپردازیم، فرض کنید متغیر تصادفی می



نهایت طول قد وجود دارد که متر بیسانتی 168,5و  167,5بین هر دو طول قد، مانند 
   پس، متر باشد صفر استسانتی 168دقیقا برابر  هاطول قد یکی از آنکه احتمال این

( <= 	 <= ) = ( = ) + ( < < ) + ( = ) 

								= 	 ( < <= ) = ( <= < ) = 	 ( < < ) 

خواهد شد و  مطرحاحتمال در فاصله  پیوسته باشد، Xبه عبارت دیگر اگر متغیر تصادفی 
  مهم نیست که نقاط انتهایی فاصله منظور نشده باشند.

تابع احتمال به صورت  نهر نقطه صفر است، لذا امکان نوشتکه احتمال در با توجه به این
 Xتابع احتمال را مشخص نمود. چون متغیر  توانمیجدول وجود ندارد و فقط با فرمول 

)، تابع احتمالشودمییک فضاي نمونه پیوسته تعریف  روي پیوسته بوده و به عنوان   (
  .باشدمیزیر هاي مثال به یکی از صورت

  
   پیوستهf(x)  : تابع احتمال2- 2

  
  نامیم.می که متغیر تصادفی پیوسته باشد، تابع احتمال را تابع چگالی احتمالدر حالتی

همانطور که اشاره شد، براي متغیر تصادفی پیوسته، احتمال در فاصله معنی دارد و احتمال 
که اي هبا مساحت زیر منحنی ناحیاست وقتی که تابع چگالی احتمال مشخص باشد برابر 

) . به عبارت دیگر اگروجود دارد هاxبین تابع و محور  ،فاصله مورد نظردر واقع  تابع  (
  گاهباشد، آن Xاحتمال متغیر تصادفی 

( < < ) = 	 ( )	  

)تابع   روي تمام اعداد حقیقی Xرا یک تابع چگالی احتمال براي متغیر تصادفی  (
  :نامیم، اگر داشته باشیممی



∀xϵR		, f(x) ≥ 0 

∫ f(x)	dx∞
∞ =1 

P(a<X<b)=∫ f(x)	dx 

∫اي باشد، پیوسته و یا قطعه fاگر تابع  f(x)	dx .موجود است  

  .باشدمیداراي تابع چگالی احتمال زیر  Xمتغیر تصادفی  مثال)

( ) = 
																1 ≤ 	 ≤ 	2					
																		2 < < 3							

0																					 ℎ 					
	 

  :مطلوب است محاسبه
  aالف) مقدار 

)ب)  > 2)   
	1/2)پ)  < 	 < 	3/2)  

  هاي ارائه شده، داریم:با توجه به شرط

∫(الف 	dx 	+ 	 ∫ ax	dx 	= 1    ⟹       a= 6/29 

( ب   ( > 2) = 	 ∫ ( )	 	= 	 ∫
29
	 	 	 = 	  

	1/2)  (پ < 	 < 	3/2) = 	 ∫ ( )	 	 = 	 ∫ 		 	 = 	//
/  

)یک متغیر تصادفی پیوسته با تابع چگالی احتمال  Xاگر  باشد، تابع توزیع تجمعی را  (
)با   یم.کنمی نشان داده و به صورت زیر تعریف  (

( ) = 	 ( ≤ 	 ) = 	 ( )	  

  توجه به تعریف تابع توزیع تجمعی داریم: با

( ≤ 	 ≤ ) = ( ) − ( ) 



تابعی  fاز تابع توزیع تجمعی بدست آورد. به عبارت دیگر اگر  توانمیتابع چگالی احتمال را 
  گاه پیوسته باشد، آن

( ) = ( ) 

ها پیوسته است، برقرار در آن fکه هایی xهمه جا پیوسته نباشد، فرمول بالا به ازاي  fو اگر 
  .باشدمی

)داراي تابع چگالی احتمال  	اگر متغیر تصادفی) مثال   باشد. (

  الف) تابع توزیع تجمعی آن را بنویسید.
	ب)  (1 < ≤   را حساب کنید.	(	2

( ) = 

																							
	x 												0 < 	 < 3
0																							o. w	

 

>الف ) اگر  ) 0 =             گاهآن  0 )   

0اگر  ≤ <   گاه آن   3

( ) = ∫ f(t)		dt = 	 ∫ 	t dt = 	  

  گاهآن  x≥3اگر 

( ) = 	 ( )	 	 + 	 ( )		 	 + 	 ( )	  

  در نتیجه 

( ) = 
0																								x < 0
	x 												0 ≤ 	x < 3

1																							x ≥ 3	
 

1)                                         ب) < ≤ 2) = 	 ( ≤ 2)− 	 ( ≤ 1)  

 	= 	 (2) − (1) = 	 		− 	 	= 	  



   تصادفی گیرينمونههاي احتمالاتی و  آوري دادهجمع :1-6- 2
)	  به تعداد ،ايهواحد نمونN  به حجماي هاگر از جامع < واحد را به صورت  (

که ممکن است اي هواحد نمون nتصادفی به طریقی انتخاب کنیم که هر یک از ترکیبات 
مورد نظر یک نمونه ه شود، داراي احتمال انتخاب مساوي باشند، گوئیم از جامعانتخاب 

ورودي بایاس باشند. یعنی طوري هاي نمونه ایم. نبایدانتخاب کرده nتصادفی به حجم 
انتخاب شوند که اي هبه گون چنینهمانتخاب شوند که نتیجه مطلوب نزدیک باشد. 

اي هنمونهاي واحد، گیرينمونهدر بحث نظریه اغلب  د.ندهنده مشت نمونه خروار باشنشان
)  بایک جامعه را  = 1,2,3, … ,  nاي واقع در یک نمونه به حجم و واحدهاي نمونه (

)را با  = 1,2,3, … ,  ند. دهمینشان  (

تصادفی بدون  گیرينمونه: شودمیدو صورت انجام  تصادفی همیشه به گیرينمونه
  اي.هنمونهاي تصادفی با جایگذاري واحد گیرينمونهو اي هجایگذاري واحدهاي نمون

انتخابی تکراري نیست و هاي یک از نمونهتفاوت این دو روش در این است که در اولی هیچ
 Nبا حجم اي هکه بدون جایگذاري از جامع nیا به عبارت دیگر در یک نمونه به حجم 

 تصادفی با جایگذاري، گیرينمونهواحد مجزا وجود دارد. ولی در  nانتخاب شده، تعداد 
که ممکن است با این روش احتمال تکراري بودن واحدهاي نمونه صفر نیست، به این معنی

  دوبار، سه بار و یا بیشتر (به تعداد حجم نمونه) انتخاب شود.اي هیک واحد نمون
از اي ههر واحد نمون، که در یک استخراججایگذاري، احتمال این تصادفی با گیرينمونهدر 

حجم جامعه است). زیرا حجم جامعه به  N(  نمونه قرار گیرد، مساوي است با ز جامعه ج
  ند.مامی جایگذاري مجدد انتخاب شده در جامعه، ثابت هواسط

با روش  nبه حجم اي هنمون، ايهواحد نمون Nبا حجم اي هاز جامع توانمیتعداد دفعاتی که 
مرتب هاي تایی nکار به منزله ساختن زیرا این، Nجایگذاري انتخاب کرد، مساوي است با 

 .Nمرتب عبارت است از هاي تایی nو تعداد این  باشدمی Nبا حجم اي هاز مجموع

تصادفی تشکیل شده باشد و بخواهیم از این اي هواحد نمون 6از اي جامعهفرض کنید  مثال)
nجامعه یک نمونه به حجم  = این جامعه را با هاي بدون جایگذاري انتخاب کنیم، واحد 3

,هاي قرعه , … یم، در اولین دهمی یم و همه را در یک جعبه قرارکنمی مشخص ,
جز نمونه قرار گیرد  قرعه تهیه شده انتخاب شود و 6استخراج احتمال اینکه هر یک از 



 قرعه در جعبه باقی 5تعداد ، ايه. پس از استخراج اولین واحد نمون 1/6مساوي است با 
 است با ها  انتخاب شود مساويکه در دومین استخراج هریک از آنند و احتمال اینمامی
مال چهار قرعه در جعبه باقی خواهد ماند و احت، . پس از انتخاب دومین واحد نمونه 1/5
و  ¼که در سومین استخراج هریک از این چهار قرعه انتخاب گردد نیز مساوي است با این

  الی آخر. 
  یم.کنمی براي محاسبه واریانس و میانگین نمونه به صورت زیر عمل

  یریم:پذمی قراردادهاي زیر را  قبلا
  اي در جامعههاي نمونه: تعداد واحد 
y  مقدار صفت تحت مطالعه براي :t  امین واحد نمونه( = 1,2,3, … , )  

y	در جامعه: : مقدار میانگین واقعی صفت  
y =	   ∑ y  

در جامعه توان دوم انحرافات از میانگین  متوسطکه با فرمول زیر بیان شده است،  Sکمیت 
  شود.می محدود نامیده

= 	
1
− 1

	 ( − )  

= 	  ∑ (y − Ny ) 

  در جامعه : هانمونهواریانس مقادیر و 

( ) = 	 	= 	
1
	 ( − ) = 	

− 1
	  

  نمایش دهیم، داریم :  اگر حجم نمونه تصادفی را با 

y = 	
1
	  



= 		
1
− 1

	 ( − ) = 	
1
− 1

		 ( − ) 

 میانگین واقعی صفت و میانگین مربعات انحرافات نمونه نامیده هبرآوردکنندکه به ترتیب 
)یعنیواریانس این برآوردکننده ه شوند. براي محاسبمی با  گیرينمونهدو حالت   (

  گیریم:می را به شرح زیر درنظر جایگذاري

   تصادفی با جایگذاري گیرينمونه : 6-1- 2-1

  نوشت: توانمیواریانس  همطابق روش محاسب
( ) 	= 	 	[ − 	 	( )]  

رفته است. با  تصادفی با جایگذاري به کار گیرينمونهکردن روش براي مشخص wاندیس 
yقرار دادن  = ∑ 			

  داریم: در رابطه فوق 		

	( ) = 	  var (yi) +  cov (y I , yj) 

   جایگذاري دونتصادفی ب گیرينمونه : 6-2- 2-1

  شود:می که دیدهبه طوري
( ) = 	       ,						 ( ) =  

)	محاسبه ) گیري تصادفی با روش بدون براي مشخص کردن نمونه (اندیس  	
)	رفته است)، مانند محاسبه  کار جایگذاري به ) گیري تصادفی با در حالت نمونه  	

  زیر به دست آید. پذیرد تا رابطهمی جایگذاري انجام

	( ) = 	
1
	 	( ) 	+ 	

− 1
	 	,  

,	،ولی برخلاف آن حالت    مساوي صفر نمی باشد. 	و	به علت وابستگی   

	, = 	 −	
− 1

 

  آید:می بدست گیري از تساوي زیرمقدار متوسط اشتباه نمونهبنابراین 



σ  = 
√

  1−  

1)چون ضریب −	 به دست آمده هاي واریانس هکوچکتر است، از مقایسیک عدد از   (
 گیرينمونهکه متوسط اشتباه  شودمیبا جایگذاري و بدون جایگذاري، نتیجه هاي در حالت

چنین در هم جایگذاري است. با گیرينمونهبدون جایگذاري بیشتر از متوسط اشتباه 
و در  شودمیکم  گیرينمونهاشتباه  ،شدن حجم نمونهبدون جایگذاري، با زیاد گیرينمونه

Nصورتی که  = n ، رود ولی این خاصیت درمی به طورکلی از بین گیرينمونهاشتباه 
که حجم جامعه در مقایسه با حجم ذاري وجود ندارد. در صورتیتصادفی با جایگ گیرينمونه

 توانمیتصادفی با جایگذاري و بدون جایگذاري را  گیرينمونهنمونه خیلی زیاد باشد، 
در ها که حجم آنهایی تصادفی از جامعه گیرينمونهدر واقع دقت  یکسان فرض کرد.

نامحدود، در دوحالت با جایگذاري و هاي مقایسه با حجم نمونه خیلی زیاد باشد، ویا جامعه
  بنابراین داریم: بدون جایگذاري یکسان است.

	( ) 	= 	 (
1
	− 	

1
)	 = 	 (1 −	 ) 	  

  اندازه حجم نمونه براي تعیین دقت معین  : 6-3- 2-1

تعیین گیري معمولا در ارتباط با اشتباه مورد قبول در برآورد پارامتر جامعه دقت نمونه
که حجم نمونه با معلوم بودن دقت خواسته شده براي  شودمیکوشش  اغلب گردد.می

∋شود. چنانچه اشتباه مورد قبول  را با و ضریب اعتماد معین، تعیین  گیرينمونه y   )∈
y  ) وباشدمییا خطاي حدي  nبا حجم  گیرينمونهمقدار اشتباه میانگین نمونه در  	

1)با  شده راضریب اعتماد خواسته  − α)  ه نشان دهیم، اندازn یم کنمی را طوري تعیین
  زیر برقرار باشد: هکه رابط

[| −	 | ≥	 ] 	= 	  

د در ارتباط با حدود اعتماد میانگین جامعه مشخص توانمی nکه  شودمیبنابراین معلوم 
د که به طور متوسط اگر از یک جامعه به دفعات مکرر دهمی گردد. به طور کلی تجربه نشان

yنمونه انتخاب کنیم و  در ، دفعات استخراج نمونه %68داراي توزیع نرمال باشد، در  	
  بدون جایگذاري باشد، داریم: گیرينمونهکه صورتی



|y −	y | 	≤ 	
N − n

nN
	S 

  از دفعات استخراج نمونه، داریم: %95در و 

|y −	y | 	 ≤ 	2
N − n

nN
	S 

از دفعات استخراج داشته   %(α-1)رود که به طور متوسط در می حالت کلی انتظاردر 
  باشیم:

−tα,
N− n

nN
S ≤ y −	y ≤ tα,

N− n
nN

S 

∋و با قرار دادن  y = y - y :در نهایت داریم  

n = 	
Nt , 	S

N ∈ y + t , S 		
	 

  به اندازه کافی بزرگ باشد، داریم: Nاگر 

N = t ,
s

(∈ y )
 

  تیاحتمالا هايتوزیع: 2-2
  گسسته هايتوزیع :1- 2-2 
  توزیع برنولی :1-1- 2-2

و  pگیریم که داراي دو نتیجه موفقیت با احتمال می آزمایشی تصادفی را در نظر
به  xگویند. اگر متغیر تصادفی می باشد. چنین آزمایشی را برنولی qشکست با احتمال 

  صورت زیر تعریف شود:

   X=1 اگر نتیجه آزمایش موفقیت باشد                          

   X=0           اگر نتیجه آزمایش شکست باشد        



یم. دهمی نشان X~ B(1,p)با نماد  آن را و متغیر تصادفی برنولی گوییمرا  xصورت این در
  :باشندمیاین توزیع به صورت زیر هاي ویژگی

( ) = 	P(X = x) = 	p (1 − p)        x=0,1    تابع احتمال برنولی 

( ) = 					,			 ( ) =  

مدن خط آدو برابر احتمال  طوري اریب شده است که احتمال آمدن شیر،اي ه) سکمثال
آزمایش باشد، میانگین و واریانس متغیر تصادفی ک دهنده تعداد شیر در ینشان Xاست، اگر 

X .را حساب کنید  
(شیر) = 	2	  (خط)

(خط) + 	2	 (خط) = 1		 ⇒ 	 (خط) = 	1/3, p(شیر)=2/3 

( ) =
2
3

,				 ( ) = 2/3 ∗ 	1/3 = 	2/9 

  ايتوزیع دوجمله :1-2- 2-2

هاي زیر پیش آیند: راه ازند توانمیشوند، می دادهاي هکه با توزیع دو جملهایی احتمال
از یک  گیرينمونه) هنگام 2با جایگذاري از یک جامعه متناهی ( گیرينمونه) هنگام 1(

  ) و یا بدون جایگذاري.شودمینهایت بزرگ اطلاق بیاي هنامتناهی (که اغلب به جامع هجامع
)N	ها معیوب و از آن عددN	شی که N هفرض کنید که بخواهیم از یک تود عدد  (

تایی با جایگذاري خارج کنیم. به عبارت دیگر، به تصادف یک عضو از  nه سالم اند، یک نمون
  آن رایم، و دهمی آزمایش و نتیجه را ثبت کرده و در توده قرار آن رایم، کنمی توده را خارج

nیم . فرایند را کنمی به طور کامل مخلوط −   یم. کنمی باردیگر تکرار 1

X ها در: تعداد موفقیت n  بار آزمایش برنولی  

,~B(n	Xبا نماد  آن را p) هاي آن به صورت زیر است:دهیم. ویژگیمی نمایش  

( ) = P(X = x) =
n
x
	p (1− p) 			x = 0,1,2, … , n 

E(X) = np			, Var(X) = npq 



  یم.کنمی را یادداشتها ریزیم و تعداد نهمی بار 100) دو تاس را مثال

  بار نه چقدر است؟  xاحتمال رخ دادن  الف)
  کم سه بار نه رخ دهد چقدر است؟که دستب) احتمال این

یم، کنمی آشکار است که هر بار ریختن دو تاس را براي پیشامد نه یا غیر نه آزمایش
  است. از این رو  p=1/9ریختن دو تاس برابر بار احتمال به دست آوردن یک نه در هر 

P(x) = 	
100

x
	(

1
9

) 	(
8
9

) 										, x = 0,1,2, … , 100 

  ب)
P(x ≥ 3) = 	1− p(x < 3) = 	1− p(x ≤ 2)		 

= 	1−	 [
100

x
	(

1
9

) 	(
8
9

) ] 

= 1 −	(0.000008 + 0.000097 + 0.000603) 

= 0.9993 

  توزیع فوق هندسی :1-3- 2-2

که  شودمیبه دو قسمت جمعیت موفق و جمعیت شکست تقسیم اي هفرض کنید جامع
Nتایی و دیگري  Mیکی  − M ) تایی استN .(خواهیم می کل جمعیت استn	  عضو از این

  تایی را بدون جایگذاري انتخاب کنیم. چنین آزمایشی را فوق هندسی گویند. Nجمعیت 
که در آن  شودمیشی استخراج  Nمتناهی با اي هشی به تصادف از جامع nاز اي هوقتی نمون

د به روشی ساده به صورت توانمیبدون جایگذاري انجام شده و هر عنصر جامعه  گیرينمونه
  تعلق به دو رده مجزا، دو حالتی شود.

 تعداد موفقیت ها در یک آزمایش فوق هندسی :

( = ) = 	
		

( )
 

( ) = 	  



( ) = 	
−
− 1

	 . . (1− ) 					
−
− 1

=  تصحیح	ضریب

-تایی خارج می2سیاه یک نمونه تصادفی توپ 1توپ سفید و 4اي شامل ) از جعبهمثال
  بدون جایگذاري -ب    با جایگذاري -الف    کنیم.

نمونه است را در هر حالت  دهنده تعداد توپ درکه نشان Xامید ریاضی متغیر تصادفی 
  محاسبه نمائید.

  -الف
2 1  0 X  

16/25  8/25  1/25  f(x)  

E(X) = 	0	 ×
1

25
	+ 	1 ×

8
25
	+ 	2	 ×

16
25

= 	
8
5

 

  

   -ب

                                                           P(X = x) = 	  
X  1  2 

P(X = x) 2
5

 3
5

 

E(X) = 	1 ×
2
5
	+ 	2 ×

3
5
		= 	

8
5
		 

چه با جایگذاري و چه بدون جایگذاري باشد،  گیرينمونهید، کنمی طور که ملاحظههمان
  .کندمیمقدار امید ریاضی فرق ن

  توزیع پوآسن :1-4- 2-2

گیریم که از شکل حدي می توزیع احتمال مهم، یعنی توزیع پوآسون را درنظر اینک یک
→nوقتی اي هتابع احتمال توزیع دو جمل ∞, p →   که ،آیدمی ثابت بماند، بدست npو  	0

λ np=  شودگرفته می در نظر.  



در یک فاصله زمانی یا در یک مکان ها دهنده تعداد موفقیتنشان Xاگر متغیر تصادفی 
 نشان λ)	P(	X~با نماد  آن راگویند و  پوآسونرا یک متغیر تصادفی  Xگاه مشخص باشد آن

  ند. مشخصات این توزیع به صورت زیر است:                                                                 دهمی

( ) = P(X = x) =
e 	. λ

x!
 

در ها معیوبتولید اند و شوند معیوبمی ساختههایی که با یک ماشین دو درصد پیچ )مثال
بندي بسته تایی 100هاي در جعبهها د. اگر پیچدهمی جریان ساخت به طور تصادفی رخ

  معیوب باشد، چقدر است؟ xمعین داراي اي هکه جعبشوند، احتمال این

  شودمیتعیین اي همعیوب باشد با توزیع دوجمل xکه جعبه داراي احتمال این

p(x) = 	
100

x
	(

2
100

) 	(1−	
2

100
) 				,						x = 0,1, … ,100 

P(x)به صورت    p(x)تقریب پوآسون براي، np=2و  p=0.02و  n=100چون  = 
!
	  

  شود. می دادهنشان 
سازد و اي تقریبی براي توزیع فوق هندسی فراهم میتوزیع دو جمله ،تحت برخی شرایط

کند. آشکار است اي فراهم میتقریبی براي توزیع دو جملههایی توزیع پوآسون، تحت شرط
ها، توزیع پوآسون، تقریبی براي توزیع فوق هندسی فراهم که تحت این دو مجموعه از شرط

  .آوردمی

کاري در هر یارد هاي عایقکاري تعداد شکستدانیم که در نوعی فرایند عایقمی )مثال
یارد از  16به طول اي هها در قطعاین نوع شکستگیتا از  xاست. احتمال یافتن  0,07سیم 

  سیم چقدر است؟

λ=0.07 , μ=λL= (0.07)(16)=1.12 

( )=
( . )

!
 .  

  



  اي منفیتوزیع دو جمله :1-5- 2-2

  rدادنموفقیت بدست آوریم و پس از رخ  rاگر آزمایش برنولی را آنقدر ادامه دهیم تا 
 منفیاي هچنین آزمایشی را آزمایش دو جمل، امین موفقیت آزمایش را متوقف کنیم

  نامیم.می
، متغیر تمنفی اساي هدهنده تعداد دفعات در آزمایش دو جملکه نشانرا  Xمتغیر تصادفی 
  نامیم.می منفیاي هتصادفی دو جمل

  به صورت زیر تعریف شود: Xاگر متغیر تصادفی 

X  : تعداد آزمایشات براي رسیدن به r امین موفقیت  
 اي سروکار داریم. مشخصات این توزیع به صورت زیربا یک متغیر تصادفی دو جمله

  باشد:می
P(X = x) = (	x − 1

r − 1)	p (q) − 											x = r, r + 1, … 

E(X) =
r
p
Var(X)		و				 = 	

rq
p

 

در هفتمین آزمایش بدست  سومین شیر، ) احتمال اینکه در پرتاب متوالی یک سکهمثال
  آید چقدر است؟

X = 7	, p = 1/2	, r = 3 

P(X = 7) = 	
7− 1
3− 1

	(
1
2

) 	(
1
2

) = 	
15

128
	= 	0.1172 

 

  توزیع هندسی :1-6- 2-2

گاه با یک متغیر تصادفی هندسی روبرو باشد، آن r=1اي منفی اگر در توزیع دو جمله
  هستیم:

X:   آزمایشات مستقل برنولی تا رسیدن به اولین موفقیت تعداد

  :باشدمیند. مشخصات آن به صورت زیر دهمی نشان 	x~Ge(p)متغیر هندسی را با نماد 

( ) = P(X = x) = 	 		     x = 1,2,3, … 



E(x) =
1
p
						 , Var(X) =

q
p

 

  توزیع یکنواخت گسسته :1-7- 2-2

اختیار کند با توزیع یکنواخت گسسته روبرو یکسان  مقادیر Xاگر متغیر تصادفی 
 دهند. مشخصات آن به صورت روبرومی نشان  X~DU(k) هستیم. این توزیع را با نماد

  باشد:می

( ) = P(X = x) =
1
k
	x = x1, x2, x3, … xk 

? = E(X) =
1
k

x 						 , Var(x) = 	
1
k
	 (x − 	? )  

خواهیم به تصادف یک نفر را انتخاب و می باشد،می دانش آموز 20کلاسی داراي  )مثال
  مشخص کنید. آن راکتابی را به او هدیه دهیم، توزیع احتمال 

f(x) =
1

20
								x = 1,2, … , 20 

 

  هاي پیوستهتوزیع :2-2- 2
 توزیع یکنواخت پیوسته :2-1- 2-2

داراي توزیع یکنواخت  Xگوئیم  داراي تابع چگالی احتمال به صورت زیر باشد Xاگر 
,a)	پیوسته در بازه b)	 با نماد  آن رااست وX~U(a, b) مشخصات این توزیع یمدهمی نشان .
  باشد:می به صورت زیر

 

fx	(x) 	= 		
1

−
										 a < <

0																																 ℎ
 



0																										 <
Fx(x) = 					

x − a
b − a

	a ≤ x <

1																										 b ≤ a
 

 

E(X) =
a + b

2
			Var(X) =

(b − a)
12

 

دقیقه از یکدیگر حرکت  20ها به فاصله ) از یک ایستگاه اتوبوس مشخص، اتوبوسمثال
(مثلا اگر اولی ساعت چهار حرکت کند، بعدي ساعت چهار و بیست دقیقه و ...)  کنندمی

  دقیقه از این ایستگاه حرکت کرده است.  مسافري بین ساعت پنج تا پنج و چهل

  دقیقه منتظر اتوبوس مانده باشد. 10که مسافر کمتر از  آن راالف) حساب کنید احتمال 
  دقیقه منتظر مانده باشد.10ب) بیشتر از 

f(x) = 	
1

5: 40	 − 	5
	=

1
40

 

  
  الف:

P(10 < < 20) 	+ (30 < < 40) 	= 	
1

40
	dx	+ 	

1
40

	dx	 = 	
1
2

 

  ب:
P(0 < < 10) + 	 (20 < < 30) = 	

1
40

	dx		 + 	
1

40
	dx	 =

1
2

 

  توزیع گاما :2-2- 2-2

  :شودمینام این توزیع از تابع گاما گرفته شده است که به صورت زیر تعریف 
  

Γ(z) = t e 	dt 
  

Γ(z) = (z − 1)! 



  
Γ(z + 1) =	z.	Γ( ) = . ( − 1)!	 

  
 :شودمیمتغیر تصادفی گاما به صورت زیر تعریف 

X:  اتفاق افتادنمدت زمان لازم جهت  

,X~Γ(αبا نماد آن را میانگین تعداد اتفاقات براساس    دهند که در اینجامی نشان    (
  باشد. مشخصات این توزیع به صورت زیر است:می یک فرایند پوآسون

f(x) = 	
1

Γ(α)	β
. x . e x > 0	; 	 > 0 

E(X) = 	αβ			; 						Var(X) = 	αβ  

یک توزیع گاما  Xامین موفقیت باشد، توزیع αزمان  ،x	nسون با میانگین آاگر در آزمایش پو
ید توزیع نمایی حالت خاصی از توزیع کنمی است و همانطور که ملاحظه  و  	αبا پارامتر 

αگاما با  =   .باشدمی  1
شوند، می اتومبیل وارد یک پارکینگ 30) فرض کنید در هر ساعت به طور متوسط  مثال

دقیقه منتظر بماند تا دومین اتومبیل وارد پارکینگ  5اقل حداحتمال اینکه مامور پارکینگ 
  شود، چقدر است؟

=شوند برابر است با می که در دقیقه وارد پارکینگهایی متوسط تعداد اتومبیل اگر   . 
زمان انتظار برحسب دقیقه باشد، این متغیر تصادفی داراي توزیع گاما با  	Xمتغیر تصادفی 

αپارامتر  = βو  2 =   . بنابراینباشدمی 2

P(X ≥ 5) = 	
x 	e
2 	Γ(2)

	dx 

= 	
1
4
	x 	e 		dx	 = 	

7
2
	e  

 
 
 
 

 



  توزیع نمایی :2-3- 2-2

 توزیع هندسیاگر آزمایش برنولی را آنقدر ادامه دهیم تا اولین پیروزي بدست آید به 
سون انجام دهیم تا به توزیع نمایی آخواهیم بحث مشابهی را در مورد توزیع پومی رسیم.می

یک متغیر  تصادفی جداست که نمایانگر تعداد پیروزي در یک  Y ،سونآبرسیم. در توزیع پو
را با شرایط و مشخصات  Xناحیه پیوسته یا یک فاصله زمانی است، حال متغیر تصادفی 

یک متغیر تصادفی پیوسته است.  Xیم کنمی گیریم ولی فرضمی سون درنظرآع پوتوزی
سون متناظر داراي آمیانگین تعداد پیروزي در واحد زمان باشد. پس توزیع پو nفرض کنید 

 Yسون در رابطه با متغیر تصادفی آتوزیع پو. خواهد بود xدر مدت زمان  	nxمیانگین 
  عبارت است از :

P(y) = 	
(nx) 		e

y!
																								 , y = 	0,1,2,3, . . . 

Fنویسیم می را Xحال تابع توزیع تجمعی  (x) = 	P(X ≤ 	x)   
  :شودمیبه صورت زیر تعریف  Xمتغیر تصادفی 

X: سونآزمان انتظار بین دو پیشامد متوالی در فرایند پو  

  یا
X: سونآزمان انتظار تا مشاهده اولین پیشامد در فرایند پو   

)X~Expآن را با نماد    :باشدمیند و مشخصات این توزیع به صورت زیر دهمی نشان (

f(x) =
1
β

e 											X > 0
			

0																	ow
 

 

E(X) = 	β																					Var(X) = 	 β  

  دو - توزیع خی :2-4- 2-2

	αدر توزیع گاما اگر  = β و  = -. مربع کايشودمیدو تعریف  - باشد، چگالی خی  2
X~χدو را با نماد  		(ν)  ند. مشخصات این توزیع به صورت زیر است:دهمی نشان  

 



f(x, k) =

1

Γ(k/2)2
	x 		e 									for	X > 0

			
0																																												for	x ≤ 0

 

 
E(X) = 	υ																		Var(X) = 	2υ 

χمقدار  χو منحنی توزیع آن حول  باشدمیمنفی ن 		 		 = متقارن نیست، در زیر  0
υدو براي درجه آزادي  -خیهاي منحنی = υو  4 =   رسم شده است. 7

  
υدو براي درجه آزادي  -هاي خیمنحنی :3- 2 = υو  4 = 7  

  
  باشد، مطلوبست محاسبه 10دو با درجه آزادي  -دراي توزیع خی X) اگر مثال

P(3/5 < < 20/5) 

 (3/5	 < < 20/5) = 	 ( < 	20/5)− 	 ( < 3/5)  

								= 	0.975	– 	0.025	 = 	0.95	 

    توزیع نرمال :2-5- 2-2

داراي توزیع نرمال با  Xمتغیر  ترین توزیع پیوسته در آمار، توزیع نرمال است.کاربردي
  است. هرگاه تابع چگالی احتمال آن به صورت زیر باشد:  σو واریانس   میانگین 

 
 

x	, ? 	,σ =
1

2πσ 		e
−(x−? 	)

2σ 															x ∊ ℝ 

 
E(X) = 	? 																																				Var(X) = 	 σ  



  منحنی تابع چگالی احتمال به صورت زنگی شکل است. 

  
  منحنی تابع چگالی احتمال :4- 2

  

=متغیر تصادفی نرمال با میانگین  σو واریانس   0 = را متغیر تصادفی نرمال  1
  یم.دهمی نشان Zبا  آن را نامیم ومی استاندارد

باشد، براي محاسبه احتمال، از  σو واریانس  	یک متغیر تصادفی نرمال با میانگین  Xاگر 
Zمتغیر  = 	 یم و احتمال کنمی به نرمال استاندارد تبدیل آن راو  هاستفاده نمود  

  آوریم.می مربوط به نرمال استاندارد را از جدول بدست
P(x1 < 	 < 	 2) 	= 	P(z1 < 	 < 	 2) 

   

  
x1			در تابع چگالی احتمال :5- 2 < 	 < 	   	بازه	2

  

?دانشجوي یک دانشکده تقریبا داراي توزیع نرمال با  300معدل نمره  مثال) = و  2/1
σ =   دهم تقریب محاسبه شده باشند. تا یکها که معدلاست. در صورتی 1/2

باشد را  2/5 تقریباکه معدل یک دانشجو که به تصادف انتخاب شود، ) احتمال اینالف
  محاسبه کنید.

باشد را  2/5یک دانشجو که به تصادف انتخاب شود، دقیقا معدل که ب) احتمال این
  محاسبه کنید.



اند و دو نقطه انتهایی فاصله نیز مورد نظر دهم تقریب محاسبه شده ها تا یکچون معدل
1است، باید سطح محصور واقع بین نقاط  = 	و	2/45	 2	 =   را محاسبه کنیم. 3/55	

(2/45 < < 	3/55) 	= 	 (	
2/45	– 	2/1

1/2
< <

3/55	 − 2/1
1/2

) 

					= 	 (0.29	 < 	 	 < 	1/21) 
						= 	 ( < 	1/21)	– 	 ( 	 < 	0.29) 
							= 	0.8861	– 	0.6141	 = 	0.2728 

  قرار دارد و داریم   [3/5 , 2/5]دانشجویان در فاصله  %27,28بنابراین معدل 
100  27/28 
300  x        ,  x=81/84 

  باشند.می  [3/5 , 2/5]نفر داراي معدلی در فاصله  82تقریبا 

  را محاسبه کنیم  x2=2/55و   x1=2/45ب) باید سطح محصور واقع بین 

(2/45	 < 	 	 < 	2/55) 	= 	 (
2/45	– 	2/1

1/2
< 	 	 < 	

2/55	– 	2/1
1/2

) 

						= 	 ( 	 < 	0.375)	– 	 ( 	 < 	0.29) 
								= 	0.6461	– 	0.6141	 = 	0.032 

  باشند.می 2/5نفر داراي معدل  10توان گفت که تقریبا می و یا
=یک متغیر تصادفی دو جمله اي با میانگین  Xاگر  	 σو واریانس    باشد،  =

  شکل حدي توزیع متغیر تصادفی 
= 	 	

√
 

  .باشدمینهایت میل کند، توزیع نرمال استاندارد به سمت بی nهنگامی که  
  نزدیک باشد، تقریب بسیار خوب است. به  pبزرگ و  nتوجه: هنگامی که 

σباشد، ( σو واریانس  ?یک متغیر تصادفی نرمال با میانگین  Xاگر  > گاه متغیر آن ،)0
  دو با درجه آزادي یک است. -داراي توزیع خی  	تصادفی

= (
−

)  

	اگر   	،	 ،	. . . ،	 ،n هايمتغیر تصادفی مستقل نرمال با میانگین?   ، ?  ،... ،? و   
σهاي واریانس ،	σ ،... ،σ   گاهباشند، آن  



= ∑ ( 	 	 )  

  است. nدو با درجه آزادي  - توزیع خیداراي 

  چگالی مخلوط :3- 2
را مورد بررسی قرار داد ابتدا ها داده که بتوان رفتاربراي آنمبتنی بر مدل هاي در روش

گیریم و تحلیل را بر روي می است را در نظرها یک مدل که نزدیکترین مدل به رفتار داده
چگالی نرمال است. به ، گیردمی مورد استفاده قراریم. چگالی که بیشتر دهمی آن مدل انجام

  در حالت طبیعی به صورت نرمال است. ها که پراکندگی دادهدلیل آن
 .با پراکندگی مختلف داشته باشیمهایی است که داده زمانیاما یک مشکل وجود دارد و آن 

دیگري در اطراف آن در پراکندگی در مرکز و  نمونه يهایکی از کلاسدراگر به عنوان مثال 
بنابراین به جاي  .مختلف استها نآاما پراکندگی  شودمییکسان ها باشد، میانگین این داده

  گونه براي اینمدل که بهترین  یمکنمی استفاده 2چگالی مخلوط از 1واحدچگالی استفاده از 
   است.ها داده

  
  : نمودار چگالی مخلوط6- 2

  
که . با فرض اینکندمیکلاس محدود  را به یک پارامتر خاصها چگالی مولفه چگالی مخلوط

موجود مناسب و یا از لحاظ محاسباتی مناسب باشند. براي تعیین تعداد هاي براي داده
  استفاده کرد. LBGمانند  یکاتومات بنديدستهاز توانمیها چگالی

                                                
1 Single density 
2 Mixture densities 



P(x;θ	این چگالی با  چگالی مخلوط هاي پارامتر مولفهامین θ، s پارامتر  .شودمیارائه 	(
πزا است. ها یم. وزنکنمی امین مولفه چگالی مخلوط استفادهsبراي اشاره به فاکتور وزن   

πباید غیر منفی باشد  (i)ژگی را داشته باشند: باید این دو وی > یک ها مجموع آن (ii)و  0
∑شود  π =  آن چگالی وزن یا مخلوط چگالیهر چگالی در نسبت  هک πهاي وزن 1

 چگالی، sکه از یک نمونه داده از مولفه  کردفرض  p(s)به عنوان احتمال  توانمیاست را 
  استخراج شده است.  مخلوط
  :شودمیمولفه به صورت زیر تعریف  k ،مخلوط چگالی

( ) = 	 	 ( ;	 ) 

  یم.کنمی را به صورت زیر بیان مخلوط لیچگاهاي مجموعه پارامتر
={  ,	 	,…,	 , ,	 , … , } 

درنظر گرفته  3فرد و غیروابستهداراي توزیع منحصربه هاداده فرض اینکه در اینجا تمام با    
  است.ها آنهاي ها، حاصلضرب احتمالاحتمال بردار مجموعه داده، . به عبارت دیگراندشده 

کننده یک پردازش درنظر گرفت. زمانی که اولین را به عنوان مدل چگالی مخلوط توانمی
}{ ،4چندگانهبر طبق توزیع  s منبع , , … 	 سپس یک نمونه در  و شودمیانتخاب  ,

;p(xچگالیآن بر طبق مولفه  	θ  s. بنابراین، احتمال منبع انتخاب شده شودمیاستخراج   (
p(x;θ	به صورت  xو داده  انتخاب شده با استفاده هاي دادهاي هاست. احتمال حاشی  (

  .شودمیمحاسبه  مخلوطاز چگالی 
نظر  در تهبه عنوان اطلاعات از دست رف توانمی هرا تولید کرد xمنبعی که بردار داده 

گیرد و منبعی که داده را تولید می صورت xگرفت. به عبارت دیگر، پردازش بر روي بردار 
  دیگر نمی شناسیم. ه استکرد

با  چگالی مخلوطهاي است که بر روي مولفه 5احتمال ثانویهشده مهم  کمیت استخراجیک 
ه دبه عنوان توزیعی که یک بردار دا آن راتوان می تعریف شده است.ها توجه به بردار داده

بردار "، در نظر گرفت. به عنوان مثال، کندمیمخلوط استخراج هاي خاص را از روي مولفه

                                                
3 Identically and independency distributed (IID) 
4 Multinomial 
5 Posterior probability 



بردار داده به کدام  دسته تعلق "و یا  "کدام چگالی مولفه استخراج شده است؟داده از روي 
  مخلوط با استفاده از قانون بیز تعریف شده است.هاي راي مولفهباحتمال ثانویه  "ارد؟د

که باعث ضرورت هایی مدل مخلوط را از روي دادههاي الگوریتم ماکزیمم انتظار، پارامتر
به  مخلوط 6مدلسازي بر اساس چگالی زند.می ، تخمیناندشده ثانویهاحتمال  استفاده از

د میان جریان تخمین توانمیو  شودمیپارامتري شناخته  -نیمه عنوان تخمین احتمال
که  کندمیفرض ، تخمین احتمال پارامتریک چگالی پارامتري و غیر پارامتري قرار گیرد.

اند. مساله کلاس نرمال، استخراج شدههاي دادهاز یک کلاس پارامتریک همانند ها داده
، کندمیمناسب را پیدا هاي تخمین سپس جستجوي پارامترهاي نرمالی را که بهترین داده

 ارد غیرواقعید. فرضی که بر پارامترهاي تخمین چگالی استوار باشد، اغلب مودهمی کاهش
در متد تخمین غیر پارامتریک، یک  .کندمیبسیار کارائی را استخراج هاي اما پارامتر .است

  . شودمیدرنظر گرفته نها چگالی خاص براي استخراج داده
تخمین غیر پارامتریک، یک فرم چگالی مخلوط با یک مولفه مخلوط براي هر نقطه داده در 

  شوند.می انتخابها به عنوان مولفهها زند. هستهمی را تخمینها مجموعه داده
نرمال با هاي است که از مولفه 7زننده پارتزنتخمین پارامتریک معروفزننده غیر یک تخمین
  .کندمیاستفاده  مشابههاي یکسان براي تطبیق نقاط داده و کوواریانسهاي با میانگین

که ما اي هسازي کند. هزیند چگالی یک کلاس بزرگ را پیادهتوانمیتخمین غیرپارامتریک 
را ها ما باید تمام هسته این است که بدهیم زده شدهباید براي محاسبه نقطه جدید تخمین 

پیچیدگی محاسباتی زیادي  بزرگ،هاي ارزیابی کنیم که این محاسبه براي مجموعه داده
  دارد.

 رایک کلاس بزرگ چگالی : کندمیمیان دو جریان تعادل برقرار  مدلسازي بر اساس چگالی
که تنها اي ه، به گونندکارائی ارزیابی کو چگالی آن را به صورت کندسازي پیاده دتوانمی

  .شودارزیابی ها تعداد نسبتا کمی از تابع چگالی
  

                                                
6  Mixture modelling 
7 Parzen estimstor 



  تخمین پارامترهاي یک مدل احتمالاتی :4- 2
جامعه، هاي در آمار استنباطی از روي نمونه بدست آمده و نتایج آن در مورد پارامتر

(برآورد) و آزمون فرضیه  تخمینیم. این به دو بخش تئوري کنمی نتیجه گیري و استنباط
و فاصله اطمینان اي هورد نقطآشامل دو بخش بربرآوردگر . خود شودمیبندي تقسیم

  .باشدمی

  ايبرآورد نقطه :4-1- 2
، کافیست یک نمونه تصادفی را شودمیاین برآوردگر براي یک پارامتر به سادگی انجام  

نظر بدست آورد، مثلا اگر  براي پارامتر موردانتخاب کرده و مقدار یک برآوردگر خوب را 
(میانگین نمونه) را براي  	Xمقدار  نظر گرفته و را در باشد برآوردگر  	µپارامتر مورد نظر

است.  µخوبی براي اي هیم. این مقدار، برآورد نقطکنمی یک نمونه تصادفی منتخب محاسبه
را درنظرگرفته و به کمک یک  باشد، کافیست برآوردگر σپارامتر موردنظر اگر یا  و

اي هبرآورد نقط ،(واریانس نمونه) را بدست آوریم، این مقدار نمونه تصادفی منتخب مقدار 
، زیرا مقدار آن با باشدمیداراي خطاي زیاد اي هخواهد بود. اما برآورد نقط σخوبی براي 

یم تا بجاي کنمی بنابراین سعی .تغییر خواهد کرد تغییر نمونه (حجم نمونه ثابت باشد)
  تعیین کنیم. اي هیک برآورد فاصل، ايهبرآورد نقط

  (میانگین جامعه) و واریانس جامعه   ايهبرآوردگر نقط :4-2- 2
را از روي ها بنابراین آن اند.ناشناخته σو  ?ناشناخته باشد، آن گاه اي هاگر توزیع جامع

  یم.کنمی برآوردتصادفی  هنمون
  اگر داشته باشیم، را برآوردگر نااریب گوئیم θبرآوردگر 

? = 		E(θ ̂) 	= 	θ 

? ?	می دانیم  ̅ یک برآورد نااریب براي  X، همواره nبا حجم دلخواه اي هپس براي نمون =
Sو نیز است ?   است. σبرآوردگر نااریب براي   

با نسبت اي هموفقیت در یک جامعه دو جملدهنده تعداد نشان Xاگر متغیر تصادفی  مثال)
p  وردگر نااریب براي نسبت آیک بر   =باشد، نشان دهید که برآوردp .است  

E(P)باید نشان دهیم که  = 	p  



E(P) = 	E(
X
n

) = 	
1
n
	E(X) =

1
n
	np	 = p 

و  منحصر به فرد نیست. چون برآوردگرهاي میانه ، اریب یک پارامتر: برآورد ناتوجه
?براينااریب هاي هر دو برآوردگر )میانگین ( خواهیم از میان می و ما هستند 	

تعیین کنیم. بنابراین از میان  نااریب یک پارامتر، بهترین برآوردگر را هايبرآوردگر
برآوردگري که کمترین واریانس را داشته باشد، کاراترین  	θ،روردگرهاي نااریب پارامتآبر

  .شودمیبرآوردگر نامیده 
واریانس اي هنقط هبه عنوان برآوردکنند توانمیرا  Sاي هبه روش مشابه، واریانس نمون

  برد.  به کار σجامعه یعنی 
 هبا میانگین ناشناختاي هاز جامع 	nتصادفی به حجم اي هبه طورکلی داریم، اگر براي نمون

µ	 و واریانس ناشناختهσ  هکنندیک برآورد 	xگاه باشند، آنمعین شده  Sو  xمقادیر  	
σبا واریانس  	µنااریب براي اي هنقط = σ /n	  است. به علاوهS اي هنقط هبرآوردکنند یک

  است. نااریب براي 

  (فاصله اطمینان) برآورد فاصله :4-3- 2
> است به صورتاي هفاصل، 	براي پارامتراي هیک برآورد فاصل  و aدر آن که >

b مانند پارامتر اي هیک برآورد نقطθ	  آید و به نوع می که از نمونه تصادفی بدستاست
) n تصادفی مختلف (با حجم ثابتهاي . چون نمونهباشندمیمربوط  θتوزیع برآوردگر 

متفاوت براي هاي ند، بنابراین فاصلهدهمی بدست θاي همقادیر متفاوت را براي برآورد نقط
را شامل  	شامل و بعضی پارامتررا  	پارامترها که بعضی از آن شودمیتشکیل  پارامتر 

تعیین خواهیم کرد،  θاطمینان را به کمک توزیع برآوردگر هاي نخواهند شد. چون فاصله
طوري تعیین کنیم که درصدي از را  bو  aسازد که می را قادر بنابراین این توزیع ما

از  %95طوري محاسبه شوند که  bو  aباشند، به عنوان مثال اگر  	ها، شامل پارامترفاصله
 aفاصله اطمینان گوئیم و به طورکلی اگر  %5باشند، این فاصله را  شامل پارامتر ها فاصله

-1)طوري محاسبه شوند که  b و -1) رانباشند، آ  شامل ها از فاصله % 100( )100  % 
-1) فاصله اطمینان و ضریب  0)را ضریب اطمینان گوئیم. ( < α < 1) .  

 



  براي جامعه به اندازه کافی بزرگ  	برآورد فاصله اطمینان میانگین جامعه :3-1- 2-4

دانیم می آوریم.می را بدست  ?براي، فاصله اطمینان و توزیع اي هبا کمک برآورد نقط
و  ?با میانگین اي هاز جامعبه اندازه کافی بزرگ)  	n ،)nتصادفی با حجم هاي که اگر نمونه

=گاه متغیر تصادفیانتخاب شود، آن σواریانس معلوم 
/√

به قضیه حد مرکزي  بنا   
/خواهد بود. از طرفی  دداراي توزیع نرمال استاندار  را مقداري از توزیع نرمال درنظر  

1گیریم که مساحت می −   در سمت چپ آن قرار دارد یعنی   2/

P(Z ≤ z / ) = 		1− α/2 

  :نوشت توانمیتوجه به شکل منحنی توزیع نرمال استاندارد و خاصیت تقارن این توزیع  با 

P(−z / 			< 	 < 	z / 		) = 	1 − α 

،	Zکه اگر به ازاي  =
/√

  در انتها داریم:، را قرار دهیم 

P(X −	
σ
√n

z / 	< 	 < 	X + 	
σ
√n

z / ) 

به اندازه کافی بزرگ) از یک  n ،)nاگر یک نمونه تصادفی به حجم ، گفت توانمیبنابراین 
  آنگاهمحاسبه شود،  و میانگین نمونه انتخاب شود جامعه با واریانس معلوم

 (1 −   فاصله اطمینان براي جامعه به صورت زیر است:  100%(

- 
√ /  < < + 

√ /  

1)گفت،  توانمیبه عبارت دیگر  − وقتی که نمونه  ?اطمینان براي  فاصله 100%(
مقداري از توزیع نرمال  /و  با واریانس معلوم اي هاز جامع nتصادفی با حجم 

−1استاندارد است که مساحت  	α/2  .در سمت چپ آن قرار دارد  
1اگر ضریب  را ثابت فرض کنیم و بخواهیم فاصله اطمینان خوبی را ارائه دهیم کافی  −

ید که آ می فاصله اطمینان خوب هنگامی بدست ااست حجم نمونه را زیاد انتخاب کنیم، زیر
یم که میانگین طول دهمی زمان طول فاصله کم باشد. مثلا ترجیحضریب اطمینان بالا و هم



اطمینان  %99سال قرار گیرد تا آنکه با  9تا  8اطمینان در فاصله  %95 عمر یک نوع لامپ با
  سال قرار گیرد. 10تا  3در فاصله 

معلوم براي جامعه    و واریانس  		برآورد فاصله اطمینان میانگین جامعه :3-2- 2-4
n≥30  

?رابطه زیر براي میانگین معلوم دردر این جامعه بدون توجه به نوع توزیع   واریانس و 	
به اندازه کافی بزرگ را داریم و هاي همان فاصله اطمینان ارائه شده در جامعه ،  معلوم

اطمینان بدون توجه به نوع توزیع  قابل محاسبه است و از دقت فاصله اطمینان  این فاصله
  خوبی برخوردار است.

- 
√ /  < < + 

√ /  

واریانس نامعلوم براي جامعه   با 	جامعه اطمینان میانگینبرآورد فاصله  :3-3- 2-4
n≥30  

. در این صورت باز هم می شود(انحراف نمونه) استفاده  	sاز  σدر این جامعه به جاي 
  از فاصله اطمینان ارائه شده در جامعه به اندازه کافی بزرگ استفاده کرد. توانمی

- 
√ /  < < + 

√ /  

معلوم   برآورد فاصله اطمینان توزیع جامعه تقریبا نرمال و واریانس  :3-4- 2-4
  n<30براي جامعه  

از فاصله  توانمی ،در صورت معلوم بودن توزیع جامعه تقریبا نرمال و واریانس جامعه
  اطمینان ارائه شده در جامعه به اندازه کافی بزرگ استفاده کرد.

 n<30با حجم اي هبا واریانس نامعلوم  و جامعاي هجامعبرآورد میانگین  :3-5- 2-4

nیکی از عواملی که امکان انتخاب نمونه با حجم ≥ را به ما نمی دهد، ارزش کالا   30
یم توانمینخواهیم نوعی دارو را آزمایش کنیم که امکان عارضه قلبی دارد و می است یا مثلا

در حالت کلی، اگر واریانس جامعه نامعلوم بوده این دارو را بر روي افراد زیاد آزمایش کنیم. 
nبا حجم اي هو نتوانیم نمون ≥ را انتخاب کنیم و توزیع جامعه نیز مشخص نباشد،  30



براي میانگین جامعه بدست آوریم، اما اگر توزیع جامعه اي هیم یک برآورد فاصلتوانمین
دانیم متغیر تصادفی زیر می ده شود،استفا ?به عنوان برآوردگر   تقریبا نرمال باشد و اگر از

vبا درجه آزادي  tداراي توزیع  = n −   .باشدمی 1
T = 	

X − ?
S/√n

 

  از طرفی داریم:
P(−t / < 	

X − ?
S/√n

	< 	 t / ) 	= 	1− α 

(n	n  ،براي یک نمونه با حجم بنابراین < از آن  sو انحراف معیار    که میانگین   (30
−1)محاسبه شده باشد،   فاصله اطمینان عبارت است از :   100%(

̅ 	 - 
√

 /  <  < ̅ 	 +  
√

 /  

  روغن برحسب کیلوگرم به صورت زیر گزارش شده است  10وزن  مثال)
9.9,9.8,10.1,10.3,10.1,9.7,10.2, 9.8,10.8, 10.4 

صورتی که مشابه تعیین کنید، در هاي براي میانگین تمام روغن %99یک فاصله اطمینان 
  تقریبا نرمال است.ها بدانیم توزیع روغن

  حل: با استفاده از نمونه داده شده داریم:
̅ = 10.06	, s = 0.245 

1 − = 	0.99 ⇒ = 0.01  ⇒ 1 − /2 = 0.995 

=t0.995داریم  9با استفاده از جدول فیشر با درجه آزادي  و با استفاده از فاصله  3.25
  اطمینان براي این حالت داریم:

̅ 	 − 
√

 /  < 	 	 < ̅ 		+  
√

 /  

−10.06− 
.
√

  × 3.25	<  < 		+10.06− 
.
√

  × 3.25 

9.8	 < 	? 	 < 	10.31 

ها انتخاب و قطر آن Aتایی از پیچ ساخته شده توسط کارخانه 10) یک نمونه تصادفی مثال
=گیریم، میانگین می را اندازه sسانتی متر و انحراف معیار  4.38 = بدست آمده  0.06



براي میانگین قطر  %95یچها تقریبا نرمال باشند، یک فاصله اطمینان پاست. اگر توزیع قطر 
  تعیین کنید.، ي ساخته شده مشابههاتمام پیچ

=t0.975یم کنمی را از جدول پیدا 9با درجه آزادي  t0.975حل: ابتدا  با توجه به فرمول  2.26
  یم.کنمی ر، مقدار آن را محاسبهزی

̅ 	 − 
√

 /  < 	 	 < ̅ 	 +  
√

 /  

3.38 – 
.
√

 × 2.26	 < 	 	 < 	4.38	+ 
.
√

 × 	2.26 

4.438 < 	 < 	4.422 

 

    )n<30( واریانس یک جامعه  برآورد :3-6- 2-4

، 2Sاست، بنابراین یک مقدار از این برآوردگر  2S، برآوردگر یک برآوردگر خوب براي 
است. حال  خوبی براي اي همحاسبه شود، برآورد نقط nکه از یک نمونه تصادفی با حجم 

 تعیین کنیم. یم به کمک توزیع این برآوردگر، یک فاصله اطمینان براي کنمی سعی
  . آماره از یک جامعه نرمال انتخاب شوندها دانیم که اگر نمونهمی

X2 =
(n − 1)	S

σ
 

νدو با درجه آزادي - داراي توزیع خی = −   دانیممی است، از طرفی  1
P(χ 	 < X < χ 	 ) = 1− α 

  بنابراین داریم:

P[
(n− 1)S
χ

	< 	 σ < 	
(n − 1)S

χ
] = 1− α 

  بنابراین فاصله اطمینان به صورت زیر است:
( )  < 	 σ < ( )  

S  باشدمیواریانس محاسبه شده از نمونه.  



 x=32.8داراي میانگین ، از یک جامعه نرمال n=20یک نمونه تصادفی با حجم  مثال)
از این جامعه بدست  و  براي  %95است.یک فاصله اطمینان  s=4.51انحراف معیار 

  آورید.
  داریم. 19دو با درجه آزادي - حل: با توجه به جدول توزیع خی

2 2
0.9751

2

32.9 


 =8.91χ .,    

	×( . ) 	
.

 < <   
	×	( . )

.
    ,    11.75	 <  < 	43.37  

3.42 < 	σ	 < 	6.58 
  

  هاآزمایش فرضیه :5- 2
هر ادعا یا حدسی در مورد پارامتر یک جامعه که ممکن است درست یا نادرست باشد را 

  گویند.می یک فرض آماري
مورد استفاده ، بسیاري از موارد بررسی الگوها، برآورد کردن مقدار عددي پارامتر جامعهدر 

مستقیم ما نیست و اگر هم برآورد مقدار واقعی پارامتر را بخواهیم باید از طریق سرشماري، 
این پارامتر را بدست آوریم که در عمل ممکن است این امر امکان پذیر نباشد. لذا با استفاده 

 شودمیزده ها که در مورد آنهایی به بررسی حدس و گمان گیرينمونههاي شاز رو
  .شودمیپردازیم که به این عمل  آزمون فرض گفته می

  هاخطاي آزمون :5-1- 2
که یکی  ، فرض صفر و فرض متقابل: در آزمون فرض همواره با دو فرضیه مواجه هستیم

  نامیم.می )) و دیگري را فرض مقابل (را فرض صفر (

در حالی که این فرض درست باشد، خطاي نوع   : رد کردن فرضخطاي نوع اول - الف
  .شودمییا سطح معنی دار گفته  	. به احتمال خطاي نوع اولشودمیاول گفته 

α =P( |رد  باشدندرست    ) 

درست نباشد را خطاي نوع  در حالی که فرض  : پذیرش فرض خطاي نوع دوم -ب
  .شودمیگفته  βدوم گویند، به احتمال خطاي نوع دوم 



β=P( پذیرش  درست باشد  | ) 

درست باشد، یعنی احتمال رد  در صورتی که  : احتمال رد کردن فرض توان آزمون
  به درستی را توان آزمون گویند. توان آزمون مکمل خطاي نوع دوم است. کردن فرض 

= توان آزمون ∗= شودرد می  ) = فرض   |  (درست باشد

   =1- ( -1=(درست باشد |پذیرش  

چند سال است که در کشور تولید  (A)) فرض کنید یک نوع کپسول سرماخوردگی مثال
مدعی است که اي ه، کارخانباشدمیموثر   %70روز،  5و ثابت شده است که پس از  شودمی

است.  %70روز، بیشتر از  5تولید کرده است که اثر آن پس از  Bبا نام  Aکپسول مشابه 
  گیرند.می فرض آماري هستند که در مقابل یکدیگر قرار  ید که در اینجا دوکنمی ملاحظه

      :	p = 0.7 ( موثر است %70روز،5کپسول پس از   A )                 

      :	P > 0.7  ( موثر است%70بیشتر از  روز،5کپسول پس از   B)            
باید مصرف  Bکه براي ساخت کپسول اي هخواهیم بررسی کنیم با توجه به هزینمی حال

استفاده خواهد شد که زمانی   Bکپسولدارد. واضح است که اي هشود، آیا استفاده از آن فاید
برخوردار باشد. براي بررسی این مطلب دو فرض آماري  Aاز کیفیت بالاتري نسبت به 

یکی را رد و دیگري را  گیرينمونهیم، و به کمک دهمی را در مقابل یکدیگر قرار  Aمانند
را به  Bتایی از افراد را انتخاب و کپسول  20یم. فرض کنید یک نمونه تصادفی کنمی قبول

نفر موثر واقع  16وز، تاثیر دارو بر روي کمتر از ر 5ایم، اگر در این آزمایش پس از ها دادهآن
گیري به کمک نمونه انجام دانیم. چون تصمیممی موردرا بی Bشده باشد، ادعاي کارخانه 

را رد کنیم در صورتی که  آنکه  ی، امکان دو نوع خطا اجتناب ناپذیراست، یکشودمی
نفر یا بیشتر موثر بوده  16درست باشد یا به عبارت دیگر نمونه نشان دهد که دارو بر روي 

را بپذیریم در صورتی که درست نباشد. به عبارت دیگر، نمونه  است و دیگري آنکه فرض 
ه عامل اصلی آن نفر موثر است. این دو نوع خطا را ک 16نشان دهد که دارو بر روي کمتر از 

  نامیم.می را خطاي نوع اول و دوم باشدمینمونه 
گیرد، تعداد افرادي است که اثر می که براساس آن تصمیم گیري صورتي در این مثال آمار

را به دو  20تا  صفر. در حقیقت اي داردنقش تعیین کننده در آنها موثر بوده است Bکپسول 
، اگر 16و دیگري اعداد بزرگتر یا مساوي  16کمتر از یم، یکی اعداد کنمی دسته تقسیم

تفاوت چندانی با  Bگیریم که کپسول می نتیجه آزمایش در دسته اول قرار گیرد، تصمیم



یم اما اگر نتیجه آزمایش در دسته دوم قرار کنمی را قبول ندارد و در نتیجه  Aکپسول 
یم. کنمی را رد و در نتیجه فرض بهتر است  Aاز  Bگیریم که کپسول می مگیرد، تصمی

یم، یکی ناحیه رد و دیگري ناحیه قبول، در کنمی را به دو ناحیه تقسیم 20تا  0در واقع 
  پردازیم.می زیر به تعریف این دو ناحیه

که باعث اي هرا ناحیه بحرانی یا ناحیه رد و ناحی شودمیکه باعث رد فرض صفر اي هناحی
  نامیم.می را ناحیه قبولی و مرز بین این دو ناحیه را نقطه بحرانی شودمیقبول فرض صفر 

= P(خطاي نوع اول)= 	P( |رد  درست باشد   ) 

= 	P(X > 	15.5| = 0.7) = 	 b (x; 	20,0.7) = 0.4375 

β = 	P(خطاي	نوع	دوم) = P(H H	|پذیرش  (باشد	درست	
= P(X < 15.5	|	 > 0.7) 

، زیرا فرض مقابل به طور کامل مشخص باشدمیقابل محاسبه ن βید که کنمی ملاحظه
:نشده است، اما اگر فرض مقابل را تغییر داده و به صورت  =  βدر نظر بگیریم،  0.8

  قابل محاسبه شده و داریم.

= 	 ( < 15.5 | p = 	0.8) 	= ∑ (x; 20,0.8) = 0.3704 

به عبارت دیگر نه فرضی یک آزمون خوب باید هر دو خطاي گفته شده در آن کم باشد، در 
 βو  	αآل آنست که را بی مورد رد و نه فرضی را بی مورد قبول کنیم، در واقع شرایط ایده

  زمان کوچک باشند. به طور هم
به هم وابسته بوده و کاهش یکی باعث  βو  	αفهمید که،  توانمیبا تعدیل ناحیه بحرانی 

دیگري را  خطاها را کم ویکی از توانمی، پس با تغییر ناحیه بحرانی شودمیافزایش دیگري 
  زیاد نمود.

زمان با هم کاهش داد. در این خطاها را هم توانمیخواهیم ببینیم که چگونه می اکنون
 73,5تایی انتخاب و نقطه بحرانی را به دلخواه عدد  100مثال مورد بررسی، یک نمونه 

  :شودمیبه صورت زیر محاسبه  βو  	αیم، مقادیر کنمی اختیار
α	 = P(X > 73.5 | p = 0.7) 

براي محاسبه از توزیع نرمال با میانگین و واریانس زیر ، چون حجم نمونه بزرگ است
  یم.کنمی استفاده



? = np = 100x	0.7	 = 	70    ,   = npq = 21 

≃ P(Z > 
.
.

) = 	1 − 	P(Z < 	0.76) 	= 0.2236 

نیز همانند بالا از توزیع نرمال با میانگین و واریانس زیر  βو به همین ترتیب براي محاسبه 
  یم.کنمی استفاده

? = np = 100	x	0.8	 = 	80      , = npq = 	16 

β = P(X < 73.5 | p = 0.8) ≃ 	P(Z < 
. 	 ) 

= P(Z < −1.625) = 0.0521 

  یابد. می بنابراین با افزایش حجم نمونه دو خطا به طور همزمان کاهش
نتیجه گرفت که اگر آزمون فرض به یک توزیع گسسته مربوط  توانمیبا توجه به این مثال 

، براي بررسی آن باید نقطه بحرانی را به طور دلخواه انتخاب کرد و به کمک آن شودمی
احتمال خطاهاي نوع اول و دوم (در صورت امکان) را بدست آورده و اگر این مقادیر بزرگ 

، ناحیه بحرانی را مشخص و چنانچه نتیجه آزمایش در ناحیه بحرانی قرار گرفت نباشند
. اما اگر احتمال خطاهاي شودمیفرض صفر را رد و در غیر این صورت فرض صفر پذیرفته 
و  	α(حجم نمونه ثابت) تا مقادیر  نوع اول و دوم زیاد باشد، باید نقطه بحرانی را تغییر دهیم

β رد نظر برسند ولی اگر با تغییر نقطه بحرانی مقادیر وبه مقادیر مα	  وβ 	 به مقادیر مطلوب
  یم.دهمی نرسند، در صورت امکان حجم نمونه را افزایش

  ) بررسی توزیع آماره پیوستهمثال
سانتیمتر و 171که میانگین قد دانشجویان یک دانشگاه است شده  آوردفرض کنید بر
براي بررسی درستی یا نادرستی این گزارش (فرض آماري)  .باشدسانتیمتر  9انحراف معیار 

  .)شودمی(آزمون فقط براي میانگین انجام  یم:دهمی آزمونی به صورت زیر انجام
:	? = 170                     ( = 9) 
:	? ≠ 170                     ( = 9)  

  

  
  فرض آماريبررسی  :7- 2



تایی از دانشجویان را انتخاب و  =n 36نمونه تصادفیبراي بررسی این فرض آماري، یک 
که براي بررسی این گزارش استفاده اي هدانیم آمارمی گیریم،می ها را اندازهطول قد آن

را (در  βو  		αبحرانی را درنظر گرفته و به کمک آناي هابتدا ناحیاست.  Xآماره  شودمی
  یریم:پذمی را قبولبه کمک آن ناحیه و  یمکنمی صورت امکان) محاسبه

  فرض کنید ناحیه بحرانی به طور دلخواه و به صورت زیر انتخاب شود.
X > X			 یا    172.5 <   ناحیه بحرانی              	167.5	

167.5 < 	 	 <   ناحیه قبول                      	172.5	

کمتر  167,5بیشتر و از  172,5از  تایی36نمونه تصادفی ، به عبارت دیگر اگر میانگین نمونه
سانتیمتر نبوده و در قد دانشجویان تغییر  170یریم که میانگین قد دانشجویان پذمی باشد

 قرار گیرد، 172,5و  167,5تایی بین 36نمونه  اما اگر میانگین است.مدهآ وجوده ب
استفاده از قضیه  سانتیمتر است و با 170یریم که قد تغییر نکرده و میانگین همان پذمی

?داراي توزیع نرمال با میانگین  X، حد مرکزي =   سانتیمتر و انحراف معیار 	170
 = 

√
 = 

√
=   است.  1.5

 
                             167.5     µ=170 172.5  ̅ 

قبول ناحیه : ناحیه بحرانی و8- 2  

  کنیم.میرا محاسبه  βو  	αمشخص کنیم بتوانیم درستی فرض که اکنون براي آن
α = P(X ̅ > 	172.5 |	? = 170) + P(X < 167.5 |? 	 = 170) 

= P(Z > 
. 	

.
) 	+ 	P(Z < 

.
.

) 

= 1 − P(Z < −1.66) = 	2 ∗ 	0.0485 = 0.0970 

  n=36تصادفی که با حجم هاي از تمام نمونه %9,7گفت که  توانمی αبا توجه به مقدار 
به عبارت دیگر باعث خواهد شد که بپذیریم شوند، باعث رد فرض صفر شده و یا می انتخاب

سانتیمتر 170سانتیمتر نیست، در حالی که میانگین واقعی قد همان 170میانگین قد،
حجم نمونه را بزرگتر اختیار  توانمی. اگر بخواهیم این مقدار خطا را کاهش دهیم باشدمی



nکرد، به عنوان مثال اگر به جاي یک نمونه با حجم  = nنمونه با حجم ، 36 = از  64
خطاي کمتري فرض صفر را  ها را اندازه بگیریم، بادانشجویان را انتخاب کرده و طول قد آن

رد خواهیم کرد. البته در این حالت هیچگونه تغییري در ناحیه بحرانی رخ نداده است و 
nفقط حجم نمونه را به  = ي نوع بینیم که مقدار خطامی  αیم. با محاسبهدهمی تغییر 64

  اول با افزایش حجم نمونه، کاهش یافته است.
براي اینکه آزمون خوبی داشته باشیم باید خطاي نوع دوم محاسبه شود، اما در حالی که 

?	:فرض مقابل به صورت  ≠ پذیر نیست ولی فرض صفر امکان βباشد، محاسبه   170
را محاسبه نمود تا تضمین کافی  β توانمی µآید. با انتخاب مقادیر مختلف براي می بدست

در مثال قبل  %2,6در مورد رد فرض صفر وجود داشته باشد. به عنوان مثال اگر خطاي 
?براي مقادیر مختلف  توانمیمورد قبول باشد  ≥ ?یا  و 172.5	 ≤ (چند مقدار  167.5

 یرد، مثلا پذمی دلخواه) خطاي نوع دوم را محاسبه کرده و سپس تصمیم گیري صورت

:	? = ?	: و یا    175 =  را براي این دو فرض محاسبه βاختیار شده و مقدار  165
?	: نمائیم. هنگامی که فرض مقابلمی = =و   175   داریم:، باشد 64

β = (167.5	 < 	 	< 	172.5	| ? = 175) 	= 	 ( . 	
.

 < 	 	 < 
. 	
.

	)  

= 	 (−6.66 < 	 < −2.22) = ( < −2.22)– ( < −6.66) 

= 	0.0132 

?	: و اگر  =   باشد، آنگاه داریم.    165
= (167.5	 < 	  ̅	 < 	172.5 | ? = 165) = 	 ( . 	 	

.
 < < . 	

.
) 

= 	 (2.22 < < 6.66) 	= ( < 6.66)	– 	 ( < 2.22) 

= 1 − 	0.09868	 = 	0.0132 

 
167.5           170        172.5 

: ناحیه بحرانی9- 2  



?گفت که اگر توانمی ،در این دو حالت βبنابراین با توجه به مقدار  < ?و یا  	165 > 175 
nنیز کمتر خواهد شد، هنگامی که  0,0132از  βباشد، مقدار  = اختیار شود در نتیجه   64

آزمون ، هنگامی که نادرست باشد، بسیار کم است و چنین آزمونی شانس پذیرفتن 
  خوبی است.

گیرد، داراي توزیع پیوسته باشد می که تصمیم گیري براساس آن صورتاي هاگر آمار
ابتدا خطاي نوع اول را اختیار کرد و به کمک آن ناحیه بحرانی را تعیین نمود و  توانمی

را محاسبه کنیم و در  αابتدا ناحیه بحرانی را انتخاب و ها نیازي نیست که مانند گسسته
  یم.ده یه بحرانی را تغییرصورتی که  قابل قبول نباشد، ناح

توان بیان با توجه به دو مثال که بررسی شد، نتایج زیر را براي آزمون فرض به طور کلی می
  نمود.

 در هر آزمون فرض دو نوع خطا وجود دارد، خطاي نوع اول و خطاي نوع دوم. -1

خطاي نوع اول و دوم به یکدیگر وابسته بوده و افزایش یکی باعث کاهش دیگري  -2
 .ودشمی

و یا  αاحتمال خطاي نوع اول  توانمیبحرانی ) هاي با تغییر ناحیه بحرانی (ناحیه -3
 سطح تشخیص را تغییر داد.

 هر دو خطا را به طور همزمان کاهش داد. توانمی، nبا افزایش مقدار حجم نمونه  -4

خواهد شد، هنگامی که مقدار  ماکزیمم βمقدار  نادرست باشد، اگر فرض صفر -5
 واقعی پارامتر موردنظر به عنوان فرض مقابل انتخاب شده باشد.

   طرفهیکآزمون  :5-2- 2
باشد، به عبارت دیگر  طرفهیکنامیم اگر فرض مقابل آن می طرفهیکآزمون فرض را 

  آزمون به یکی از دو صورت زیر باشد.
θ	:        الف  = 	 θ θ	:        ب   = 	 θ  
              :	θ	 > 	 θ 			                     :	θ < 	 θ  

در چنین آزمونی، ناحیه بحرانی همواره در یک سمت توزیع فراوانی قرار دارد. در حالتی که 
مانند  آزمون الف مورد نظر باشد، ناحیه بحرانی درانتهاي سمت راست توزیع قرار دارد.

  دانشکده اگر به صورت زیر باشد.آزمون طول قد دانشجویان یک 



  
 :	? = 170 
 : ? > 170       

  
  طرفهیکدر آزمون درانتهاي سمت راست : ناحیه بحرانی 10- 2

  
و اگر آزمون ب مورد نظر باشد، ناحیه بحرانی در انتهاي سمت چپ توزیع قرار دارد. مانند 

  آزمون قد دانشجویان اگر به صورت زیر درنظر گرفته شود.
 :	? = 170	 
 :	? 	 < 	170                                        

  
  طرفهیکدر آزمون درانتهاي سمت چپ : ناحیه بحرانی 11- 2

  طرفهآزمون دو :5-3- 2
آزمون فرض را دو طرفه گوئیم اگر فرض مقابل دوطرفه باشد، به عبارت دیگر آزمون به 

  صورت زیر باشد.
 :	θ = θ       ,  :	θ	 ≠ 	θ  

در این آزمون ناحیه بحرانی در دو انتهاي توزیع قرار دارد، مثلا اگر آزمون قد دانشجویان به 
  صورت زیر باشد.

  
 :	? = 170 
 :	? ≠ 	170     



  
  دوطرفه: ناحیه بحرانی در آزمون 12- 2

  
یا دو طرفه بستگی به نتیجه خواسته شده از آزمون  طرفهیکچگونگی تشکیل یک آزمون 

  فرض دارد. 
را بررسی کنیم که مدعی است نوعی لامپ اي هبه عنوان مثال اگر بخواهیم ادعاي کارخان

یم لامپ کنمی تر است، ابتدا فرضمشابه موجود در بازار مرغوبهاي تولید کرده که از لامپ
  یمدهمی به صورت زیر تشکیلاي طرفهیکجدید مشابه لامپ موجود است و آزمون 

)p0  ساعت بیشتر است) 100که طول عمر آنها از هایی نسبت تعداد لامپ  
  : p = 	p 0 
  : p > 	  0 

نیست، آزمون  دتر از لامپ موجوو اگر بخواهیم بررسی کنیم که لامپ جدید مرغوب
  یم.دهمی به صورت زیر تشکیل طرفهیک

 :	p = p0    ,  :	p < 0 

اما اگر بخواهیم ببینیم که لامپ جدید از نظر مرغوبیت نسبت به لامپ موجود چه وضعی 
  گیریممی دارد، آزمونی به صورت زیر درنظر

 :	p = p0   ,  :	p ≠ 	p0 

  آزمون میانگین و واریانس :5-4- 2
آزمون کنیم، در  αرا در سطح تشخیص اي ه، میانگین جامعµخواهیم می فرض کنید

  است. براي انجام آزمونی به صورت زیر σصورتی که بدانیم واریانس جامعه مقدار معلوم 
∶ 	? = ? 0   ,  :	? ≠ ? 0 

 دانیم آماره مناسب براي این منظور آماره می یم،کنمی انتخاب µابتدا آماره مناسبی براي 

n)نسبتا بزرگ  nدانیم که براي می است. از طرفی  >= توزیع ، توزیع این آماره (30	
و  . حال با توجه به اینکه سطح تشخیص باشدمی  و واریانس  µنرمال با میانگین 



̅دو نقطه بحرانی  توانمیآزمون دو طرفه است.  را بدست آورد و به کمک آن  ̅و   
  ناحیه بحرانی را مشخص نمود.

  
  	سطح تشخیصدوطرفه با : ناحیه بحرانی در آزمون 13- 2

  
̅ناحیه بحرانی 	 , X < 	 ̅ X>       ̅ناحیه قبول ̅ < X <    

پس از تشکیل ناحیه بحرانی، مقدار میانگین نمونه را با استفاده از نمونه منتخب محاسبه 
  یم.کنمی کرده و در صورتی که این مقدار در ناحیه بحرانی قرار گیرد، فرض صفر را رد

کلیه مراحل را با  توانمیباید توجه داشت، در مواردي که توزیع آماره مناسب، نرمال است 
استفاده از توزیع نرمال استاندارد انجام داد. بدین ترتیب که با استفاده از متغیر 

/√
آماره    

س این بر اسا مناسب را به نرمال استاندارد تبدیل کرد و ناحیه بحرانی و نقاط بحرانی را
  توزیع بنویسیم، در این صورت ناحیه بحرانی عبارت است از 

>       , < 		  

-و ناحیه قبول   < Z <   است. پس از تشکیل ناحیه بحرانی به کمک مقدار
مقدار ،  ̅میانگین نمونه

/√
قرار یم، اگر این مقدار در ناحیه بحرانی کنمی را محاسبه 

  یم.کنمی فرض صفر را رد، گرفت
بالا انجام شد. به طور کلی براي هر آزمونی که آماره مناسب آن داراي  تمام مراحلی که در

 توانمی. با توجه به مطالب بالا باشدمیباشد، قابل استفاده  Fو  Z ،T ،2Xهاي یکی از توزیع
ها به یکی از چهار آماره آنارائه کرد که توزیع هایی یک صورت کلی براي آزمون فرض
  .شودمیمراحل زیر  به کار برده هایی صورت فوق باشد. براي چنین آزمون

	تشکیل فرض صفر  -1 ∶ = 	                                                                                                                            

                  



 تشکیل فرض مقابل  -2

 :	 < 			       or      >        or           ≠  
 )(سطح تشخیص  دار بودن انتخاب میزان معنی -3

، تشخیص نوع توزیع آن و سپس تشکیل θانتخاب آماره مناسب براي پارامتر  -4
 ناحیه بحرانی.

مقدار آماره مناسب ، عهممحاسبات: به کمک نمونه تصادفی انتخاب شده از جا -5
 .شودمیمحاسبه 

 شودمیرد  	گیري: اگر مقدار آماره در ناحیه بحرانی قرار گیرد فرضنتیجه -6
 .شودمیپذیرفته  	و در غیر این صورت فرض

است. در آزمونی به  36و واریانس  ?داراي توزیع نرمال میانگین   ) فرض کنیدمثال
  صورت

 :	? = 50      ,  :	? = 55 

و خطاي  0,05خطاي نوع اول ها را طوري تعیین کنید که به ازاي آن nناحیه بحرانی و 
  باشد. 0,1دوم 

  داریم βو  	αنقطه بحرانی باشد. با توجه به تعاریف  	فرض کنید

= P( > c | ? = 50) 	= 0.05 

0.05	 = 	P(Z > 
/√

)   ⇒ P(Z	 < 
/√

)= 0.95 

c -50= 1.645 x 
√

                                (1) 

0.1 = 	P( < c |	? = 55) = P(Z	 < 
/√

) 

c-55= −1.282	x 
√

                               (2) 

cگیریم، می ) نتیجه2و () 1از ( = n	و			52.8 = 13 

  نرمال انتخاب کرده ایم، نتایج به صورت زیر استاي هتایی از جامع 5) یک نمونه مثال
1,9 ،2,4 ،3,5 ،4,2 ،3  
  است. 3,5میانگین جامعه کمتر از ، گفت توانمیآیا 

1 .   :	? = 3.5  
2.   :	? < 	3.5 

3 .  α = 0.05  



4.  T = 
/√

	Tو ناحیه بحرانی    	 < -t0.95= -2.132  
5.   t= .

. 	√
= 	 −1.238  s = ̅و  	0.9 = 3    

  شودمیرد ن  پس ، است 2.132−بزرگتر از    1.238−. چون6
  

تعریف به  ،از احتمالات مسائل مختلفی طرحو  هاقوانین مجموعه در این فصل ضمن تعریف
 هپرداخته شدوکاربرد آن در نظریه آمار واحتمال   هاي احتمالاتی گسسته و پیوستهتوزیع
ابتدا یک مدل که نزدیکترین مدل به مبتنی بر مدل، هاي در روش با توجه به اینکه .است

 ،، در ادامهیمدهمی گیریم و تحلیل را بر روي آن مدل انجاممی است را در نظرها رفتار داده
نتایج بر اساس   نتیجه گیري و استنباط وپارامترهاي لازم  ،مدل مناسبانتخاب نحوه 

  مورد بحث و بررسی قرار گرفته است.، آمدهدستبه
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