
 

3درس ریاضی فیزیک   

                                           : چهارمفصلِ 
    بررسی چند تابع خاص ریاضی ـ فیزیک: چند جمله ایهای هرمیت؛ لاگر؛ چبی شف.

 

فیزیک می پردازیم: چند  -خاص در ریاضی چند تابعِ مختصر به بیانِ در این فصل به طورِ 

م چبی شف. اگر چه این ل و دوّاوّ ر و چند جمله ایهای نوعِجمله ایهای متعامد هرمیت، لاگ

ا در جایگاه خود ویژگی هایی دارند که بررسی آنها بسل و لژاندر نیستند امّ توابعِ یتِتوابع به اهمّ

                                                                                            را با ارزش می سازد.

 

 . چند جمله ایهای هرمیت:1 – 4

چند جمله ایهای هرمیت،   nH x  :را می توان از طریق تابع مولد به صورت زیر تعریف کرد ، 
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ای به راحتی نتیجه می شود:در نخستین نگاه، مقادیر خاص این چند جمله   
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پاریته این چند جمله ای از  رابطه آخر نوع پاریته چند جمله ای هرمیت را نشان می دهد یعنی

مرتبۀ 1
n

 بت بهد نسمشتق گیری تابع مولّ یم از طریقِاست. اکنون سعی می کنt وx    

مشتق  t( نسبت به 1) رابطۀ هرمیت را به دست آوریم. نخست از دو طرفِ دیفرانسیلِ معادلۀ

 بازگشتی زیر است:  یم. نتیجه رابطۀرا مساوی قرار می ده tهمانند توان های گرفته و ضریبِ

     1 12 2n n nH x xH x nH x   ;                                                        (2) 

 بازگشتی بعدی را به دست می دهد: رابطۀ xهمچنین مشتق گیری نسبت به 

   12n nH x nH x
  ;                                                                         (3) 

 مشتق می گیریم: x حال از رابطۀ فوق نسبت به

       1 12 2 2n n n nnH x H x xH x H x 
      

   12n nH x nH x
   



 

 

دیفرانسیلی دست می یابیم که  ط بالا به معادلۀجایگذاری در روابدر نهایت با اندکی محاسبه و 

 هرمیت می نامیم: دیفرانسیلِ معادلۀا آن ر

     2 2 0n n nH x xH x nH x    ;                                                     (4) 

، (4) هرمیت، یعنی معادلۀ دیفرانسیلِ ت انجام داده و معادلۀلازم را به دقّ محاسباتِ  تمرین ـ

 را استخراج کنید.

 ا با استفاده از شیوۀهرمیتی یا خودالحاقی نیست امّ هرمیت، معادلۀ دیفرانسیلِ معادلۀ       

وزن متعامد سازی و استفاده از تابعِ
2 2xe ِزیر  واحد به صورتِ وزنِ هرمیت با تابعِ متعامدِ تابع

 :(کنید اشتورم ـ لیوویل مراجعه د و سیستمِمتعام توابعِ به دست می آید )به بخشِ

   
2 2x

n nx e H x  

 و در نتیجه،

      22 1 0n nx n x x      ;                                                          (5) 

 به دست آمده بر حسبِ معادلۀ n x ِهرمیتی است ولی دیگر خود  n x  ِچند به صورت 

جمله ای نخواهد بود. پاسخ های n x  در بازۀ ,  ِواحد متعامد هستند.  وزنِ با تابع

 کوانتومی به شکلِ هارمونیک در سیستمِ نوسانگرِ کوانتومی می بینیم که معادلۀ در مکانیکِ

چند جمله ای هرمیت می  بعد به این مهم ترین کاربردِ ( در می آید. در بخش5ِ) معادلۀ

 پردازیم.

 زیر نوشته می شود: های هرمیت به صورتِچند جمله ای  تعامد در موردِ تِخاصیّ       

   
2 1 22 !x n

n m nme H x H x dx n 






 ;                                                (6) 

 nH x ّرز رودریگ فی می شود که مهم ترین آنها یکی نمایشِبه صورت های دیگری نیز معر

  مختلط است: توابعِ مانده ها در بخشِ است و دیگری استفاده از قضیّۀ
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 :کوانتومی هارمونیک در مکانیکِ بررسی نوسانگرِ. 2- 4
                                                           



 

نگر یشرود لِیفرانسید ۀمعادل م. نخست به حلِّیکن ن بحث را در دو بخش مطرح مییا

 کِیمکان دِیم و از دیریگ ا پی میراک ریکارت و دعملگری منتسب به اِ ۀویم. در ادامه شیپرداز می

 م.یپرداز سی به بررسی نوسانگر مییماتر

 یل:فرانسید ۀمعادل حلِِّ ۀوی. ش4-2-1

 لِیو انرژی پتانس m ای به جرمِ هعنی ذرّیک، یهارمون نگر برای نوسانگرِیشرود ۀمعادل

 
 ن است:یچن

(8 )                                                       

ۀ دامن ، که در آن م، انرژی برابر است با یدیک، چنانچه دیکلاس در حرکتِ

 ادی نوسانگرِی) انرژی بنک را با انرژی یکلاس نوسانِ ۀرو چنانچه دامننینوسان است. از ا

 :م، آنگاهیریشود( برابر بگ ن موضوع بعداً ثابت مییا –کوانتومی 

 

 عدِبُ بدونِ رِیّمتغ رِیی( و تغ1طول اسِی) مق اصله گرفتواحد ف توان به عنوانِ را می  نیبنابرا

 کار برد:هر را بیز

(9)                                                                                        

 ،  است. آنگاه با انتخابِ بُعد بدونِ رِیّمتغ uب ین ترتیبد
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(10)                                                                       

ستم یس ژه توابعِیو معروف است. واضح است که تمامِ 2ربِوِ لِیفرانسید ۀمعادل فوق به نامِ ۀرابط

 د. پاسخِند صفر شوی، باق دارند و به ازای های کراندار با انرژی مثبت تعلّبه حالت

 د:شو ن مییاست، چن مجانبی معادله هنگامی که 

(11)                                                                     

 د دارای پاسخی از نوع ی( با10) ۀم که معادلیرس جه میین نتین به ایبنابرا 

(12)                                                                                

 شود: ( حاصل می10)ۀ فوق در معادل از نشاندن مقدارِ  برحسبِل یفرانسید ۀباشد. معادل
 

(13)                                                              

در ازای آن چند  م که یابی م و شرطی را مییکن می فوق را حلّ ۀوس معادلیفروبن با روشِ

 ای متناهی شود: جمله

 
(14) 

  شود: جه مییر نتیگشتی ز باز ۀلات، رابطجم ب کردنِپس از مرتّ

(15)              

 (:سی عبارت است از )به ازای یاند ۀهای معادل یشهر

 
ح است، در حالت یصح سی عددِیاند ۀهای معادل یشهر جا که اختلافِ، از آن3فوکس ۀیقض طبقِ

ن پاسخ یبزرگتر ا ۀشیر د و معمولاًیآ دست میسری برای معادله به قِیک پاسخ از طریی فقط کلّ

                                                 
2
  - Weber’s differential equation 

هرا، دانشگاه الزّ پانزدهم، انتشاراتِ م، فصلِدوّ نگارنده، جلدِ ، تأليفِ«های رياضی در فيزيکروش» به کتابِ  -3
 مراجعه کنيد. 1383
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سری  همان، پاسخِ افت: به ازای یم ینوسانگر دو جواب را خواه دهد. در حالتِ را می

م یهای فرد را خواه، جوابد. در ازای یآ دست میزوج به توابعِ لورن و پاسخِ  -مک

 پاسخِ د که یآ دست میبه و  م یرا قرار ده . چنانچه 4داشت

انرژی  رِیای باشد، مقاد چند جملهن شرط که یو ا دهد. به ازای  نمیسی را یاند ۀمعادل

 شود: حاصل می

(16 )                                                               

(17 )                                           

 تابعِ فِیم از تعریمستق طورِبه م،یابیت دریهرم ۀ( را با معادل13) ۀمعادل که همانندیِنیبرای ا

، را ت، یهای هرمای م: چند جملهیکن ت را استخراج مییهرم لِیفرانسیدۀ د معادلمولّ

 ش داد:یر نمایز صورتِد بهمولّ تابعِ کمکِتوان بهمی

(18)                                         

 شود: جه میینت تیای هرم چند جمله خاصِّّ رِین نگاه مقادیدر نخست

(19)                                                                         

 ن، یهمچن

                                                                               

(20)                                                                          

 tد نسبت به مولّ دهد. اکنون از تابعِ ت را نشان مییای هرم چند جمله ۀتیپار ن رابطه خود نوعِیا
ر یبازگشتی ز ۀم. رابطیده را مساوی هم قرار می tهای همانند توان بِیم و ضریریگ مشتق می

 شود: حاصل می

(21)                                                            

 دهد: جه مییگری را نتید بازگشتی مهمِّ ۀز رابطین xری نسبت به یگ مشتق

                                                 
نوسانگر حفظ ۀ ديگر پاريت شوند. به بيانِِ های زوج و فرد در اين سيستم از هم جدا می بدين ترتيب پاسخ -4

تابعی زوج است و در نتيجه  ،د چرا که پتانسيلشود و بايد چنين باش می
 

 شود. می
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(22)                                                                              

 م:یریگ مشتق می xر نسبت به یاخ ۀحال از دو رابط

(23 )                                          

(24 )                                                                          

 :می( دار22)ۀ و از رابط

(25           )                                                         

        نیبنابرا

    

(26)                                                  

 که طوریاست، به ( برای 13)ۀ معادل ن رابطه همانیا

  

 م:یسینو را می ل آناوّ ۀشود. چند جمل ت ظاهر مییای هرم چند جمله صورتِموج به تابعِ پاسخِ

 

 صورتِنوسانگر به موجِ ب توابعِین ترتیبد

(27)                                                                    

 برابر است با بهنجارش  بِیشوند. ضر ت ظاهر مییهای متعامد هرمای عنی چند جملهی

(28)                                                                              

 :ک عبارتند ازیهارمون  نوسانگرِ متعامدِ ژه توابعِیو و

(29)                                                               

   xnHxH nn 12 

       xHxHxxHxHn nnnn 11 222 


   xHnxH nn 12 


     xHnxH nn 121 


         xHnxHxxHxHn nnnn 12222 1 
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 :رودریگز( )نمایشِ شوند ف مییر تعریز ۀت، از رابطیهای هرمیا چند جملهکه در آن، 

(30)                                                             

 شود: جه مییر نتی، روابط بازگشتی ز توابعِ برحسبِ

                                             

 

 
 

ت یهای هرمیا چند جمله دِمولّ م: تابعِیآور دست میرا به  بهنجارشِ بِیر ضریاکنون در ز

 شود: ف مییر تعریز صورتِبه

(31)                                                             

 م:یکن را استخراج می  ر، عبارتِیز بهنجارشِ ن رابطه، از شرطِیا کمکِبه

 

  ۀری از معادلیگ توان با انتگرال فوق را می بهنجارشِ رالِانتگ

 

 :نیمحاسبه کرد. بنابرا برای   ن دو حدِّیب

 

 

 

  با نوشتنِ

        

 ۀلور، رابطیدر دو سری ت  جملاتِۀ سیو مقا
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 :بهنجارش برابر است با ن ثابتِید. بنابرایآ دست میبه

(32)                                                                                 

 کوانتومی: کِیهارمون نوسانگرِ عملگری.  بررسی 4-2-2

لتونی یم. هامیپرداز میی عملگر ۀویفی شمعرّ قِیک از طریهارمون اکنون به بررسی نوسانگرِ

 ن است:ینگر چنیشرود ۀستم و معادلیس

 (33 )                                                                   

 (34)                                           

ن رابطه یدر ا
 

راک کمک یدی عملگر له از روشِأین مسا است. برای حلِّ

 ۀمعادل مِیمستق د و نسبت به حلِّیآ کار میهتر ب شرفتهیپ ها در مباحثِ وه بعدین شیم. ایریگ می

 م:یبر کار میر را بهیهای ز ریّمتغ رِیینخست تغ شتری برخوردار است.یی بینانگر از توایشرود

(35)                                                   

 عدِدارای بُ ن یهستند. همچن بُعدبدون  دِیجدهای عملگر در واقع 

ده ید به آسانی دیهای جد ریّمتغ طول معروف است. با در نظر گرفتنِ اسِیطول است و به مق

 شود که:  می

                                                                                          

                                                                                   

 م:ینک ف مییر تعریق زیرا به طر بدون بُعد  عملگراکنون دو 
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 م داشت:ین خواهیبنابرا

(38                  )                            

 شود که: سادگی مشاهده می ن بهیهمچن

(39)                                                                         

تی است، و به یهرمی گرعملستند، یتی نیکه هرم  عملگرِدو  برخلافِ  عملگرِ

 میعلاوه دار

(40)                                                               

 ۀرابط کمکِ به توان می ینهمچن بردار( مشترک هستند.ژه ی)و تِژه کِیدارای و H , Nعنی ی

  :نشان داد   عملگری

 
 :میی دارکلّ د که در حالتِین  نشان دهیتمر به عنوانِ

(41 )                                                                             

کار به آن  ۀبار فوق را دری عملگر ۀویک و شیهارمون نوسانگرِ ۀلأیم به مسگرد اکنون بر می      

 کهطورینگر است، بهیشرود ۀدر معادل  افتنِیما  م. منظورِیبر می

           ا    ی          

 وابسته به  تِژه کِیو ا یاست )و   ژه مقدارِیوابسته به و ژه تابعِیو که در آن 

 شود که: لبرت مشاهده مییادی فضای هیبن ه به خواصِّراحتی، با توجّ است.( به

()      

 م داشت:یا مساوی آن است )چرا؟(، پس خواهیز همواره بزرگتر از صفر ین و چون 

(42)                                                                        
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نسبت  -خلاء حالتِ -ادی نوسانگریا بنینه یزم باشد )که آن را به حالتِ و اگر 

 توان نوشت: گر مییاست. از سوی د شود که  جه مییم(، نتیده می

     
(43)                                     

 دست آورد:ر را بهیز ۀتوان رابط ب مییترت نیبه هم

(44)                                                                       

ه ژیبا و H ژه تابعِیو باشد،  ِ مقدارژه یوابسته به و H ژه تابعِیو عنی: چنانچه ی

ه ژیبا و H ژه تابعِیو باشد(، و  که نیا )به شرطِ خواهد بود  مقدارِ

ن یم )ایرا بشناس  مقدارِژه یوابسته به و ژه تابعِین اگر ویاست. بنابرا  مقدارِ

خلأ  ا حالتِیادی، و یا بنینه یزم م و حالتِیده ش میینما ا ی را با  بهنجار تابعِ

 م. جدولِیدست آورم بهیتوان ژه توابع را مییو ۀروی آن هم متوالی م(، با اثر دادنِینام می

 شود: ر خلاصه مییز صورتِوابسته به آن به مقادیرِژه یژه توابع و ویو

ن یتمر ها مقداری ثابت است. به عنوانِ تراز انِیم ۀلانرژی گسسته و فاص نابِیشود که ب ده میید

 د:یآ دست میر بهیز ۀاز رابط ربهنجا ژه توابعِید که وینشان ده

(45)                                    

ر کمک یز ن منظور از روابطِیم. بدیرا معلوم کن د یشود که فقط با ب مشاهده میین ترتیبد

 م:یریگ می
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هیژو تابعِ

 

ژه یو مقدارِ     ..... 
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های  زن نکته است که ترایا نِیّدر واقع مبفوق  ر است. روابطِیپذن روابط به راحتی امکانیا اثباتِ

 ( است.5تبهگن رِیدژنره )غ رِیک غیهارمون انرژی نوسانگرِ

م که یافتیدر م که به ازای یریگ ت کمک میین خاصّیاز ا  افتنِیاکنون برای       

 نیهمچن است. 

 

 ن، یبنابرا

(46)        

م که برای یدیگر در بالا دید . از طرفِدهد:  دست میرا به Aب ی، ضربهنجارش شرطِ

 م داشت:یخواه ِ بهنجار ژه توابعِیو

(47)                     

بالا را  ۀبرقرار است کمک گرفته و رابط  رِیاری مشتق پذیاخت ر که برای تابعِیز حادِاز اتّ

 م:یسینو به شکلی مناسب می

(48)                   

موج را  عروف است، توابعِت میهرم n ۀای درج ر که به چند جملهیعبارت ز کمکِو بالاخره به

 شود: می چنین جهیم. نتیسینو ها مییا ن چند جملهیا برحسبِ

                                                 
5
- Nondegenerate 
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(49 )                                                       

 م داشت:ی، خواه xر اصلی یّمتغ ا برحسبِیو 

(50 )                                    

 ،طول  اسِیو مق x ا برحسبِیو 

(51 )                       

 شود: ن مییز چنین و انرژی 

                                     

های پلانک و ای دارد و فرض ژهیت ویکوانتومی اهمّ کِید و مکانیجد کِیزیجه در فین نتیا

 ۀیدی بر فرضییز تأیکند و ن د میییک تأیالکتر اه و فوتویس جسمِ تشعشعِ ۀن را دربارینشتیا

وسته نبوده بلکه یانرژی پ شود که انتقالِ ژه هست. مشاهده مییگرمای و ۀن دربارینشتیا -دبای

نه یکه انرژی زمنیم ادوّ ۀپلانک است(. نکت ۀین همان فرضیاست )و ا های  واحد صورتِبه

انرژی  ترازِ نیتر نییست و پای( صفر نادی، یبن )حالتِ
 

ای از  جهیز نتین نیاست. ا

است  ک یهارمون نوسانگرِ ن ترازِیتر نییتوان نشان داد انرژی پا نی است، که مییقینا اصلِ

 د(.ین فصل مراجعه کنیهم انِیپا )به مسائلِ

 :)خَلق و نابودی( نده و کاهندهیافزا عملگرهای. 4-2-3

کار  و سر عملگرهاییای دارند. تاکنون با  ژهیت ویکوانتومی اهمّ کِیدر مکان عملگرهای

عملگرِکردند. مثلاً  ان مییکی را بیزیف م که مشاهداتِیا شتهدا
 

که  
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 عملگرهای م که یدیقبلی د ا در بخشِدهد. امّ دست میک را بهیهارمون انرژی نوسانگرِ

انرژی  ِ شوند که تراز عنی باعث مییدهند،  کی را انجام مییزیف ک عملِیهستند که  عملگرهایی

ن یشوند. در ا ستم مییس حالتِ رِییتغ باعثِها عملگرن یگر، اید انِیه بد. بیاین بییا پایبالا رفته 

ل ین دلیرود. به هم ن مییا از بید شده یتول های  واحد صورتِحالت، انرژی به رِییتغ

و در  نامند می 7ا نابودییو کاهنده  6لقخَا ینده یافزا عملگرهایب یرا به ترت  عملگرهای

 را عملگرن دو یا ۀار دارند. مجموعیدان کاربرد بسیم ۀیومی و نظرک کوانتیهای مکانتمام بخش

  م.ینام می 8نردبانی عملگرهای

 

 . توابع لاگر و لاگر وابسته:3 – 4

 

ن تابع را در زیر یکی از روش های تعریف چند جمله ایهای لاگر بررسی تابع مولد لاگر است. ای

 تعریف می کنیم:

      1

0

,
xt

nt
n

n

g x t e L x t






  ;                                                                  (52) 

0xکه به ازای  به راحتی در می یابیم  :خواهیم داشت  0 1nL ِرابطۀ دیگر از  . در روش

زیر برای تعریف  nL x : استفاده می کنیم 

 
 

1

1

1

2 1

xt

t

n n

e
L x dt

i t








 ;                                                                        (53) 

1nt( را در52د به دست آورد. بدین منظور رابطۀ )مولّ فوق را می توان از تابعِ رابطۀ   ضرب می

نده ها(. بر ما یۀقضّ د )طبقُباقی می مانَ 1t ملۀفقط ج مبدأ انتگرال می گیریم. کنیم و حولِ

همین پایه است که  ,g x t ِچند جمله ای لاگر می پذیریم. دِمولّ تابعِ را به عنوان 

اکنون تبدیلِ       
1

xt s x
s x t

t s


  


زیر  عمال می کنیم. نتیجۀ( ا53ِ) را در رابطۀ 

 حاصل می گردد:

                                                 
6
- Creation 

7
- Annihilation 

8
- Ladder operators 

†, aa


†, aa
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x n s
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e s e
L x ds

i s x







 ;                                                                (54) 

sانتخاب می کنیم که نقطۀ  s ند جدیدی در صفحۀپربَ x ِانتگرالِ را در برگیرد. بنا بر فرمول 

 کوشی برای مشتق ها داریم:

   
!

x n
n x

n n

e d
L x x e

n dx

 ;        n N  

 رودریگرز برای چند جمله ایهای لاگر است. رابطه فوق فرمولِ

 روابط بازگشتی زیر نتیجه می شود: t و x( نسبت به 52) دمولّ با مشتق گیری از تابعِ       

 

         

     

1

1

1 2 1n n n

n n n

n L x n x L x nL x

xL x nL x nL x





    


  

;                                    (55) 

لاگر به  دیفرانسیلِ دهیم، با محاسبه ای کوتاه معادلۀ چنانچه عمل مشتق گیری را ادامه       

 زیر نتیجه می شود: صورتِ

       1 0n n nxL x x L x xL x     ;                                                  (56) 

خودالحاقی نیست و در نتیجهفوق  معادلۀ nL x  د. سازخود به خود مجموعه ای متعامد نمی

هرمیتی تشکیل و در نتیجه معادلۀ  2xe وزنِ تابعِ موجود و تعیینِ استانداردِ ا با روشِامّ

 زیر به دست می آید: لاگر به شکلِ اورتونرمالیزاسیون )راست هنجاری( توابعِ تِخاصیّ

 

   
0

x

m n mne L x L x dx 


  

 زیر را به کار می گیریم: واحد، تعریفِ وزنِ لاگر با تابعِ متعامدِ توابعِ بدین ترتیب برای تعریفِ

 

   2x

n nx e L x  

یدجد دیفرانسیل برای تابعِ ، معادلۀو در نهایت n x :چنین می شود 

     
1

0
2 4

n n n

x
x x x n x  

 
      

 
;                                             (57) 

م ـ لیوویل اشتور اراست.شرایط مرزی در نظریۀهرمیتی اشتورم ـ لیوویل را د این معادله شکلِ

0را  x تغییراتِ ایجاب می کند که فاصلۀ x  .انتخاب کنیم 

 



 

 لاگر: چند جمله ای وابستۀ. 1 – 3 – 4

ریم، بعدی به آن می پردا در بسیاری از کاربردها به ویژه در مکانیک کوانتومی، که در بخشِ

 لاگر را تعریف کنیم: لازم است چند جمله ای وابستۀ
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1 1
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n k xd
L x L x

dx n m m k m





       

 ;    1k  ;  (58) 

 روابط زیر را به راحتی می توان نتیجه گرفت:

 0 1kL x  ;   1 1kL x x k    ;       
  2

2

1 2
2

2 2

k
k kx

L x k x
 

     

 زیر تعریف می شود: لاگر به صورتِ د مربوط به چند جمله ای وابستۀمولّ تابعِ
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 ;    1t ;                                                             (59) 

 و از آنجا،
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 لاگر چنین خواهد بود: وابستۀرودریگرز برای چند جمله ای  فرمولِ
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x k n
k x n k

n n

e x d
L x e x

n dx


     ;                                                                 (60) 

 

 و رابطۀ تعامد بین این چند جمله ایها،
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 زیر استخراج می شود: ط به این چند جمله ایها نیز به شکلِمعادلۀ دیفرانسیل مربو

       1 0k k k

n n nxL x k x L x nL x      ;                                               (61) 

 

 بررسی بخش شعاعی معادله شرودینگر برای اتم هیدروژن:. 4- 4

 

 آن در فیزیکِ آن، مهمترین کاربردِ بیشتر چند جمله ای لاگر و وابستۀ اکنون برای فهمِ

 هیدروژن را مرور می کنیم. شعاعی اتمِ نتومی، یعنی بخشِکوا



 

 

ش بدان یطور که در پک است و همانیکلاسمهیدروژن نیهای شبه هۀ بور دربارۀ اتمینظر       

 دهد. به علاوه در چارچوبِ دست نمیهای اتمی به دهیبخشی از پدت یه رضایم توجیاشاره کرد

ۀ موجی یست. نظریر نیپذک الکترون دارند امکانیش از یه بی کیهااتم ۀ بور بررسی خواصِّینظر

کامل  طورِدروژن را  بهیهای شبه هۀ اتمه مسألجا کن اشکالات را دربر ندارد. از آنینگر ایشرود

 م. یکن ن بخش بررسی مییک(، آن را در ایهارمون نوسانگرِ رِیتوان حل کرد )نظ می

 

 : ریژه مقادیژه توابع و ویو . 1 - 4- 4

 صورتِبه  9های شبه هیدروژن در دستگاه گاوسالکترون و هسته در اتم انِیل میانرژی پتانس

 ر است:یز

  (62)                                                                              

است.  Z=1دروژن یه اتمِ اتم است که در موردِ ۀهای هستپروتون تعدادZِ در رابطۀ فوق 

های ۀ اتمیب نظرین ترتیا بستگی ندارد(. بدیمرکزی است )به زوا لِیک پتانسین یم که اینیب می

 مرکزی است. مبدأ مختصّات را بر مرکزِ دانِیک میمناسبی از حرکت در  دروژن مثالِیشبه ه

وان ت دکارتی و کروی می ستمِینگر در سه بُعد را در دو سیم. معادلۀ شرودیریگ هسته منطبق می

کروی  تقارنِ وجودِ شود به دلیلِمرکزی مطرح می لِیژه هنگامی که پتانسیبررسی کرد، امّا به و

 بهتر است آن را در دستگاه کروی حل کرد.

                                     

                                                                            

 (: صورتِنگر مستقل از زمان است )بهیمعادلۀ شرود پاسخِ که یطوربه

                                                     

ها حل کرد. با  ریوۀ جداسازی متغیتوان معادله را با ش باشد، می چنانچه 

ود. لازم ش ل مییک بُعدی تبدینگر سه بُعدی به سه معادلۀ یجداسازی، معادلۀ شرود کِین تکنیا

                                                 
9
- Gauss 

 
r

Ze
rV

2



       tr
t

itrtrVtr
m

,,,,
2

2
2 










    
 tiE

ertr


 ,

 r


 EH 

       rErrVr
m


  2

2

2

    ... xVrV x



 

هم  ک بُعدی، در سه بُعد اغلب تبهگنی وجود دارد که آنی مسائلِ ادآوری است که برخلافِیبه 

 دهد. ل نوعی تقارن را نشان یدهد که پتانس زمانی روی می

 م:یپرداز نگر مییبخشِ شعاعی معادلۀ شرود اکنون به حلِّ

(64)                                                                

 که در آن

                                                                        

 ن است که یهای مرکزی در ا لین نوع پتانسیژگی ایو

                                                                                 

شود که خود  ظاهر می  صورتِتاً بهیرود )مثلاً نها فر میبه ص تر از  ل آهستهیعنی پتانسی

م از جملۀ یبتوان ن است که در ین شرط ایا شود(. علّتِ صفر می تر از  آهسته

ن جمله به اندازۀ یا ،گرید م. به عبارتِینظر کندارد صرف جملۀ بعدی که در مقابلِ 

ت ینهایها چنان باشند که در ب لیسن پتانید این بایست. همچنیژگی نیدر مبدأ دارای و 

 کولن مستثنی است. لِیپتانس به صفر بروند. خودِ عتر ازیسر

(65)                                     

 م:ینام می 10مؤثّر لِیر را پتانسیجملۀ ز

(66)                                        

ز از مرکز یروی مجازی گریدوّم آن مربوط به ن کولنی و جملۀ لِین رابطه پتانسیا جملۀ نخستِ

 م:یسیر بنویز م به شکلِیتوان است. معادلۀ بالا را می

                                                 
10

- Effective potential 
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 که در آن، 

                                                 

 نیت. همچنم، انرژی منفی اسیکن دروژن( را بررسی مییه د )اتمِیّا مقیوابسته  چون حالتِ

                                                                                

استفاده  بدون بُعد  رِیّاز متغ r رِیّجای متغبا روشی که معمولاً متداول است به

 بُعد است(.  بدونِ د که یق کنیم )تحقیکن می

                                                               

 د:یآ ر در مییز صورتِب معادلۀ شعاعی بهین ترتیبد

(67)                                     

 م:یکن را بررسی می  بدون بُعدِ بِیضر

                         

ز یی نتّینسب نظر شکلِن نحوۀ نگاه بهیز است. با ایر ساختمانِ ثابتِ که در آن 

رو در نیتی مدّ نظر است، از ایّرنسبیدهد، هر چند در بررسی اصلی، نگاه غ نشان میخود را 

 شود. ظاهر نمی c اصلی نقشِ روابطِ

ها در واقع ن حالتیم. ایکن های مجانبی را بررسی می(، نخست حالت60معادلۀ ) در حلِّ

 ل است.یفرانسیاصلی معادلۀ د آن به پاسخِ لِیکی و تحمیزیف شرطِ وارد کردنِ
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 مجانبی: خواصِِّ .4-4-2

                                                                          الف(   

 ت = ینهایب رِین و غیمع مقدارِ                                   ب(                    

 م:یکن ب دو مرحلۀ مجانبی را بررسی مییبه ترت

 د:یآ ر در مییز معادله به شکلِ، الف( برای 

(68)                                            

بهنجارش  را عملِ  بِیشود. ضر د ی، باکی یزیرفتنی فیپذ برای پاسخِ

 م. پس یکن رو فعلاً آن را وارد نمینیکند؛ از ا معلوم می

                                                                                
 ند:یآ ر در مییز صورتِمعادله به 11مؤثّرِ ، جملاتِب( برای 

                                                         

ن مورد پاسخی خصوصی یم )چون کافی است در ایریگ در نظر می صورتِپاسخی به

سری  جملۀ عمومی بسط را به عنوانِ توان  م، مییابیب
 

 در نظر گرفت(.

 

 ن، یبنابرا

 

 د یقبول با قابلِ رعادّی. در پاسخِیغ را پاسخِ م، و ییگو عادّی می را پاسخِ 
 نیم. بنابرایکن کلّی بهنجارش وارد می بِیز در ضریرا ن باشد و 

                                                                                   
 

                                                 
11

- Leading term 
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 ی که در شرطِیهالیپتانس در واقع برای تمامِ ن وابستگی یم که ایشو ادآور میی»

 «کنند برقرار است صدق می 

جه یحذف شود. در نت م تا جملۀ مربوط به یبر کار میرا به  تابعِ رِییاکنون تغ

 م داشت:یخواه

 

(69)                                          

 شعاعی: عمومی بخشِ . پاسخ3ِ- 4-4

 م:یریگ ر در نظر مییز شعاعی را به شکلِ پاسخ عمومی و کلیّ بخشِ

                                                                        
 م داشت:ین صورت خواهیدر ا

                                    ;       

 شود: ر حاصل مییز صورتِ( به96ل )یفرانسیلۀ درابطۀ فوق، معاد با در نظر گرفتنِ

 

(70)                                   

 امّا، 
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 شود: ل مییر تبدیآخر به معادلۀ ز لِیفرانسین روابط، معادلۀ دیبا استفاده از ا

 

 

(71)                                     

      u ط تابعِیآن شرا طی را بیابیم که تحتِیشرا دیبا  مجانبی تابعِ با توجّه به خواصِّ

ای محدود نباشد در  چند جمله uن است که اگر ید. علّت ایدر آ kای درجۀ  چند جمله صورتِبه

رفتار ت خوشینهاموج در بی گر تابعِید شود )به عبارتِ محدود نمی مجانبی مثلاً  نقاطِ

معادلۀ  زند. پس نخست پاسخِ هم می را بر کی یزیف شود و شرطِ نخواهد شد( و واگرا می

 م: یکن سری جستجو می صورتِفوق را به

 

                                                         

 م:یرس ر مییجه زیبه نت  . با فرضِار بزرگ، یهای بسو برای 
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رفتار نخواهد بود مگر  ت خوشینهایدر ب ک یهارمون نوسانگرِ ن است که همانندِیعلّت ا

 ل شود.یای تبد عنی به چند جملهیدر حدّی ختم شود  uکه سری نیا

  

(72)                                                                 

  کوانتومی  ام است. انرژی به عددnِ انرژی الکترون در مدارِ ن همان رابطۀ آشنای بور براییا

  م که برای هر ی، تبهگنی دار مقدارِ نظر از ن، صرفیّمع nعنی برای یست یوابسته ن

کروی  تقارنِ ن بر اساسِیتبهگنی وجود دارد. علاوه بر ا mمقدار برای  ن به اندازۀ یّمع

ن یم. ایل موجّهی برای آن نداریم چرا که دلیتصادفی دارک تبهگنی یلِ کولنی، یپتانس خاصِّ

ل است: مدارها یوابستگی پتانس خاصِّ باشد که شکلِ  لِیتواند مربوط به پتانس ت مییخاصّ

 می دارند. انحرافِیتقد رند و علاوه بر آن حرکتِیگ ی است که در فضا جهت مییها ضییب شاملِ

سوّم  جسمِ ناشی از حضورِ تواند اختلالِ ود که میش می مییتقد ن حرکتِیا سببِ کوچک از 

در هر قرن   عطارد، انحرافِ د( باشد. در حرکتِیخورش ن به دورِیزم )مثلاً ماه در حرکتِ

قاً آن یشود و دق نی مییب شین پینشتیعمومی ا تِیّی است که توسّط نسبتّینسب حِیناشی از تصح

 ینی جملۀب شیپ ن انحراف به سببِیکند. ا د میییه را تأیفرض
 

 د به عبارتِیاست که با

 ز افزوده شود.ین وتنی ین

اختیاری وجود دارد،  ثابتِ بِیک ضریفقط  u ، در پاسخuِ لِیفرانسیچرا در معادلۀ د» پرسش:

لورن به سری مک ا انتخابِیگر، آید انِیل مرتبۀ دوّم است. به بیفرانسیدر حالی که معادلۀ د

 ی است؟پاسخ کاری منطق عنوانِ

ن یا د در جستجوی جوابِیرا بایراد منطقی است، زیا صورتِن پرسش بهیاضی ایر از نظرِ پاسخ:

لورن م و از سری مکین نکردیم ولی چنیکرد وس را انتخاب مییسری فروبن معادله روشِ

کی سبب یزیف تِیری ندارد و محدودیله تأثیکی مسأزیف ن پاسخ در جوابِیم. امّا ایاستفاده کرد
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 م پاسخِیده طور که اکنون نشان میگر، همانید انِیجاد نکند. به بین غفلت اشکالی ایشود ا یم

از ین کی موردِیزیف شرطِ وس چون فاقدِیسری فروبن دوّم( از روشِ ثابتِ معادله )با انتخابِ گرِید

 شود: است حذف می

 

 

 

 

 م داشت:یای خواه  نشانه ، پس برای معادلۀچون 

 

 ل قابل قبو

 

-یب     عنی در مبدأ مختصّات( مقدار ِیباشد ) توجّه شود اگر  در معادلۀ 

در مبدأ  تاً یو نها Rرا یکی است. زیزیف شرطِ ن خلافِیمثبت است(، و ا شود ) ت میینها

ن همان یر را حذف کرد و ایاخ د جوابِیکی بایزیف ت باشد. پس از نظرِینهایر بید معلوم و غیبا

 م.ین نکته انجام دادیت که از ابتدا و بدون توجّه به اکاری اس
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رابطۀ بازگشتی،  قِیم. از طریپرداز می u لِیفرانسیمعادلۀ د پاسخِ اکنون به ادامۀ بحثِ

 م:یدار

 

 م:یکن استفاده می 12از رابطۀ بازگشتی ناشناختۀ  بِیضر نِییبرای تع

 

ن ینامیم. ا می 13لاگر kۀ درجۀ ای وابست است. رابطۀ بالا را چندجمله جا نیدر ا

 م:یسینو ر مییز م و آن را به شکلِیده ش میینما ای را با  چندجمله

(73)                                                      

 ن صورت است:یموج به ا شعاعی تابعِ ن بخشِیبنابرا

(74)                                                                 

 م که یشو ادآور میی

 

بهنجارش  قِیز از طرین  بِیبور است. ضر ن مدارِیاوّل شعاعِ که در آن 

 شود. دا مییپ

                                                 
12

- Recurrence Relation 

13
- Laguerre 
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 ن است:یچن R کلیّ تابعِ پس شکلِ

(75)                  
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 شود: ر نوشته مییز صورتِکامل به موجِ و بالاخره تابعِ

                                                                

 چند جمله ایهای چبی شف:. 5 – 4

عددی کاربرد دارند می توان به چند جمله  در آنالیزِ از چند جمله ایهای معروف که عمدتاً

م چبی شف اشاره کرد. این دسته توابع نیز از جمله چند ل و دوّنوع اوّ (Hyper sphere)ای ایه

زیر  کروی به صورتِ چند جمله ایهای فوقِ دِمولّ شمار می آیند. تابعِبه کروی  جمله ایهای فوقِ

 تعریف می شود:
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 ;    1x ;    1t                    (76) 

1 یادآور می شویم که به ازای

2
  ِ1 چند جمله ای لژاندر نتیجه می شود. با انتخاب   و  

0  جمله ایهای چبی شف عمده چند جمله ای حاصل می شوند که آنها را چند  دو دستۀ

 خلاصه ویژگی های آنها را در زیر بیان می کنیم: می نامیم و به طورِ

0ل چند جمله ای به ازایاوّ نوعِ         ( نسبت به76) تعربف می شود. از معادلۀt      

 مشتق می گیریم:
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 ;                                                     (77) 

اکنون   0

nC x :را چنین تعریف می کنیم 

   
   0

0
lim

n

n

C x
C x



 
 

ضرب کرده و مقدارِ 2t( را در77معادلۀ )
2

2

1 2
1

1 2

xt t

xt t

 


 
را به آن اضافه می کنیم. نتیجه  

 چنین می شود:

      ,,, mnmn yrRr 
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حال nT xِزیر تعریف می کنیم، را به صورت 
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 در نتیجه،
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 nT x ِعددی بسیار  ل چبی شف می نامیم. این تابع در محاسباتِاوّ را چند جمله ای نوع

 رد دارد. کارب

1م چند جمله ای چبی شف در ازایدوّ نوعِ          :نتیجه می شود 
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 ;                                                                    (78) 

استفاده از  غیر معمولِ بردِکمی در ریاضی فیزیک دارد. یک کار این نوع چند جمله ای کاربردِ

 زاویه ای است. اندازه حرکتِ ی کروی چهار بعدی در نظریۀهارمونیک ها

 

 پایانی چند جمله ایهای ریاضی ـ فیزیک: بحثِ. 1 - 5- 4

 

گفته شده تا کنون انجام می دهیم. نشان داده  خاصِّ ی از توابعِیک جمع بندی کلّدر این بخش 

زیر هستند.  ی از چند جمله ایهای متعامد به صورتِخاصّ ها حالتِایمی شود که این چند جمله 

اند. یک اغلب توابعی که در ریاضی ـ فیزیک وجود دارند، به دستگاه های متعامد وابسته 

 ;دستگاه از توابع حقیقی  n x  0,1,2,...n  در بازۀ a x b  ِوزنِ نسبت به تابع    

 w x متعامد نامیده می شوند چنانچه 

     
b

m n m mn

a

w x x x dx a   ;                                                                (79) 

1maو اگر شرط بهنجار می نامیم. چند  عامدِرا نیز اضافه کنیم در آن صورت آن را دستگاه مت

 مثال در این مورد مطرح می کنیم:

 



 

 الف ـ فرض می کنیم      

     1, 1, 1 1 ; 1; 1a b w x x x
 

         

در این صورت  n x مله ای ژاکوبی می نامیم و با را چند ج   ,

mP x
    .نمایش می دهیم

اگر   ِآن چنین است: خاصِّ کروی نتیجه می شود که مواردِ باشد، چند جمله ای فوق 

ـ فرض می کنیم   1       
1

2
     شد. آنگاه،با 

   
 

 
 1 2, 1 2

22

2 !

2 !
n nn

n
P x T x

n

 
 ;                                                                (80) 

 ل به دست می آید.اوّ شف نوعِچند جمله ای چبی 

0ـ چنانچه  2            باشد، در این صورت     0,0

n nP x P x  و چند جمله ای

 لژاندر حاصل می شود.

 

1kب ـ اگر          ,   0, , k xa b w x x e    ،آنگاه باشد 

   k

n nx L x  

 چند جمله ای لاگر نتیجه  می گردد.و 

 

 ـ فرض می کنیم 3       

 
2

2, ,
x

a b w x e


     

آنگاه    n nx H x  .که چند جمله ای هرمیت نامیده می شود، 

 چند مسئله حل شده:. 6 – 4

I:                                                                                                 

 

  aHa ,

   

   

  aaaaaaaaaaaaaa
a

aaa
a

aaa

aaaaaaaaaaaaaHa

aaaaaaaaaaH




































††††††

†††††

†††††

1
22

2

1

2

1

2

1
,

2

1
,,

1,;
2

1

2

1

2

1



 

 

  

II:                                                                                   

 م:یکن استقراء استفاده می برای اثبات از روشِ

 

 n م که برای توانِیکن برقرار است، آنگاه ثابت می  م که رابطه برای توانِیکن فرض می

 ز برقرار است: ین

 

III.                                                        ،بهنجارش بِیضر= 

 

 م.یریگ قی مییرا عددی حق داد  بنا به قرار

 

 ن، یاست. بنابرا م که یه دارتوجّ
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ی مثبت تّیرم کمتواند منفی باشد، چرا که نُ نمی n بِیدهد که ضر ن مین رابطه خود نشایا

 است.
 

IV- (، را اثبات کنید.6خاصیت تعامد چند جمله ایهای هرمیت، یعنی رابطه ) رابطه 
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 از تعریف تابع مولد برای چند جمله ایهای هرمیت کمک می گیریم: حل ـ 
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 انتگرال را محاسبه می کنیم:
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 بالا به راحتی حساب می شود: چپ رابطۀ سمتِ
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ار می دهیم؛ نتایج زیر اصلی مساوی هم قر رابطۀ توان های همانند را در دو طرفِ اکنون ضریبِ

 حاصل می گردد:
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V  د چند جمله ایهای هرمیت به صورتِمولّ فرض می کنیم تابعِـ         
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  ِداده شده است و مقادیر nH x  .نیز معلوم هستند

ل برای  اوّ گیرید و معادلۀ دیفرانسیلی از مرتبۀمشتق ب xمذکور نسبت به  اکنون از عبارتِ

 ,g x t  تِکمیّبه دست آورید. سپس t ِرا ثابت بگیرید و معادله را حل کنید و در نهایت شکل 

د، یعنیمولّ نهایی تابعِ 
2 2, t xtg x t e  .را نتیجه بگیرید 

  حل ـ 
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هرمیت استفاده کرده ایم.  بالا از روابط بازگشتی مربوط به توابعِ یادآور می شویم که در عبارتِ

 در نتیجه،
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 این معادله را حل می کنیم:
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 د برای چند جمله ایهای هرمیت چنین خواهد شد:مولّ نهایی تابعِ بنابراین شکلِ

 
2 2, t xtg x t e  

 چند مسئله برای حل:. 6 – 4

2هرمیت  دیفرانسیلِ معادلۀ – 1 2 0y xy y     را از راه سری حل کنید. نشان دهید

 یکی از دو پاسخ به چند جمله ای تبدیل می شود.  مناسبِ که با انتخابِ

 

، یعنی رابطۀ زیر را محاسبه n و m نوسانی دو حالتِ گذار بینِ وابسته به احتمالِ انتگرالِ  - 2

ق بین حالت های با ترازهای مجاور هم واین مسئله آن است که گذارهای نوسانی ف کنید. نتیجۀ

1mد )یعنی  روی می ده n .) 
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 است. ۀتیدارای پار n ۀت درجیای هرم د که چند جملهینشان ده( الف  – 3

 م، یدار د که در حالتِینشان ده (ب        

 

 د:یر را ثابت کنیراست هنجاری ز ۀرابط (ج      
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این روابط  چند جمله ایهای لاگر به دست آورید. از آ نجا به کمکِ ( را در مورد55ِـ روابط )4

 (، را استخراج کنید.57) لاگر، یعنی رابطۀ دیفرانسیلِ معادلۀ

 

رز را برای این رودریگ (، فرمول59ِ) د چند جمله ایهای وابستۀ لاگر، یعنی رابطۀمولّ از تابعِ - 5

 (، را به دست آورید.60) توابع، یعنی رابطۀ

 

 چبی شف به صورتِ دیفرانسیلِ معادلۀ - 6 21 2 0x y xy y     است. اگرn   ِعدد 

 خصوصی به چه صورتی در می آیند؟ باشد، هر یک از دو پاسخِ (فرد یا زوجدرست )

 

 


