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١ فصل

مقدمه

منبع ر دی توانند م دانشجویان البته است. شده نوشته Gregory کلاسی انی م کتاب براساس درسنامه این

نمایند. مطالعه نیز را سایمون و فاولز گرانت کتاب جمله از

کرد. خواهم تدریس را کتاب از هشتم فصل پایان تا ١ تحلیل انی م برای

آن به که موضوعات داد. خواهیم قرار مطالعه مورد را مجرد ذره ی برای نیوتن انی م فصل هشت این در

از است عبارت پرداخت خواهیم

برداری محاسبات و جبر : ٣ فصل •

الر اس ای زاویه سرعت و شتاب سرعت، : ٣ فصل •

گرانش و نیوتن قوانین :۴ فصل •

ذره دینامی مسائل :۵ فصل •

نرمال مدهای و خط نوسانات :۶ فصل •

انرژی بقای :٧ فصل •

مرکزی نیروی در حرکت مدارهای :٨ فصل •

فاز فضای و خط غیر نوسانات :٩ فصل •

ترم: پایان تاریخ و میانترم: تاریخ

کلاسی انی م ٠درسنامه

٣



٢ فصل

ابعادی تحلیل و فیزی کمیت�های

ابزار ی با که را آن�چه است. فیزی نظریه�های �ناپذیر جدای بخش اندازه�گیری و مشاهده �دانید م که ونه همان

الر اس کمیت�های دسته�ی دو به فیزی کمیت�های �نامیم. م فیزی کمیت است، اندازه�گیری قابل مشخص

تنها آن�ها مقدار که �شود م گفته کمیت�های به الر اس کمیت�های �شوند. م تقسیم برداری کمیت�های و (عددی)

دارای بزرگ بر علاوه برداری کمیت�های که حال در اتاق. دمای زمان، جرم، مانند �شود، م بیان حقیق عدد ی با

است؛ جهت و بزرگ دارای �کنید، م وارد جسم ی به طناب ی توسط که نیروی نمونه برای هستند. نیز جهت

دارد. خود در است) نیرو جهت دهنده�ی نشان (که را طناب کشیدگ هم و شده صرف نیروی مقدار هم یعن

�شوند. م تقسیم بدون�بعد و بعددار کمیت�های دسته دو به برداری، و الر اس از اعم کمیت�ها این بزرگ ته: ن

فاصله مثلا �کند، م تغییر اندازه�گیری ابزار تغییر با آن�ها � بزرگ که �شود م گفته کمیت�های به بعددار کمیت�های

�دهد. م نشان را ۴٠٠ عدد ماشین شمار کیلومتر که صورت در است متر ۴٠٠٠٠٠ حدود متر با تهران تا شاهرود

ابعادی تحلیل ١.٢

عبارتند کمیت�ها این نوشت. آن�ها اساس بر �توان م را ر دی کمیت�های که دارد وجود اصل هفتکمیت فیزی در

در . (Iv) روشنای شدت و ،(n) ماده مقدار ،(T ) دما ،(A) تری ال جریان ،(T ) زمان ،(M) جرم ،(L) طول از

کاندلا. و مول، کلوین، آمپر، کیلوگرم، متر، از عبارتند ترتیب به کمیت�ها این واحد (SI) واحدها استاندارد سیستم

ثابت همواره آن�ها بعد ول است متفاوت آن در واحدها این مقدار که کرد انتخاب ر دی سیستم�های �توان م البته

�خواهیم م وقت دارد. نام ١ ابعادی تحلیل بعد، حسب بر کمیت� نوشتن نمایید.). مشاهده را ١.٢ ل (ش است

١dimensional analysis

۴



٢ فصل ابعادی تحلیل ١.٢

SI اصل های واحد :١.٢ ل ش

مثلا �دهیم، م قرار [ ] در را آن کنیم، ابعادی تحلیل را کمیت

[x] = L [t] = T [i] = A (١.٢)

بنابراین دارد. طول مربع بعد مساحت که �دانیم م مثال:

[A] = L2, (٢.٢)

برابر سرعت ابعادیِ تحلیل است.

v =
x

t
−→ [v] = LT−1, (٣.٢)

برابر شتاب ابعادیِ تحلیل است.

a =
v

t
−→ [a] = LT−2, (۴.٢)

نیرو ابعادیِ تحلیل بنابراین است.

F = ma −→ [F ] = MLT−2, (۵.٢)

۵



٢ فصل ابعادی تحلیل ١.٢

انرژی ابعادیِ تحلیل و

E =
1
2
mv2 −→ [E] = ML2T−2 (۶.٢)

اصل کمیت جریان چون �گیریم، م کم تری ال جریان کمیت از تری ال بار بعد آوردن دست به برای است.

پس است.

i =
dq

dt
−→ [q] = AT. (٧.٢)

صورت به تری ال میدان بعد نتیجه در

E =
F

q0
−→ [E] = MLA−1T−3. (٨.٢)

مغناطیس میدان بعد و

F = qvB −→ [B] = MA−1T−2. (٩.٢)

است.

مرکز در مغناطیس میدان و F = 1
4πϵ0

q1q2
r2

که کولن قانون از استفاده شد، گفته بالا در آن�چه کم به تمرین:

�آزمای راست را خود روابط نهایت در که آن برای کنید. تعیین را µ0 و ϵ0 بعد است، B = µ0I
2πR که جریان حلقه�ی

یرید. ب کم دارد، سرعت بعد و است نور سرعت c که c = 1√
ϵ0µ0

رابطه�ی از کنید

کنید. محاسبه را گرانش) جهان (ثابت G بعد F = Gm1m2
r2

رابطه�ی کم به تمرین:

کنید. محاسبه را h بعد است. پلان ثابت h و بسامد f آن در که E = hf رابطه�ی کم به تمرین:

رابطه�ی ی سمت دو در است. فیزی مطالعه�ی در قدرتمند ابزاری ابعادی تحلیل که دریافت �توان م سادگ به

اختیار در کمیت ی از کم بسیار اطلاعات که زمان حت باشد. داشته وجود سازگاری بعد لحاظ از باید فیزی

طناب ی به کوچ گلوله�ی کنید فرض �کند. م فراوان کم رابطه ی یافتن به ابعادی تحلیل دارد، قرار ما

دست به آون این تناوب دوره�ی برای رابطه�ای ابعادی تحلیل کم به تنها �شود م خواسته ما از است. آویزان

که �پرسیم م سوال خود از کنیم. استفاده کمیت�ها بعد از باید فقط است ابعادی تحلیل ما ابزار تنها چون آوریم.

آون جرم ،(l) آون طول از �توان م پاسخ در باشد؟ داشته بست �تواند م کمیت�های چه به آون تناوب دوره�ی

تحلیل ما ابزار تنها چون کرد. یاد (g) زمین گرانش شتاب و ،(θ) آورده�ایم در نوسان به را آون که زاویه�ای ،(m)

نوسان دوره�ی بنابراین باشد. داشته زمان بعد فقط نهایت در که بسازیم بالا کمیت�های از تابع باید است، ابعادی

پس است. بالا کمیت�های نامشخص توان�های از حاصل�ضرب آون

T = lαmβgγθλ (١٠.٢)

سمت با تا باشند داشته زمان بعد باید نهایت در (١٠.٢) رابطه�ی راست سمت کمیت�های حاصل�ضرب است.

۶



٢ فصل ابعادی تحلیل ١.٢

اهای ی در زاویه چون �دهیم. م قرار را آن�ها بعد (١٠.٢) رابطه�ی کمیت�های جای به ادامه در باشند. سازگار چپ

.(λ = 0) �دهد نم ما به اطلاعات نوسان شروع زاویه�ی مورد در ما رابطه�ی پس است، بعد بدون استاندارد

T = LαMβLγT−2γ = Lα+γMβT−2γ =⇒
α + γ = 0 −→ α = 1

2

β = 0

−2γ = 1 −→ γ = −1
2

(١١.٢)

T =
√

l
g
برابر آوردیم، دست به آون نوسان دوره�ی برای ابعادی تحلیل کم به فقط ما که رابطه�ای نتیجه در

دارد. شباهت آن دقیق رابطه�ی به بسیار که است،

باید تحلیل این از استفاده ام هن در است. فیزی در قدرتمند ابزاری ابعادی تحلیل که داد نشان بالا ساده�ی مثال

کرد: دقت زیر ات ن به

تحلیل با مقادیر این باشد، داشته وجود زاویه مانند بعد بدون کمیت�های یا و ثابت عدد رابطه، ی در اگر •

آمد. نخواهند دست به صرف ابعادیِ

تقسیم هم بر با و ضرب هم در کمیت�ها همواره �آوریم، م دست به ابعادی تحلیل کم به که رابطه�ای در •

ر (م شده�اند جمع هم با کمیت�ها که نوشت رابطه�ای �توان نم صرف ابعادیِ تحلیل کم به �شوند. م

بعد که این یعن �شوند م جمع هم با کمیت دو وقت چون باشیم). داشته ری دی اطلاعات جای از آن�که

دهیم. تمیز هم از را آن�ها �توانیم نم نتیجه در دارند. سان ی

را خود کارای هستند، دخیل مسئله در سان ی بعد با کمیت چند که مسائل در ابعادی تحلیل قدرتمند ابزار •

�گذارند. م تاثیر نتایج بر طول بعد با کمیت چند مسئله در کنید فرض مثلا �دهد. م دست از

که بسازید کمیت c,G, h یعن فیزی جهان ثابت سه از شد، گفته بالا در آن�چه کم به تمرین:

باشد. داشته طول بعد الف)

باشد. داشته زمان بعد ب)

باشد. داشته جرم بعد ج)

مجله�ی در و زی نیوم در ١٩۴۵ سال در اتم انفجار نخستین از س ع مجموعه�ای میلادی، ١٩۴٧ سال در تمرین:

از �داد. م نشان ثانیه میل حسب بر متوال زمان�های در را کروی شوک موج شعاع س�ها ع این شد. چاپ لایف

٧



٢ فصل ابعادی تحلیل ١.٢

فرض با است. آمده ١.٢ جدولِ در نتایج آورد: بدست زمان از تابع عنوان به را کروی موج شعاع �توان م س�ها ع

ال چ و E انفجار از شده آزاد انرژی به فقط موج حرکت و ندارد، چندان تاثیر موج انتشار در زمین سطح این�که

جدول کم به نمایید. محاسبه زمان از تابع عنوان به را انفجار موج شعاع باشد، داشته بست ρ بیرون هوایِ

بزنید. تخمین را انفجار از شده آزاد انرژی

کلاسی انی م ١درسنامه
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٣ فصل

برداری محاسبات و جبر

رهای عمل همچون مباحث که طوری به داشت خواهیم برداری جبر کابردهای بر مروری ابتدا در فصل این در

توابع از گیری مشتق فصل ادامه در شد. خواهد شامل را گوناگون های مثال همراه به آنها ویژگیهای و برداری

تفسیر مستلزم که خمینه ی روی نرمال بردار و مماس بردار نظیر مفاهیم جمله از و الر اس متغیر ی از برداری

دهیم. م قرار مطالعه مورد را هستند، شتاب و سرعت همچون ری دی های کمیت

برداری های کمیت و بردار ١.٣

دمای مثال برای شوند. م تقسیم برداری های کمیت و الر اس های کمیت دسته، دو به فیزی های کمیت اکثر

که زمان همچون ری دی مثال شود. م بیان حقیق عدد ی با تنها آن مقدار زیرا است الر اس کمیت ی اتاق

اتاق داخل هوای فشار و آهن ال چ آن، حجم و کنسرو قوط ی جرم دهد، م نشان را شما دست پشت ساعت

شوند. م تعریف زیر صورت به برداری های کمیت اما هستند. الر اس های کمیت تماما

شود. م نامیده برداری کمیت ی Q بنابراین باشد جهت و بزرگ دارای Qکمیت اگر برداری: کمیت •

از پس و کند حرکت به شروع A نقطه از ذره فرضکنید اگر است. برداری کمیت ی ذره ی جابجای مثال برای

جهت جای جابه این جهت و AB فاصله جابجای این بزرگ صورت این در برسد. B انتهای نقطه به مسیری ط

ی به شده اعمال F نیروی ر دی مثال عنوان به همچنین کند. م متصل B به را A نقطه که است راست خط

است مثبت حقیق مقدار هموراه که نیرو شدت آن، بزرگ زیرا است برداری کمیت ی طناب ی وسیله به جسم

برداری کمیت نیز شتاب و سرعت نظیر ری دی های کمیت جمله از است. شده کشیده طناب جهت آن جهت و

٩



٣ فصل λa و a± b نظیر خط رهای عمل ٢.٣

مفهوم توان م آنها فیزی مبدا از مستقل فیزی های کمیت تمام سازی سان ی منظور به شوند. م محسوب

گفت: توان م بنابراین کرد. بیان خاص مثالهای به نسبت کلیتری کمیت ی عنوان به را بردار

زمان بردار دو لذا �شود، م مشخص جهت و بزرگ ویژگ دو توسط که است نظری کمیت ی بردار ی •

باشند. سان ی جهت و بزرگ دارای که هستند مساوی ر دی ی با

با معمولا را آنها بزرگ و F ، a مانند برجسته لیس ان حروف با بردارها تمام کتاب همانند درسنامه این سرتاسر در

ضرب و تفریق جمع نظیر جبری اعمال توانید م عددی های کمیت همانند شما اکنون دهیم. م نمایش a یا |a|

گیرید. ار ب برداری های کمیت برای را

λa و a± b نظیر خط رهای عمل ٢.٣

با را Q⃗R قسمت و a با را P⃗Q قسمت ١.٣ ل ش مطلابق باشند. بردا دو b و a کنید فرض برداری: جمع •

است. P⃗R قسمت برای نمایش a+ b جمع صورت این در دهیم. م نمایش b

b بردار مخالف جهت در اما سان ی اندازه با بردای توان م همیشه b دلخواه بردار برای بردار: ی قرینه •

م را برداری تفریق بنابراین شود. م b−نوشته نماد با و شود م گفته بردار قرینه آن به که گرفت نظر در

کنید.). مشاهده را ١.٣ ل ش از وسط ل (ش کرد بیان زیر رابطه با توان

a− b = a+ (−b) (١.٣)

الر اس ضرب صورت این در باشد ( حقیق عدد ) الر اس ی λ و بردار ی a دهید اجازه الر: اس ضرب •

جهت هم خلاف، ترتیب به λ بودن صفر یا و مثبت ، منف به بسته آن جهت و |λ||a| بزرگ با بردار ی λa

کنید.). مشاهده را ١.٣ ل ش از راست سمت (قسمت است صفر و

بردارها الر اس ضرب و تفریق جمع، :١.٣ ل ش

١٠



٣ فصل واحد بردار ٣.٣

جبری قوانین :١.٣ جدول

a+ b = b+ a جابجای خاصیت

a+ (b+ c) = (a+ b) + c پذیری شرکت خاصیت

λ(µa) = (λµ)a پذیری شرکت خاصیت

λ(a+ b) = λa+ λb پذیری توزیع خاصیت

(λ+ µ)a = λa+ µa پذیری توزیع خاصیت

واحد بردار ٣.٣

بردار حاصل بردار کنیم تقسیم اش بزرگ بر را a بردار اگر شود. م نامیده واحد بردار واحد, بزرگ با برداری

بنابراین است. a بردار با همجهت که است واحد

â =
−→a
|a|

(٢.٣)

استاندارد پایه مجموعه ۴.٣

توان م و شود م نامیده استاندارد پایه مجموعه ، دکارت اه دست در {i, j, k} متعامد ه) ی (بردار پایه مجموعه به

.(٢.٣ ل (ش داد بسط مجموعه این حسب بر را بردار هر

v = λi+ µj + νk (٣.٣)

ان م بردار ۵.٣

هر ان م صورت این در کنیم فرض مرجع) چارچوب مبدا ) مختصات مبدا عنوان به را فضا در O ثابت نقطه اگر

شود. م داده نشان ٣.٣ ل ش مطابق a با که
−→
OA بردار با را مبدا به نسبت A مانند ر دی نقطه

بردار دو الر اس ضرب ۶.٣

شود. م تعریف زیر رابطه با بردار دو الر اس ضرب

a.b = ab cos(θ) (۴.٣)

١١



٣ فصل بردار دو الر اس ضرب ۶.٣

استاندارد. پایه بردار :٢.٣ ل ش

هستند. مبدا به نسبت c و b و a ان م بردار دارای ترتیب به C و B و A نقاط :٣.٣ ل ش

مشخص عدد با تنها یعن است الر اس کمیت ی بردار دو الر اس ضرب ته: ن است. بردار دو میان زاویه θ که

مولفه نوشتن معادل عبارت به یا است، b بردار روی a بردار سایه انداختن معن به داخل ضرب هچنین شود. م

است. b بردار راستای در a بردار

الر اس خواصضرب ١.۶.٣

یعن آورد، دست به خودش در بردار الر اس ضرب مجذور از توان م را دلخواه بردار ی بزرگ یا اندازه •

|a|2 = a2 = a.a (۵.٣)

باشد، صفر بردار دو الر اس ضرب اگر تنها و اگر هستند عمود هم بر b و a بردار دو •

a.b = ab cos(
π

2
) = 0 → a ⊥ b (۶.٣)

١٢



٣ فصل بردار دو الر اس ضرب ۶.٣

الر اس ضرب برای جبری قوانین :٢.٣ جدول

a.b = b.a جابجای خاصیت

a.(b+ c) = a.b+ a.c پذیری توزیع خاصیت

(λa).b = λ(a.b) الر اس ضرب با پذیری شرکت خاصیت

صورت این در باشند متعامد های پایه {i, j, k} اگر •

i.i = j.j = k.k = 1 i.j = j.k = k.i = 0 (٧.٣)

داریم صورت این در باشند، a2 = λ2i+ µ2j + ν2k و a1 = λ1i+ µ1j + ν1k اگر •

a1.a2 = λ1λ2 + µ1µ2 + ν1ν2 (٨.٣)

کنید. مشاهده ٢.٣ جدول در را خواص ر دی توانید م شده ذکر خواص بر علاوه

مثال

مطلوبست ١.٣ ل ش از چپ سمت ل ش اولین به توجه با

جمع حاصل بردار بزرگ الف:

جواب

|a+ b|2 = (a+ b).(a+ b) = a.a+ 2a.b+ b.b = a2 + 2ab cos(θ) + b2 (٩.٣)

برای جواب: کنید. ساده را بالا رابطه صورت این در (a = b) باشد برابر هم با بردار در اندازه کنیم فرض اگر ب:

هستند. مفید زیر مثلثات اتحادهای از استفاده بالا رابطه سازی ساده

sin2(x) + cos2(x) = 1 (١٠.٣)

sin(x± y) = sin(x) cos(y)± cos(x) sin(y) (١١.٣)

cos(x± y) = cos(x) cos(y)∓ sin(x) sin(y) (١٢.٣)

رسید. خواهیم زیر رابطه به بالا روابط به توجه با حال

cos(2x) = cos(x+ x) = cos2(x)− sin2(x) = 1− 2 sin2(x) = 2 cos2(x)− 1 (١٣.٣)

١٣



٣ فصل بردار ی مؤلفه ٧.٣

داریم بردارها بودن اندازه هم فرض با اکنون

|a+ b| = a(2+ 2 cos(θ))
1
2 = 2a cos(θ

2
) (١۴.٣)

تمرین

کنید. رار ت ( میان ل ش ) بردار دو تفریق حاصل برای را بالا عملیات

بردار ی مؤلفه ٧.٣

به شود. م تعریف v.n با را n راستای در v بردار مؤلفه صورت این در باشد، واحد بردار ی n کنیم فرض اگر

آید. م دست به v.â با را a دلخواه بردار هر راستای در v بردار مؤلفه کل طور

تمرین

دست به را a بردار راستای در v بردار مؤلفه صورت این در باشد a = 2i− j− 2k و v = 6i− 3j+ 15k اگر

آورید.

a× b برداری ضرب ٨.٣

همچنین باشند،
−−→
OB و

−→
OAنمایش دارای ترتیب به b و a بردار، دو ۴.٣ ل ش مطابق کنید فرض برداری: ضرب

) باشد دست راست مجموعه ی {a, b,n} مجموعه که طوری به باشد OAB صفحه بر عمود واحد بردار n

شود. م تعریف زیر صورت به برداری ضرب صورت این در کنید.)، اه ن را ۵.٣ ل ش

a× b = (ab sin(θ))n (١۵.٣)

.(۴.٣ ل (ش است برداری کمیت ی برداری ضرب باشید داشته توجه است.
−−→
OB و

−→
OA میان زاویه θ که

کرد. اشاره زیر موارد به توان م برداری خواصضرب مهمترین از

است صفر خودش در بردار هر برداری ضرب •

a× a = 0 (١۶.٣)

١۴



٣ فصل a× b برداری ضرب ٨.٣

بردار دو برداری ضرب :۴.٣ ل ش

بردار سمت در راست دست کف و اول بردار سمت در راست دست اشاره شت ان ، دست راست در :۵.٣ ل ش

قواعد چنین دست چب در اما دهد. م نشان را سوم بردار جهت شصت شت ان صورت این در دارند قرار دوم

شود. م گرفته ار ب چپ دست برای

است، صفر آنها برداری ضرب بنابراین باشند موازی بردار دو اگر •

a× b = 0 → a∥b (١٧.٣)

بنابراین باشند استاندارد های پایه {i, j, k} اگر •

i× j = k k × i = j j × k = i i× i = j × j = k × k = 0 (١٨.٣)

داشت، خواهیم صورت این در باشد a2 = λ2i+ µ2j + ν2k و a1 = λ1i+ µ1j + ν1k اگر •

a1 × a2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

λ1 µ1 ν1

λ2 µ2 ν2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (١٩.٣)

١۵



٣ فصل سه�گانه های ضرب ٩.٣

برداری ضرب برای جبری قوانین :٣.٣ جدول

a× b = −b× a پادجابجای خاصیت

a× (b+ c) = a× b+ a× c پذیری توزیع خاصیت

(λa)× b = λ(a× b) الر اس ضرب با پذیری شرکت خاصیت

در توانید م را برداری ضرب خواص ر دی همچنین شود. م محاسبه اول سطر با دترمینان رابطه این در

کنید. دنبال ٣.٣ جدول

حفظ همواره بایست برداری ضرب در عبارات ترتیب بنابراین دارد پادجابجای خاصیت برداری ضرب چون ته: ن

ندارد. پذیری شرکت خاصیت برداری ضرب پس شود.

این هردو بر عمود که واحد بردار ی صورت این در باشند، b = −i − 3k و a = 2i − j + 2k اگر تمرین:

بیابید. را بردارهاست

سه�گانه های ضرب ٩.٣

وجود گانه سه ضرب نوع دو است. ر دی عملیات از ساده برآمدی واقع در نیست جدید ر عمل ی گانه سه ضرب

هستند. جمله این از برداری گانه سه ضرب و الر اس گانه سه ضرب دارد،

الر اس گانه سه ضرب ١.٩.٣

است. عدد ی آن مقدار زیرا نامیم م الر اس گانه سه ضرب را a.(b× c) ل ش به عبارت

الر اس گانه سه خواصضرب

شوند. م حاصل را سان ی مقدار الر، اس گانه سه ضرب در c و b ،a بردارهای از ای دوره های شت جای •

a.(b× c) = c.(a× b) = b.(c× a) (٢٠.٣)

شود، م نوشته نیز ر دی های ل ش به گانه سه ضرب رابطه براین علاوه

a.(b× c) = (a× b).c (٢١.٣)

١۶



٣ فصل سه�گانه های ضرب ٩.٣

این علت به دهد. نم تغییر را نهای مقدار برداری ضرب و الر اس ضرب جابجای که معناست این به این

است. زیر خواص درارای که داد نشان [a, b, c] نماد با توان م را گانه سه ضرب ، تقارن خاصیت

صفحه). (هم باشند صفحه ی داخل c و b ،a بردارهای اگر تنها و اگر است [a, b, c] = 0 گانه ضربسه •

است. صفر بازهم ضرب این باشند سان ی بردارها از تا دو اگر همچنین و باشد صفر بردارها از ی اگر البته

{a, b, c} مجموعه باشد، [a, b, c] < 0 اگر و دست راست {a, b, c} مجموعه باشد، [a, b, c] > 0 اگر •

است. دست چپ

این در باشند a3 = λ3i + µ3j + µ3k و a2 = λ2i + µ2j + µ2k ،a1 = λ1i + µ1j + µ1k اگر •

صورت،

[a, b, c] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 µ1 ν1

λ2 µ2 ν2

λ3 µ3 ν3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (٢٢.٣)

برداری گانه سه ضرب ٢.٩.٣

است. بردار ی آن مقدار زیرا نامیم م برداری گانه سه ضرب را a× (b× c) ل ش به عبارت

برداری گانه سه خواصضرب

و b بردار دو از حاصل صفحه در a× (b× c) از حاصل بردار لذا است، c و b بردار دو هر بر عمود b× c چون

برداری گانه سه ضرب توان م دقیقتر طور به داد. بسط λb+ µc ل ش به را آن توان م بنابراین گیرد. م قرار c

داد. بسط زیر صورت به را

a× (b× c) = (a.c)− (a.b)c (٢٣.٣)

این ن مم راه ترین عاقلانه لذا داراست، را ناپذیری شرکت نیز و پادجابجای خاصیت برداری ضرب ه این علت به

گیریم. ار ب ل ش همین به را بالا فرم که است

است. زیر خواص دارای نماد این کنیم. معرف را ϵijk لوی-چیویتا نماد است بهتر بالا رابطه اثبات برای اثبات:

صورت این در باشد (1, 2, 3) از زوج شت جای (i, j, k) اگر که طور به است، متقارن پاد کاملا نماد این •

است صفر آن مقدار صورت این غیر در و است −1 آن مقدار باشد فردی شت جای اگر نیز و ١ مقدار

.(۶.٣ ل (ش

ϵ312 = ϵ231 = ϵ123 = 1 ϵ321 = −ϵ312 = −ϵ123 = −1 ϵ112 = ϵ221 = 0 (٢۴.٣)

همچنین

١٧



٣ فصل سه�گانه های ضرب ٩.٣

•

ϵijkϵ
imn =

∑
i=1,2,3

ϵijkϵimn (٢۵.٣)

انیشتین). جمع (قاعده اندیساست آن روی جمع معنای به پایین و بالا در هم به شبیه اندیسها بالا رابطه در

ϵijkϵ
imn = δmj δ

n
k − δnj δ

m
k (٢۶.٣)

ϵjmnϵ
imn = 2δij (٢٧.٣)

ϵijkϵ
ijk = 6 (٢٨.٣)

است. ر کرون دلتای δji بالا رابطه در

آورید. دست به را بالا روابط زیر رابطه از استفاده با تمرین:

ϵijkϵlmn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δil δim δin

δjl δjm δjn

δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (٢٩.٣)

(قرمز) فرد های شت جای و (زرد) زوج های شت جای :۶.٣ ل ش

با 3 × 3 مربع ماتریس ی دترمینان لوی-چیویتا، نماد برای شده اشاره های ویژگ از استفاده با اکنون

نوشت. زیر صورت به را A = [aij]

det(A) =
3∑

i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

ϵijka1ia2ja3k (٣٠.٣)

کرد. بازنویس زیر صورت به توان م را برداری ضرب بنابراین

c = a× b ⇒ ci =
3∑

j=1

3∑
k=1

ϵijkajbk (٣١.٣)

١٨



٣ فصل الر اس متغیر ی از برداری توابع ١٠.٣

شود. م اثبات زیر صورت به ٢٣.٣ رابطه اکنون است. c بردار مؤلفه ci که

d = a× (b× c) ⇒ di =
3∑

j,k=1

ϵijkaj(b× c)k =
3∑

j,k=1

3∑
n,m=1

ϵijkϵknmajbncm (٣٢.٣)

= ϵijkϵ
knmajbncm = (δni δ

m
j − δmi δ

n
j )ajbncm = ajcjbi − ajbjci

⇒ d = (a.c)b− (a.b)c (٣٣.٣)

دهید. بسط را (a× b).(c× d)عبارت تمرین:

الر اس متغیر ی از برداری توابع ١٠.٣

فضا در ذره ی حرکت مثال برای است. زمان مانند الر اس کمیت ی به وابسته برداری کمیت ی مقدار اغلب

متغییر از تابع بردار این صورت این در a = a(t) یعن است تغییر حال در بازمان که �شود م داده a ان م بردار با

میدان مقدار مثلا باشد. نم حرکت نیازمند بردار ی زمان وابست که است ذکر به لازم است. زمان الر اس

E = E(t) که گونه�ای به کند تغییر زمان با کل طور به تواند م فضا از ثابت ان م این در مغناطیس و تری ال

ر دی الر اس های کمیت �توان م ه بل نیست الر اس مغییر عنوان به زمان تنها کل طور به باشند. B = B(t) � و

نقاط دارای C منحن ٧.٣ ل ش در که طور همان کرد. پارامتربندی آن حسب بر را بردار و گرفت نظر در نیز را

بردار توسط جهتش که است مماس خط دارای منحن این از نقطه هر است. شده پارامتربندی α پارامتر با که است

در . t = t(α) یعن است، α به وابسته و �شود م گفته واحد مماس بردار بردار این به که �شود م مشخص t واحد

است. t بردار وابسته متغییر و α الر اس مستقل، متغییر مورد این

پذیری مشتق ١.١٠.٣

هستند. پذیر مشتق هستند، بیان قابل الر اس کمیت ی به وابسته برداری توابع توسط که مهم رهای عمل اکثر

پارامتر به نسبت v(α)برداری تابع صورتمشتق این در باشد α الر اس کمیت از تابع v بردار فرضکنید تعریف:

�شود. م تعریف زیر حدی رابطه با α
dv
dα

= lim
∆α→0

(v(α +∆α)− v(α)
∆α

)
(٣۴.٣)

به α که زمان دارد. وجود عمده تفاوت ی اما باشد، حقیق تابع ی تعریف با مشابه تعریف این �سد م نظر به

v(α+∆α)−v(α) نظیر اختلاف یعن �کند م تغییر v(α+∆α) به v(α) از v برداری تابع �کند م α+∆αتغییر

بعد حت و �باشد م برداری کمیت که است برداری تفریق ی اختلاف ایت که است این دارید وجود که ای ته ن .

١٩



٣ فصل خمینه ی به نرمال و مماس بردارهای ١١.٣

نیز و α الر اس متغیر از برداری توابع v(α) و u(α) کنید فرض : برداری توابع برای مشتق قواعد :۴.٣ جدول

داریم: u̇ = d
dα
uفرض با و صورت این در باشد، الر اس تابع ی λ(α)

d
dα
(λu) = λ̇u+ λu̇ d

dα
(u± v) = u̇± v̇

d
dα
(u× v) = u̇× v+ u× v̇ d

dα
(u.v) = u̇.v+ u.v̇

dv
dα

چون طرف از است. برداری کمیت نیز dv
dα

کمیت بنابراین است. بردار همچنان ∆α الر اس ی بر تقسیم از

با مشابه نیز مشتق این بر حاکم قواعد �باشد. م α الر اس متغییر از برداری تابع خود بنابراین است، α به وابسته

شود.). رجوع ۴.٣ جدول (به است حقیق توابع برای مشتق قواعد

. C خمینه روی A فرض نقطه در واحد مماس بردار :٧.٣ ل ش

تمرین

بیابید. را d2r
dt2

و dr
dt
برداری توابع صورت این در شود داده زیر رابطه با ذره ی ان م بردار اگر

r = (3t3 − 5t)i+ (2t+ 1)j + t3k (٣۵.٣)

تمرین

کنید. اثبات را زیر رابطه باشد ثابت بردار b و نیز a = a(t) بردار اگر
d

dt

[
a.(ȧ× b)

]
= a.(ä× b) (٣۶.٣)

خمینه ی به نرمال و مماس بردارهای ١١.٣

تفسیر برای کرد. تعریفخواهیم را بعدی سه فضای در حرکت حال در ذره به مربوط شتاب و سرعت آینده فصل در

و مماس بردار جمله از هستیم، ( منحن (مسیر خمینه از مشتق هندس مورد در اطلاعات نیازمند تعاریف چنین

عمود). (بردار نرمال بردار
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٣ فصل خمینه ی به نرمال و مماس بردارهای ١١.٣

واحد مماس بردار ١.١١.٣

یریم ب نظر در را �شود م تعریف r = r(α) پارامتری معادله توسط که را ٧.٣ ل ش در C منحن مسیر ر دی بار اگر

�کنیم.) م کار بعد دو در جا این در ول شود گرفته نظر در نیز بعدی سه فضای در �تواند م مسیر این کل طور (به

α +∆α پارامتر با متقابلا را A′ یعن آن به نزدی نقطه و α پارامتر با را مسیر این روی A فرض نقطه اجازه و

�شود. م داده نمایش زیر صورت به
−−→
AA′ وتر بنابراین یریم. ب نظر در

∆r = r(α +∆α)− r(α) (٣٧.٣)

مماس بردار صورت این در کند Aمیل → A′ که زمان است.
−−→
AA′ وتر با موازی واحد |r/|∆r∆برداری بنابراین

�آید. م دست به زیر رابطه با واحد

t(α) = lim
∆α→0

∆r
|∆r|

(٣٨.٣)

است. وابسته dr
dα

مشتق به زیر رابطه توسط به t مماس بردار همچنین
dr
dα

= lim
∆α→0

∆r
|∆r|

× lim
∆α→0

|∆r|
∆α

= t(α)× | lim
∆α→0

∆r
∆α

| = t(α)| dr
dα

| (٣٩.٣)

داریم تر ساده بیان به

t(α) =
dr
dα

| dr
dα
|

(۴٠.٣)

،x = x(θ) = a(θ − sin(θ))مختصات با x− y بعدی دو صفحه در دایره نیم مسیر ٨.٣ ل ش مطابق مثال:

بر مماس بردار است. شده بندی پارامتر θ پارامتر حسب بر z = z(θ) = 0 و y = y(θ) = a(1 − cos(θ))

است. 0 < θ < 2π که است ذکر به لازم بیابید. را مسیر این

کنیم. تعریف را ان م بردار است لازم ابتدا جواب:

r(θ) = x(θ)i+ y(θ)j + z(θ)k = a(θ − sin(θ))i+ a(1− cos(θ))j (۴١.٣)

آورد. دست به را واحد مماس بردار �توان م راحت به اکنون

بیابید. را واحد مماس بردار برای نهای عبارت و دهیم ادامه را مثال تمرین:

که گونه�ای به کنیم پارامتربندی s نظیر پارامتر با را ذره حرکت منحن مسیر اگر ر دی سوی از

|dr
ds

| = | lim
∆s→0

∆r
∆s

| = 1 (۴٢.٣)

�شود. م تعریف باز زیر ساده ل ش به مماس بردار بنابراین

t = dr
ds

(۴٣.٣)

است. نظری مقاصد برای مناسبتری ل ش که
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٣ فصل خمینه ی به نرمال و مماس بردارهای ١١.٣

بعدی دو فضای در ذره�ای حرکت مسیر :٨.٣ ل ش

واحد نرمال بردار ٢.١١.٣

t اگر بنابراین �دهد. م نشان را منحن طول در فاصله s که باشد C خمینه بر واحد مماس بردار t(s) دهید اجازه

است. s پارامتر به وابسته ر دی برداری تابع نیز dt
ds

مشتق صورت این در باشد، s الر اس متغییر از برداری تابع

رسید. زیر رابطه به بودن واحد شرط از مشتق گرفتن با توان م t(s).t(s) = 1 یعن است، واحد بردار t چون
d

ds
(t(s).t(s) = 1) ⇒ 0 =

d

ds
(t.t) = dt

ds
.t+ t. dt

ds
= 2

( dt
ds

.t
)

(۴۴.٣)

نوشت. زیر ل ش به را dt
ds
�توان م معمول طور به بنابراین است. t بر عمود همواره dr

ds
که �دهد م نشان رابطه این

dt
ds

= κn (۴۵.٣)

دو این است. عمود t مماس بردار بر همواره که است واحد نرمال بردار n نیز و الر اس خمش κ = |dt/ds| که

A نقطه از s فاصله پارامتر کنید فرض و یرید ب نظر در منحن روی را A نقطه دارند. زیبای هندس تفسیر کمیت

�شود. م داده زیر رابطه با تقریب طور Aبه نقطه نزدی C منحن ل ش تیلور بسط با سپس باشد. شده گیری اندازه

r(s) = r(0) + s
[dr
ds

]
s=0

+
1
2
s2
[d2r
ds2

]
s=0

+O(s3) (۴۶.٣)

�شود. م داده زیر رابطه با x = x0 نقطه حول f(x) تابع تیلور بسط کل طور به ته: ن

f(x) =
∑∞

n=0
f (n)(x)

n!
|x=x0(x− x0)

n

کرد. بازنویس زیر صورت به توان م را ۴۶.٣ معادله همچین است. تابع از ام n مشتق f (n) که

r(s) = a+ st+
(1
2
κs2

)
n+O(s3) (۴٧.٣)
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در C منحن A نقطه نزدی در بنابراین هستند. A نقطه در شده محاسبه n و t و A نقطه از ان م بردار a که

منحن که دید �توان م ۴٧.٣ رابطه ل ش از همچنن دارد. قرار n و t بردارهای با موازی A نقطه از گذارنده صفحه

۴٧.٣ رابطه نظیر را زیر معدله �توان م سان، ی مرتبه تقریب در است. سهموی A نقطه نزدی خوب تقریب با C

گرفت. نظر در

r(s) = a+ κ−1(sinκs)t+ κ−1(1− cosκs)n+O(s3) (۴٨.٣)

سمت به n بردار و دایره این بر مماس بردار t و است κ−1 شعاع به دایره�ای تقریبا C Aمنحن نقطه نزدی بنابراین

نامند. م A نقطه در C منحن خمش شعاع را κ−1 شعاع معمولا است. دایره این مرکز

هستند. معادل ر دی ی با ۴٨.٣ و ۴٧.٣ رابطه دو کوچ s� حد در دهید نشان تمرین:

آورید. دست به را (٨.٣ ل (ش قبل مثال دایره نیم خمش و واحد نرمال بردار مثال:

�شود. م مشخص زیر رابطه با دایره نیم این به مماس بردار حل:

t(θ) = dr
dθ

/| dr
dθ

| = (sin
1
2
θ)i+ (cos

1
2
θ)j (۴٩.٣)

داریم مشتق زنجیره�ای قاعده از استفاده با بنابراین

dt
ds

=
dt/dθ
ds/dθ

=
dt/dθ
|dr/dθ|

=
1
2(cos

1
2θ)i−

1
2 sin

1
2θj

2a sin 1
2θ

= (4a sin 1
2
θ)−1

(
(cos

1
2
θ)i− (sin

1
2
θ)j

)
(۵٠.٣)

دایره، نیم خمش نیز و ه ی نرمال بردار صورت این در

n(θ) = (cos
1
2
θ)i− (sin

1
2
θ)j κ(θ) = (4a sin 1

2
θ)−1 (۵١.٣)

است. 4a sin 1
2θ نیز خمش این شعاع

را ٢۴ و ٢٣ ،٢٢ صفحات کتاب از �١.١٨ ،١.١۶،١.١٧ ،١.١۵ ،١.١۴ ،١.١١ ،١.١ تمرین�های شماره تمرینات:

دهید. پاسخ

کلاسی انی م ٠درسنامه
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