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فهرست و عناوین درس

.I(توصیفی)مقدماتیآمار:اولبخش
مقدماتیآمار1.

کشیدگیوچولگی،گشاورهاپراکندگی،اندازهگیری2.

دادههابرمنحنیوخطبرازش3.

همبستگیضریبوبعدیدوتوزیعهای4.

.IIاحتمال
نمونهفضایواحتمال1.

متعددعناصربانمونهفضای2.

نابستگیوشرطیاحتمالات3.

ریاضیامیدوتوزیعتابعاحتمال،چگالیتابع4.

گسستهتوزیعهای5.

مهمپیوستهتوزیعهای6.

برآوردنظریه7.

فرضآزمونهای8.
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برآوردنظریه 
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:فهرست مطالب این فصل
توزیعمشترک-1
توابعخطیازمتغیرهایتصادفیمستقل-2
توزیعمیانگین-3
قضیهحدمرکزی-4
ایتقریبنرمالبرایتوزیعدوجمله-5
نمونهواریانستوزیع-6
tتوزیع-7
نمونهدوواریانستوزیعنسبت-8
برآوردگر-9
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گسستهتصادفیمتغیرکنیدفرضXاحتمالتابعدارای
ƒ(x)=p(X=x)وباشدXn,…,X2,X1ازمستقلتصادفینمونههای

Xn,…,X2,X1برایمشاهدهمتناظرمقادیرxn,…,x2,x1اگر.باشندهم

همازمجزاطوربهXn=xn,…,X2=x2,X1=x1پیشامدهای.باشند
:بااستبرابرآنهاتواماحتمالومستقلاند

مشتركتوزیع

P[X1=x1,X2=x2,…,Xn=xn]=P(X1=x1)P(X2=x2)…P(Xn=xn)

P[X1=x1,X2=x2,…,Xn=xn]به جای ƒ(x1,x2,…,xn)اگر از نماد 
:استفاده کنیم
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2برای=n،ƒ(x1,x2)=ƒ(x1) ƒ(x2)تواماحتمالچگالیتابع
X1وX2تصادفیمتغیرکهحالتیدر.میباشدXنوعاز

ƒ(x1,x2,…,xn)باراتوامیامشترکچگالیتابعاستپیوسته

.میدهندنمایشنیز

مشتركتوزیع

ƒ(x1,x2,…,xn)=ƒ(x1) ƒ(x2) … ƒ(xn)=
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مستقل تصادفیمتغیرهاياز خطیتوابع 
کنیدفرضXn,…,X2,X1مشترکتوزیعبامستقلتصادفینمونه

ƒ(x1,x2,…,xn)بهکلیحالتدرتوانمیراآمارهیاخطیتابعیك.باشند
.کردتعریفزیرصورت
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مستقل تصادفیمتغیرهاياز خطیتوابع 
1وواریانسهایμ2وμ1هایبهترتیبدارایمیانگینX2وX1اگر

2،1
2

:شودمیبهطریقزیرمحاسبهYمیانگینوواریانس.باشند
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صورتبهتصادفینمونهمیانگین،توصیفیآماردر
توزیعبهتوجهباراتوزیعبخش،ایندر.بودشدهتعریف

.میآوریمبدستشدهگرفتهآنازنمونهکهجامعهای

میانگینتوزیع





n

i

iX
n

X
1

1

X



12دکتر بهناز بیگدلیآمار و احتمالات مهندسی، نظریه برآورد

1قضیه
اگرXn,…,X2,X1میانگینباجامعهایازتوزیعهمومستقلنمونههایμ

واریانسوμمیانگیندارایXنمونهمیانگینآنگاهباشند2واریانسو
.است

:پس،هاستXiازخطیترکیبیكچون:برهان

میانگینتوزیع
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2قضیه
اگرXn,…,X2,X1تصادفینمونهیكnمیانگینبانرمالجامعهازتاییμ

واریانسوμمیانگینبانرمالتوزیعدارایآنگاهباشند2واریانسو
.است

بااستبرابرآنگشتاورهایمولدتابع.است:برهان

میانگینتوزیع
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2قضیه
چونXiاندتوزیعهمومستقلها.

میانگینبانرمالتصادفیمتغیرگشتاورهایمولدتابعµو
.استواریانس

میانگینتوزیع
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3قضیه
نرمالتوزیعدارایمتغیرباشدبرقرار2قضیهشرایطاگر

.استاستاندارد

میانگینتوزیع
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ازبایدجامعهپارامترهایمورددراستنباطبرای
هربامتناظربنابراینکرد،استفادهمناسبآمارههای
اینخودکهداردوجودآمارهیكجامعهدرپارامتر
یكدارایخودآماره.میباشدتصادفیمتغیریكآماره
تصادفینمونههایبراساسکهمیباشداحتمالتابع

nاستشدهانتخابآماریجامعهازتکراربهکهتایی
مارهآنمونهگیریتوزیعرااحتمالتابعاینمیآیدبدست
.گویند

نمونه ايتوزیع هاي
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اگر 𝑋تصادفینمونهمیانگینXn,…,X2,X1توزیعیاز
𝜎2متناهیواریانسوμمیانگینبا(جامعهای) < آنگاهباشند∞

نرمالتوزیعبهمیکندمیلتصادفیمتغیرتوزیع
اگراستاندارد

اتاثبراحتیبهگشتاورهامولدتابعازاستفادهباقضیهاین
.میشود

مرکزيحد قضیه
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و80میانگیندارایبزرگجامعهیكافرادوزنکنیدفرض:مثال
شدهانتخابتایی16وتصادفینمونهای.استکیلوگرم20انحرافمعیار

است؟کدامباشد،کیلوگرم85ازبیشنمونهاینمیانگینآنکهاحتمالاست،

چون:مثال 𝑋داریم(مرکزیحدقضیه)استنرمالتوزیعدارای:

مرکزيحد قضیه

 𝑋~𝑁(𝜇 = 80,
𝜎2

𝑛
=

20 2

16
)

𝑃  𝑋 > 85 = 𝑃
 𝑋 − 𝜇

𝜎
𝑛

>
85 − 80

20

16

=

𝑃 𝑍 > 1 = 1 − 𝑃 𝑍 < 1 = 1 − 0.8413 = 0.1578
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:شودانتخابتاییnنمونهای،Nحجمجامعهایازکهصورتیدر-1
.باشدنامتناهیجامعهحجماگر

.باشدمتناهیجامعهحجماگر

انتخاب𝜎2معلومواریانسبانرمالجامعهازتاییnنمونهایکهصورتیدر-2
:شود

نمونه ايتوزیع هايخلاصه 

 

𝐸  𝑋 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟  𝑋 =
𝜎2

𝑛

 

𝐸  𝑋 = 𝜇

𝑉𝑎𝑟  𝑋 =
𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
.
𝜎2

𝑛

 𝑋~𝑁(𝜇𝑋,
𝜎𝑋

2

𝑛
) ⟹  

𝐸  𝑋 = 𝜇𝑋

𝑉𝑎𝑟  𝑋 =
𝜎𝑋

2

𝑛
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𝜎2نامعلومواریانسبانرمالجامعهازتاییnنمونهایکهصورتیدر-3

:شودانتخاب

𝑛نمونهحجماگر ≥ .باشد30

𝑛نمونهحجماگر < .باشد30

واریانسونامعلومتوزیعباجامعهایازتاییnنمونهایکهصورتیدر-4
:شودانتخاب𝜎2معلوم

𝑛نمونهحجماگر ≥ .باشد30

𝑛نمونهحجماگر < نامعلومجامعهتوزیعمانند𝑋 توزیعصورتایندر30
.میکنیمبرآوردراµجامعهمیانگینشفبیچینامساویازوبوده

نمونه ايتوزیع هايخلاصه 

 𝑋 ↝ 𝑁 𝜇𝑋,
𝑆𝑋

2

𝑛
⟹ 𝑍 =

 𝑋 − 𝜇

𝑆𝑋

𝑛

~𝑁(0,1)

 𝑋~𝑁 𝜇𝑋,
𝜎2

𝑛
⟹ 𝑡 =

 𝑋 − 𝜇

𝑆𝑋

𝑛

~𝑡(𝑛−1)

 𝑋~𝑁 𝜇𝑋,
𝜎𝑋

2

𝑛
⟹ 𝑍 =

 𝑋 − 𝜇
𝜎𝑋

𝑛

~𝑁(0,1)
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پارامترهایبادوجملهایتوزیعدرnوpبرایnبزرگهای
خستهضمیمهجداولازاستفادهبااوقاتگاهیاحتمالمحاسبه
.نباشددسترسدرایnچنینباجدولیاستممکنگاهیوکننده

اگردانیممیYمیتوانباشد،دوجملهایتوزیعدارایYبهرا
کهنوشتیعنیبرنولیمتغیرهایازجمعیصورت

Xiمیانگینبابرنولیمتغیرهایهاpواریانسوp(1-p)

،0،1،2صحیحاعدادمیکنداختیارYکهمقادیریومیباشند
...،nاست.

دوجمله ايتوزیعبراينرمال تقریب
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متغیرYنتیجهبهتوجهبامیتواناستگسستهنوعازکهرا
.دزتقریباستانداردنرمالمتغیروسیلهبهمرکزیحدقضیه
.زدتقریبزیرصورتبهمیتوانراY=kپیشامداحتمال

دوجمله ايتوزیعبراينرمال تقریب
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ادامه

تابعکهΦ(𝑡)بااستبرابر:

دوجمله ايتوزیعبراينرمال تقریب
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نمونهواریانسnصورتبهتوصیفیآماردرتایی

صورتبهراآنبودن،نااریببرایاکنون.بودشدهتعریف
.میکنیمتعریف

نمونه واریانستوزیع
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متغیراگر:1قضیهZآنگاهباشداستانداردنرمالتوزیعدارای
Z2استآزادیدرجهیكباکیدوتوزیعدارای.

گشتاورهامولدتابعازاستفادهبا:برهان

متغیربرایZ

متغیربرایZ2

فرضبا

نمونه واریانستوزیع
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مستقلمتغیرهایاگر:2قضیهZn,…,Z2,Z1نرمالتوزیعدارای
درجهnباکیدوتوزیعدارایآنگاهباشند،استاندارد

.استآزادی

درهکاستآسانگشتاورهامولدتابعازاستفادهباقضیهایناثبات
دوگراکهمیشوداستنتاجقضیهایناز.میپذیریماثباتبدوناینجا
دوکیتوزیعنیزآنهاجمعباشندکیدوتوزیعدارایمستقلمتغیر
دواگریعنی.استدرستخاصشرایطدرهمتفاضلمورددر.است
وزیعتداراینیزآنهاتفاضلباشندکیدوتوزیعدارایمستقلمتغیر
.متغیردوآزادیدرجهتفاضلبااستکیدو

نمونه واریانستوزیع
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واگر:3قضیهS2نمونهواریانسومیانگینترتیببه
Xn,…,X2,X1میانگینبانرمالجامعهازμواریانسو𝜎2

آنگاهباشد

.مستقلاندهمازS2و-الف

.استآزادیدرجهn-1باکیدوتوزیعدارایمتغیر-ب

نمونه واریانستوزیع

X

2

2)1(



Sn 

X
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𝜎2واریانسو𝜇مجهولمیانگینبانرمالجامعهازاگر-1

.شودانتخابnحجمبهتصادفینمونههای

نمونههای𝜎2واریانسو𝜇مجهولمیانگینباجامعهایازگرا-2
𝑛)شودانتخابnبزرگحجمبهتصادفی ≥ 30).

نمونه واریانستوزیع

𝑋2 =
(𝑛 − 1)𝑆2

𝜎2 ~𝜒𝑛−1
2 𝑆2 =

 𝑋𝑖 −  𝑋 2

𝑛 − 1
 

𝐸 𝑆2 = 𝜎2

𝑉𝑎𝑟 𝑆2 =
2𝜎4

𝑛 − 1

𝑋2 =
𝑛  𝑆2

𝜎2 ~𝜒𝑛−1
2  𝑆2 =

 𝑋𝑖 −  𝑋 2

𝑛

𝐸  𝑆2 =
𝑛 − 1

𝑛
𝜎2

𝑉𝑎𝑟  𝑆2 =
2(𝑛 − 1)𝜎4

𝑛2
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معلوم𝜇جامعهمیانگینوقتینمونهایواریانسنمونهایتوزیع-3
.باشد

نمونه واریانستوزیع

𝑋2 =
𝑛𝑆∗

2

𝜎2 ~𝜒(𝑛)
2 𝑆∗

2 =
 𝑋𝑖 − 𝜇 2

𝑛
 

𝐸 𝑆∗
2 = 𝜎2

𝑉𝑎𝑟 𝑆∗
2 =

2𝜎4

𝑛
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کهکنیدفرضXn,…,X2,X1نمونهیكnبانرمالتوزیعازتایی
.باشد𝜎2واریانسووμمیانگین

واستانداردنرمالتوزیعدارایمتغیرمیدانیم

1باکیدوتوزیعدارایمتغیر-nاستآزادیدرجه.
تعریفزیرصورتبهاستمتغیردوازتابعیکهراTمتغیر

.میکنیم

 tتوزیع

n

X





2

2)1(



Sn 

n

S

X

S
n

X

T
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واریانسبانرمالتوزیعدارایکهاولجامعهازکنیدفرض𝜎1
2

Xn1نمونهاست
,…,X2,X1حجمبهn1دارایکهدومجامعهازو

𝜎2واریانسبانرمالتوزیع
Yn2نمونهاست2

,…,Y2,Y1حجمبه
n2باشندموجود.

اگر𝑆1
2 =

1

𝑛1−1
 𝑖=1

𝑛1 (𝑋𝑖 −  𝑋)2و𝑆2
2 =

1

𝑛2−1
 𝑖=1

𝑛2 (𝑌𝑖 −  𝑌)2به

𝑆1(𝑛1−1)متغیرهای.باشنددومواولنمونهواریانسهایترتیب
2

𝜎1
2

𝑆2(𝑛2−1)و
2

𝜎2
آزادیدرجهبادوکیتوزیعدارایقبلقضیهطبق2

𝑛1 − 𝑛2و1 − .هستند1

دو نمونه واریانسنسبت توزیع
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مستقلتصادفیمتغیرهایاگر:1قضیهX, Yدوکیتوزیعدارایترتیببه

,mبا nمتغیرآنگاهباشند،آزادیدرجه𝐹 =
 𝑋
𝑚

 𝑌
𝑛

بافیشرتوزیعدارای
m, nمعمولاً.استآزادیدرجهmوصورتآزادیدرجهراnدرجهرا
.میدهندنشانF(m,n)علامتباراآنومیگویندمخرجآزادی

متغیرنمونه،دوواریانسنسبتتوزیعآوردنبدستبرایFصورتبهرا
.میکنیمتعریفزیر

متغیرFبافیشرتوزیعدارایومیباشددارارایكقضیهشرایط𝑛1 − و1
𝑛2 − .استآزادیدرجه1

دو نمونه واریانسنسبت توزیع

𝐹 =

𝑆1
2

𝜎1
2

𝑆2
2

𝜎2
2

=
𝜎2

𝜎1

2
𝑆1

2

𝑆2
2 ~𝐹(𝑛1 − 1, 𝑛2 − 1)
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تصادفیمتغیراگر:تبصرهFبافیشرتوزیعدارایm , nآزادیدرجه

1متغیرآنگاهباشد،

𝐹
,nبافیشرتوزیعدارای mیعنی.استآزادیدرجه:

توزیعمیدهداجازهمابهنتیجهاینFدرراستسمتدنبالهبرایتنهارا
.کنیمدرجضمیمهجداول

دو نمونه واریانسنسبت توزیع

𝐹(𝛼,𝑚,𝑛) =
1

𝐹(1−𝛼,𝑛,𝑚)
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مقدارضمیمهجداولبهتوجهبا:مثالCکنیدمحاسبهزیراحتمالاتبرایرا.

دو نمونه واریانسنسبت توزیع

𝑃 𝐹(9,10) > 𝐶 = 0.05 ⟹ 𝐶 = 3.02

𝑃 𝐹(15,15) > 𝐶 = 0.01 ⟹ 𝐶 = 3.52

𝑃 𝐹(8,10) < 𝐶 = 0.95 ⟹ 𝑃 𝐹(8,10) > 𝐶 = 0.05 ⟹ 𝐶 = 3.07
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حجمهایباتصادفینمونهدوجامعه،دوازکنیدفرضn1,n2

.میباشد𝑋1و𝑋2بابرابرآنهامیانگینوکردهانتخاب

𝜎1واریانساگر-1
2,𝜎2

نرمالجامعهدووباشدمعلومجامعهدو2
𝑛1,𝑛2جامعهدوبودنغیرنرمالصورتدریاوباشند > باشد30

𝑋1نمونهایتوزیعاینصورتدر ± 𝑋2بااستبرابر:

هاختلاف یا مجموع میانگین دو نموننمونه ايتوزیع 

𝑍 =
)𝑋1 ± 𝑋2 − (𝜇1 ± 𝜇2

𝜎1
2

𝑛1
+

𝜎2
2

𝑛2

~𝑁(0,1)
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𝜎1باشندمساویامانامعلومجامعهدوواریانساگر-2 = 𝜎2.

درباشنددومواولنمونهبهمتعلقمعیارانحراف𝑆1,𝑆2اگر
زیرصورتبهتصادفینمونهدومشترکواریانساینصورت
𝑋1نمونهایتوزیعومیشودتعریف ± 𝑋2استزیرصورتبه.

هاختلاف یا مجموع میانگین دو نموننمونه ايتوزیع 

𝑇 =
)𝑋1 ± 𝑋2 − (𝜇1 ± 𝜇2

𝑆𝑝
1
𝑛1

+
1
𝑛2

~𝑡(𝑛1+𝑛2−2)

𝑆𝑝
2 =

𝑛1 − 1 𝑆1
2 + (𝑛2 − 1)𝑆2

2

𝑛1 + 𝑛2 − 2
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حجمبهنمونهایاگرnوکنیمانتخابجامعهازXموفقیتتعداد

𝑃 آنگاهباشد،نمونهدرهای =
𝑋

𝑛
اگر.مینامندنمونهاینسبترا

بودخواهدبرابر𝑃 نمونهایتوزیعآنگاهباشدبزرگنمونهحجم
:با

نسبت نمونهنمونه ايتوزیع 

𝑍 =
 𝑃 − 𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

~𝑁(0,1)
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صورتبهتصادفیمتغیردوکنیدفرض𝑋1~𝐵(𝑛1,𝑝1)و
𝑋2~𝐵(𝑛2,𝑝2)داشتخواهیمباشند:

.باشدبزرگکافیاندازهبهنمونهاگر

نهیا مجموع نسبت دو نموتفاضلنمونه ايتوزیع 

𝑃1 =
𝑋1

𝑛1
⟹  

𝐸 𝑃1 = 𝑝1

𝑉𝑎𝑟 𝑃1 =
𝑝1(1 − 𝑝1)

𝑛1

𝑃2 =
𝑋2

𝑛2
⟹  

𝐸 𝑃2 = 𝑝2

𝑉𝑎𝑟 𝑃2 =
𝑝2(1 − 𝑝2)

𝑛2

𝑍 =
𝑃1 ± 𝑃2 − (𝑝1 ± 𝑝2)

𝑝1(1 − 𝑝1)
𝑛1

+
𝑝2(1 − 𝑝2)

𝑛2

~𝑁(0,1)
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چبیشفنامساوي
تصادفیمتغیراگرXمیانگیندارایμ2واریانسوهربرایآنگاهباشدk>0

:نتیجه

2واریانسوμمیانگینداراینامعلومتوزیعباپیوستهجامعهایازXتصادفیمتغیراگر

1)حداقلآنگاهباشد −
1

𝑘2)(فاصله)دامنهدرمشاهداتازدرصدkمیانگینازمعیارانحراف
𝑘)داردقرار ≥ 1).

حداقل

حداکثر

چبیشفنامساوي

2

2

]|[|
k

kXP


 

𝑃 𝑋 − 𝜇 ≤ 𝑘𝜎 ≥ 1 −
1

𝑘2 ⟹ 𝑃 𝜇 − 𝑘𝜎 ≤ 𝑋 ≤ 𝜇 + 𝑘𝜎 ≥ 1 −
1

𝑘2

𝑃 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘𝜎 ≤
1

𝑘2
⟹ 𝑃 𝑋 ≤ 𝜇 − 𝑘𝜎 یا 𝑋 ≥ 𝜇 + 𝑘𝜎 ≤

1

𝑘2

𝑃 𝑋 − 𝜇 ≤ 𝑘 ≥ 1 −
𝜎2

𝑘2
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چبیشفنامساوي

کهصورتیدرXn,…,X2,X1مستقلتصادفینمونهیكnتوزیعیازتایی
𝜇ازμبجایکهنمونهمیانگین𝑋 ونامعلوم  𝑋بجایوXاز 𝑋بجایو

𝜎 𝑋از𝜎2واریانس
2

𝑛
.داشتخواهیمکنیماستفاده

چبیشفنامساوي

𝑃  𝑋 − 𝜇  𝑋 ≤ 𝑘 ≥ 1 −
𝜎 𝑋

2

𝑛𝑘2

𝑃  𝑋 − 𝜇  𝑋 ≥ 𝑘 ≤
𝜎 𝑋

2

𝑛𝑘2
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فاصله ايو نقطه ايبرآورد 
پارامتر

فصل دوم
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گیبستجامعهپارامترهاییاپارامتربهکهرانمونهازتابعیهر
ازبرآوردگرمقدارچون.گویندآمارهیابرآوردگرباشد،نداشته
تاسمتغیریبنابراین،میکندتغییردیگرنمونهبهنمونهای
.گویندبرآوردرابرآوردگریاآمارهعددیمقدار.تصادفی

برآوردگر
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.باشدنااریب-1

.باشدواریانسکمتریندارای-2

کارابرآوردگرهايویژگی
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میشودبندیتقسیمدستهدوبهبرآوردتئوری:

ونمونهگیریازحاصلدادههایازاستفاده:نقطهایبرآورد-1
جامعهپارامتربرآوردعنوانبهبتوانراآنکهعددیآوردنبدست

.گرفتنظردر

فاصلهیكآمدنبدست:(اطمینانفاصله)فاصلهایبرآورد-2
.یکندمبیانرافاصلهایندرپارامترگرفتنقراراحتمالکهاحتمالی

مقدمه
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اولتعریف:

𝜃باراپارامتر.میگویندجامعهآنپارامترراجامعهیكویژگیهر

.میدهندنشان

𝜃جامعهمیانگینمانند = 𝜇جامعهواریانسو𝜃 = 𝜎2

دومتعریف:

𝜃 باراآماره.مینامندآمارهیكرانمونهدرمتناظرویژگیهر

.میدهندنشان

𝜃 نمونهمیانگینمانند =  𝑋نمونهواریانسو 𝜃 = 𝑆2

مقدمه
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تصادفیمتغیرکنیدفرضXاحتمالچگالیتابعدارای𝑓𝜃(𝑥)

𝜃طوریکهبهباشد ∈ Θ.اگرXn,…,X2,X1نمونهمشاهدات
براساسبرآوردگرعددیمقدار،𝜃براینقطهایبرآوردباشند
𝜃بابرابردقیقا𝑥ً کنیمفرضاگر.بودخواهدشدهمشاهدهنمونه

برایبرآوردیكعنوانبه𝑥 ازخاطرهمینبه.استصفرباشد،
𝜃میکنندیاد.

بینفرقیاینکهبرای𝜃برآوردشویم،قایلآنبرآوردو𝜃بارا 𝜃

𝜃 اختلاف.میدهیمنمایش − 𝜃نقطهایبرآوردخطایرا
مماکزیمدرستنماییروشوگشتاورهابرآوردادامهدر.گویند
.میشودارائه

نقطه ايبرآورد 
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کهاستقدیمیروشهایازیکیگشتاورهاروشبهپارامتربرآورد
دراکنونهموشدپیشنهادپیرسونکارلتوسط1894سالدر

.استاستفادهقابلتوزیعهابیشتربرآورد

تصادفیمتغیرکنیدفرضXاحتمالچگالیتابعدارای𝑓𝜃(𝑥)و
xn,…,x2,x1تصادفینمونهمشاهداتXn,…,X2,X1برآورد.باشد

هبجامعهونمونهگشتاورهایبرابریازگشتاورهاروشبه𝜃پارامتر
.میآیدبدستزیرصورت

:جامعهامrمرتبهگشتاور

:صفرنقطهحولنمونهامrمرتبهمرکزیغیرگشتاور

گشتاورهاروش 

𝜇𝑟 = 𝐸(𝑋𝑟)

𝑚𝑟
′ = 1

𝑛  

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
𝑟
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وشدارائهفیشرتوسط1912سالدرماکزییمدرستنماییروش
درستنماییروشوگشتاورهاروشبهبرآوردکهمواردیدر

راییمماکزدرستنماییروشبهبرآوردنیستند،یکسانماکزیمم
.میدهندترجیحگشتاورهاروشبه

اگرxn,…,x2,x1تصادفینمونهمتناظرمشاهداتXn,…,X2,X1

𝑓𝜃(𝑥)،𝜃احتمالچگالیتابعاز ∈ Θتوامچگالیتابعباشدxiها
:بااستبرابر

ماکزیممدرستنماییروش 

𝑓(𝑥1, 𝑥2,…, 𝑥𝑛 ) =  𝑖=1
𝑛 𝑓𝜃(𝑥𝑖)
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متغیرتنهااخیررابطهدر𝜃تابعیفقطرارابطهمیتوانواست
.نوشت𝜃از

آماریادبیاتدر𝐿 θروشهدف.گوینددرستنماییتابعرا
𝐿کهکندپیداطوریراθکهاستاینماکزیممدرستنمایی θ

𝐿کهآنجااز.شودماکزیمم θو𝑙𝑛𝐿 θازیکسانیمقداردر
θراحتیبرایمیشودماکزیممθکهمیکنیمپیداطوریرا

𝑙𝑛𝐿 θکندماکزیممرا.

ماکزیممدرستنماییروش 

𝐿 θ =  

𝑖=1

𝑛

𝑓𝜃 𝑥𝑖 , θ ∈ Θ
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کنیدفرض:مثالX0بازهروییکنواختاحتمالچگالیتابعدارای,𝜃

.کنیدبرآوردتاییnنمونهیكبراساسرا𝜃باشد

شیببهتوجهبا𝐿 θ،𝐿 θبهاحتیاجیلذانمیشودصفرجاهیچدر
𝐿ازگرفتنمشتق θنیستصفرباآندادنقرارصفرمساویو.

ماکزیممدرستنماییروش 

𝐿 θ =  

𝑖=1

𝑛

𝑓𝜃 𝑥𝑖 =
1

𝜃𝑛

𝑓𝜃 𝑥 =
1

𝜃
, 0 < 𝑥 < 𝜃, Θ = (0, ∞)
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نااریبی1.

کارایی2.

(MSE)خطاهادومتوانمیانگین3.

سازگاربرآوردگر4.

برآوردگرهاخواص 



52دکتر بهناز بیگدلیآمار و احتمالات مهندسی، نظریه برآورد

نااریبی:

نهاتواگرگویند،براینااریبکنندهبرآوردیكرا𝜃 کنندهبرآورد
𝐸اگر  𝜃 = 𝜃اگرو𝐸  𝜃 ≠ 𝜃باشد 𝜃اریببرآوردگریكرا

:بااستبرابراریبیمقداروگویند

نااریبی-برآوردگرهاخواص 

ریبیا مقدار = 𝐸  𝜃 − 𝜃 = 𝐸  𝜃 − 𝜃



53دکتر بهناز بیگدلیآمار و احتمالات مهندسی، نظریه برآورد

:کارایی

،آمارهدومیانگینهایبرابریشرطبهاست،آمارههاکاراییشرط
.باشدداشتهکمتریواریانسکهاستبهترآمارهای

است𝜃2 ازکاراتر𝜃1 باشندبراینااریببرآورددو𝜃2 و𝜃1 اگر
:هرگاه

مقداربهو

.گویند𝜃2 به𝜃1 نسبیکارایی

کارایی-برآوردگرهاخواص 

𝑉𝑎𝑟  𝜃1 < 𝑉𝑎𝑟  𝜃2

𝑉𝑎𝑟  𝜃2

𝑉𝑎𝑟  𝜃1
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:خطاهادومتوانمیانگین

توانینمیانگ،کنندههابرآوردمقایسهبرایمعیاربهترینومهمترین
رابرآوردگراریبیمقداروواریانسهمزمانکهچراخطاهاستدوم

.میکندمحاسبه

میانگین توان دوم خطاها-برآوردگرهاخواص 

𝑀𝑆𝐸  𝜃 = 𝐸  𝜃 − 𝜃
2

= 𝑉𝑎𝑟  𝜃 + 𝐸(  𝜃) − 𝜃
2

واریانس اریبیمقدار
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:سازگاربرآوردگر

:هرگاهگویند𝜃پارامتربرایسازگاربرآوردگریكرا𝜃 برآوردگر

نمونهحجمافزایشبااگراستسازگار𝜃 آمارهدیگرعبارتبه
.نمایدمیلصفرسمتبهخطاهادومتوانمیانگین

سازگاربرآوردگر-برآوردگرهاخواص 

lim
𝑛→∞

𝑀𝑆𝐸  𝜃 = 0
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نقطهایبرآوردکهشدحقیقتاینبهاشارهنقطهایبرآوردبخشدر
مدیریدکنفرضمثالعنوانبه.باشدپارامترواقعیمقداربابرابرنمیتواند

متوسطعمردارایکارخانهاینتولیدیلامپهایکهمیکندادعاکارخانهای
.استساعت10±1500بین

نمونهیكبراساساگرnمباشیداشتهمدیرادعایبراینقطهایبرآوردتایی
1500)بازهازنقطهیكمابرآوردمسلماً − 10,1500 + بودخواهد(10

برآوردگراینکهاحتمالمیزاندربارهاطلاعاتیمتضمنخودخودیبهکه
.نیستکند،قبولمجهولواقعیمقداربهنزدیكمقداری

فاصله ايبرآورد 
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اگر:تعریفXn,…,X2,X1احتمالچگالیتابعازتصادفینمونهیك
𝑓𝜃(𝑥)وباشد𝑇1(𝑋1, … ,𝑋𝑛)و𝑇2(𝑋1, … ,𝑋𝑛)بهباشدآمارهدو
𝑇1کهطوری < 𝑇2بازه(𝑇1,𝑇2)اطمینانضریببااطمیانبازهیكرا

%100(1 − 𝛼)برای𝜃آمارهدواینکهاحتمالاگر.گوییم𝑇1و𝑇2،𝜃

.باشد𝜃ازمستقلباشدبرداشتهدر

𝑇1و𝑇2بالاییوپایینیاطمینانحدودترتیببهرا𝜃و𝑇1-𝑇2طولرا
.گوینداطمینانبازه

برایاطمینانبازهآوردنبدستبرای𝜃ازتابعییا𝜃،𝜏(𝜃)استلازم
.کنیمتعریفمحوریکمیت

فاصله ايبرآورد 

𝑃 𝑇1 𝑋1, … , 𝑋𝑛 < 𝜃 < 𝑇2 𝑋1, … , 𝑋𝑛 = 1 − 𝛼
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فاصله ايبرآورد 

1)احتمالبا − 𝛼)فاصلهکهداریماطمینان(  𝜃 − 𝑒,  𝜃 + 𝑒)پارامترومیگیردبردررا
𝛼احتمالبا

2
+ 𝛼

2
= 𝛼پارامترکهمیدهیماحتمالفاصلهدر(  𝜃 − 𝑒,  𝜃 + 𝑒)نگیردقرار.

مقداراندازهبهحداکثرمیخواهیمهمچنینeبرآوردیعنی 𝜃پارامترازباشدداشتهتفاوت.

1بنابراین − 𝛼واطمینانسطح𝛼برآوردخطایوخطاسطح𝑒 =  𝜃 − 𝜃میباشد.
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فاصله ايبرآورد 
سطحسهوخطاسطحسهبامعمولاًاستنباطیآمارمسائلدر

سهایننرمالتوزیعبرای.داریمکاروسربقیهازبیشتراطمینان
.استزیرشرحبهسطح
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رپارمتازمستقلآنتوزیعکهراپارامترونمونهازتابعیهر:تعریف
ازتاییnنمونهبرایمثالعنوانبه.گویندمحوریکمیتباشد

.استمحوریکمیتیك𝜎2معلومواریانسوµمیانگینبانرمالجامعه
یافتنبرایکهآنجااز.استاستانداردنرمالتوزیعدارایچون

مونهنکهجامعهایتوزیعدانستناست،آمارداشتنبهنیازاطمینانفاصله
Zتصادفیمتغیرکنیدفرض.استضررویاست،شدهاستخراجآناز

-1/96و1/96عدددواینکهاحتمال.باشداستانداردنرمالتوزیعدارای
.است0/95بابرابرباشند،برداشتهدرراZتصادفیمتغیر

فاصله ايبرآورد 

n

X





n

X





𝑃 −1.96 < 𝑍 < 1.96 = 0.95
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تصادفیمتغیراگر:اولحالتXمیانگینبانرمالتوزیعدارایµ

فاصلهیكتاییnنمونهیكبراساسباشد،𝜎2واریانسو
1)100%اطمینانضریببااطمینان، − 𝛼)برایµصورتبه

.میآیدبدستزیر

دارایومحوریکمیتیكمتغیرکهمیدانیمحالتایندر
:لذا.استاستانداردنرمالتوزیع

فاصله اطمینان براي میانگین توزیع نرمال

n

X





𝑃 −𝑍𝛼
2
<

 𝑋 − 𝜇
𝜎
𝑛

< 𝑍𝛼
2

= 1 − 𝛼
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پیشامدرخداداحتمالیعنی−𝑍𝛼

2
<

 𝑋−𝜇
𝜎

𝑛

< 𝑍𝛼

2
1بابرابر − 𝛼

.:داریمکنیمحل𝜇بهنسبترافوقپیشامداگر.است

نمونهیكبرایnبرایاطمینانبازهتایی𝜇بااستبرابر:

𝛼برای = 0.05

فاصله اطمینان براي میانگین توزیع نرمال

 𝑋 −𝑍𝛼
2

𝜎

𝑛
< 𝜇 <  𝑋 + 𝑍𝛼

2

𝜎

𝑛

 𝑋 −𝑍𝛼
2

𝜎

𝑛
< 𝜇 <  𝑋 + 𝑍𝛼

2

𝜎

𝑛

 𝑋 − 1.96
𝜎

𝑛
< 𝜇 <  𝑋 + 1.96

𝜎

𝑛
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واریانسونرمالجامعه:دومحالت𝜎2باشدنامعلوم.

اطمینانضریببااطمینان،فاصلهیكتاییnنمونهیكبراساس

%100(1 − 𝛼)برایµمیآیدبدستزیرصورتبه.

n<30:الف

n>30:ب

فاصله اطمینان براي میانگین توزیع نرمال

𝑃 −𝑡𝛼
2,𝑛−1

<
 𝑋 − 𝜇

𝑆
𝑛

< 𝑡𝛼
2,𝑛−1

= 1 − 𝛼

 𝑋 −𝑡𝛼
2,𝑛−1

𝑆

𝑛
< 𝜇 <  𝑋 + 𝑡𝛼

2,𝑛−1

𝑆

𝑛

 𝑋 −𝑍𝛼
2

𝑆

𝑛
< 𝜇 <  𝑋 + 𝑍𝛼

2

𝑆

𝑛
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کنیدفرضXm,…,X2,X1نمونهیكmبانرمالجامعهایازتایی
𝜎1واریانسو𝜇1میانگین

جامعهازتاییnنمونهیكYn,…,Y2,Y1و2
𝜎2واریانسو𝜇2میانگینبانرمالدیگر

,𝑋 کهمیدانیم.باشند2  𝑌به
𝜇1رویاستناطهرگونهلذا.میباشد𝜇2و𝜇1برآوردگرهایترتیب

,𝑋 براساس𝜇2و  𝑌فاصلهبرآوردهدف،بخشایندر.بودخواهد
±𝑌 ،برآوردگرهاخواصبهباتوجه.است𝜇1±𝜇2برایاطمینان  𝑋یك

,𝑋 چون.است𝜇1±𝜇2برایبرآوردگر  𝑌نرمالتوزیعدارایتكتك
بهنآواریانسومیانگینکهاستنرمالنیزآنهاجمع/تفاضلهستند
.شودمیمحاسبهزیرصورت

عهجمع میانگین دو جام/تقاضلبراي فاصله اطمینان 

𝐸  𝑌 ±  𝑋 = 𝐸  𝑌 ± 𝐸  𝑋 = 𝜇2 ± 𝜇1

𝑉  𝑌 ±  𝑋 = 𝑉  𝑌 + 𝑉  𝑋 =
𝜎2

2

𝑛
+

𝜎1
2

𝑚
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پس:اولحالت 𝑌±  𝑋میانگینبانرمالتوزیعدارای𝜇1±𝜇2واریانسو𝜎2
2

𝑛

+
𝜎1

2

𝑚
±𝑌 شدهاستانداردمتغیر،Zمتغیراگر.است  𝑋،باشدZخواهدبرابر

:بابود

چونZداریملذااستاستانداردنرمال:

داریماخیررابطهاز:

عهجمع میانگین دو جام/تقاضلفاصله اطمینان براي 

𝑍 =
 𝑌 ±  𝑋 − (𝜇2 ± 𝜇1)

𝜎2
2

𝑛
+

𝜎1
2

𝑚

𝑃 −𝑍𝛼
2
<

 𝑌 ±  𝑋 − (𝜇2 ± 𝜇1)

𝜎2
2

𝑛
+

𝜎1
2

𝑚

< 𝑍𝛼
2

= 1 − 𝛼

(  𝑌 ±  𝑋) − 𝑍𝛼
2

𝜎2
2

𝑛
+

𝜎1
2

𝑚
< 𝜇2 ± 𝜇1 < ( 𝑌 ±  𝑋) + 𝑍𝛼

2

𝜎2
2

𝑛
+

𝜎1
2

𝑚
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1)100%اطمینانفاصلهیكرابطهاین − 𝛼)برای𝜇2±𝜇1

نمونههاحجمو𝜎2مشترکواریانسدارایجامعهدواگر.است
:بااستبرابر𝜇2±𝜇1برایاطمینانفاصلهباشندnمساوی

عهجمع میانگین دو جام/تقاضلفاصله اطمینان براي 

(  𝑌 ±  𝑋) − 𝑍𝛼
2

2𝜎2

𝑛
< 𝜇2 ± 𝜇1 < ( 𝑌 ±  𝑋) + 𝑍𝛼

2

2𝜎2

𝑛
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نامعلومواریانسهاونرمالجامعهدو:دومحالت

𝑛,𝑚اگر:الف > 30

𝑛,𝑚اگر:ب ≤ .استبرابرجامعهدونامعلومواریانسهای30

عهجمع میانگین دو جام/تقاضلفاصله اطمینان براي 

( 𝑌 ±  𝑋) − 𝑍𝛼
2

S2
2

𝑛
+

S1
2

𝑚
< 𝜇2 ± 𝜇1 < ( 𝑌 ±  𝑋) + 𝑍𝛼

2

S2
2

𝑛
+

S1
2

𝑚

( 𝑌 ±  𝑋) − 𝑡𝛼
2,𝑛+𝑚−2

𝑆𝑝

1

𝑛
+

1

𝑚
< 𝜇2 ± 𝜇1 < ( 𝑌 ±  𝑋) + 𝑡𝛼

2,𝑛+𝑚−2
𝑆𝑝

1

𝑛
+

1

𝑚

𝑆𝑝
2 =

(m − 1)S1
2+(𝑛 − 1)S2

2

𝑛 + 𝑚 − 2
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نامعلومواریانسهاونرمالجامعهدو:دومحالت

𝑛,𝑚اگر:ج ≤ .استنابرابرجامعهدونامعلومواریانسهای30

عهجمع میانگین دو جام/تقاضلفاصله اطمینان براي 

( 𝑌 ±  𝑋) − 𝑡
𝑑𝑓,

𝛼
2

S2
2

𝑛
+

S1
2

𝑚
< 𝜇2 ± 𝜇1 < ( 𝑌 ±  𝑋) + 𝑡

𝑑𝑓,
𝛼
2

S2
2

𝑛
+

S1
2

𝑚

𝑑𝑓 = 𝑟 =

S2
2

𝑛
+

S1
2

𝑚

2

S1
2

𝑚

2

𝑚 − 1
+

S2
2

𝑛

2

𝑛 − 1
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تصادفیمتغیرکنیدفرض:اولحالتXبانرمالتوزیعدارای
یكXn,…,X2,X1اگر.باشد𝜎2واریانسوµنامعلوممیانگین

𝑆2(𝑛−1)قبلبخشهایطبقباشد،جامعهاینازنمونه

𝜎2دارای
فاصلهیافتنبرای.استآزادیدرجهn-1بادوکیتوزیع

𝑆2(𝑛−1)ازمیتواناطمینان

𝜎2استفادهمحوریکمیتیكبعنوان
.کرد

جامعهواریانسفاصله اطمینان براي 

𝑃 𝜒
[1−

𝛼
2
,𝑛−1]

2 <
(𝑛 − 1)𝑆2

𝜎2
< 𝜒

[
𝛼
2
,𝑛−1]

2 = 1 − 𝛼
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اعدادکه𝜒
[
𝛼

2
,𝑛−1]

𝜒و2
[1−

𝛼

2
,𝑛−1]

.استمحاسبهقابلدوکیجداولاز2

زیرصورتبه𝑆2برحسبرا𝜎2میتواناخیراحتمالپیشامداز
.آوردبدست

1)100%اطمینانفاصلهیكاخیررابطه − 𝛼)برای𝜎2فاصله.است
1)100%اطمینان − 𝛼)برای𝜎بااستبرابرمعیارانحرافیا:

جامعهواریانسفاصله اطمینان براي 

(𝑛 − 1)𝑆2

𝜒
[
𝛼
2,𝑛−1]

2 ≤ 𝜎2 ≤
(𝑛 − 1)𝑆2

𝜒
[1−

𝛼
2,𝑛−1]

2

(𝑛 − 1)𝑆2

𝜒
[
𝛼
2,𝑛−1]

2 ≤ 𝜎 ≤
(𝑛 − 1)𝑆2

𝜒
[1−

𝛼
2,𝑛−1]

2
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تصادفیمتغیرکنیدفرض:دومحالتXبانرمالتوزیعدارای
یكXn,…,X2,X1اگر.باشد𝜎2واریانسوµمعلوممیانگین

𝑛𝑆2قبلبخشهایطبقباشد،جامعهاینازنمونه

𝜎2توزیعدارای
انمیتواطمینانفاصلهیافتنبرای.استآزادیدرجهnبادوکی

𝑛𝑆2از

𝜎2کرداستفادهمحوریکمیتیكبعنوان.

جامعهواریانسفاصله اطمینان براي 

𝑃 𝜒
[1−

𝛼
2
,𝑛]

2 <
𝑛𝑆2

𝜎2
< 𝜒

[
𝛼
2
,𝑛]

2 = 1 − 𝛼
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اعدادکه𝜒
[
𝛼

2
,𝑛]

𝜒و2
[1−

𝛼

2
,𝑛]

از.استمحاسبهقابلدوکیجداولاز2

بدستزیرصورتبه𝑆2برحسبرا𝜎2میتواناخیراحتمالپیشامد
.آورد

1)100%اطمینانفاصلهیكاخیررابطه − 𝛼)برای𝜎2فاصله.است
1)100%اطمینان − 𝛼)برای𝜎بااستبرابرمعیارانحرافیا:

جامعهواریانسفاصله اطمینان براي 

𝑛𝑆2

𝜒
[
𝛼
2,𝑛]

2 ≤ 𝜎2 ≤
𝑛𝑆2

𝜒
[1−

𝛼
2,𝑛]

2

𝑛𝑆2

𝜒
[
𝛼
2,𝑛]

2 ≤ 𝜎 ≤
𝑛𝑆2

𝜒
[1−

𝛼
2,𝑛]

2
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کنیدفرض:اولحالتXm,…,X2,X1نمونهیكmجامعهایازتایی
𝜎1واریانسو𝜇1نامعلوممیانگینبانرمال

نمونهیكYn,…,Y2,Y1و2
nنامعلوممیانگینبانرمالدیگرجامعهازتایی𝜇2واریانسو𝜎2

2

𝐹کهدیدیمقبلبخشدر.باشند =
𝜎2

𝜎1

2 𝑆1
2

𝑆2
m-1بافیشرتوزیعدارای2

آنتوزیعچوناستمحوریکمیتیكFمتغیر.استآزادیدرجهn-1و
𝜎1ازمستقل

𝜎2و2
:لذا.است2

واریانسبراي نسبت دو فاصله اطمینان 

𝑃 𝑓
(1−

𝛼
2,𝑚−1,𝑛−1)

< 𝐹 < 𝑓
(
𝛼
2,𝑚−1,𝑛−1)

= 1 − 𝛼

𝑃 𝑓
(1−

𝛼
2,𝑚−1,𝑛−1)

<
𝜎2

𝜎1

2
𝑆1

2

𝑆2
2 < 𝑓

(
𝛼
2,𝑚−1,𝑛−1)

= 1 − 𝛼



74دکتر بهناز بیگدلیآمار و احتمالات مهندسی، نظریه برآورد

درکه𝑓
(
𝛼

2
,𝑚−1,𝑛−1)

𝑓و
(1−

𝛼

2
,𝑚−1,𝑛−1)

بدستفیشرتوزیعجداولاز

𝑆1اگر.میآید
2 = 1

𝑚−1
 𝑥𝑖 −  𝑥 𝑆2و2

2 = 1

𝑛−1
 𝑦𝑖 −  𝑦 به2

𝜎1برایاطمینانفاصلهباشنددومواولنمونهواریانسهایترتیب
2

𝜎2
از2

.میآیدبدستزیررابطه

واریانسبراي نسبت دو فاصله اطمینان 

1

𝑓
(
𝛼
2
,𝑚−1,𝑛−1)

𝑆1
2

𝑆2
2 ≤

𝜎1
2

𝜎2
2 ≤

1

𝑓
(1−

𝛼
2
,𝑚−1,𝑛−1)

𝑆1
2

𝑆2
2
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کنیدفرض:دومحالتXm,…,X2,X1نمونهیكmجامعهایازتایی
𝜎1واریانسو𝜇1معلوممیانگینبانرمال

نمونهیكYn,…,Y2,Y1و2
nمعلوممیانگینبانرمالدیگرجامعهازتایی𝜇2واریانسو𝜎2

2

𝐹کهدیدیمقبلبخشدر.باشند =
𝜎2

𝜎1

2 𝑆1
2

𝑆2
وmبافیشرتوزیعدارای2

nمتغیر.استآزادیدرجهFآنتوزیعچوناستمحوریکمیتیك
𝜎1ازمستقل

𝜎2و2
:لذا.است2

واریانسبراي نسبت دو فاصله اطمینان 

𝑃 𝑓
(1−

𝛼
2,𝑚,𝑛)

< 𝐹 < 𝑓
(
𝛼
2,𝑚,𝑛)

= 1 − 𝛼

𝑃 𝑓
(1−

𝛼
2,𝑚,𝑛)

<
𝜎2

𝜎1

2
𝑆1

2

𝑆2
2 < 𝑓

(
𝛼
2,𝑚,𝑛)

= 1 − 𝛼
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درکه𝑓
(
𝛼

2
,𝑚,𝑛)

𝑓و
(1−

𝛼

2
,𝑚,𝑛1)

.میآیدبدستفیشرتوزیعجداولاز

𝑆1اگر
2 = 1

𝑚
 𝑥𝑖 −  𝑥 𝑆2و2

2 = 1

𝑛
 𝑦𝑖 −  𝑦 ترتیببه2

𝜎1برایاطمینانفاصلهباشنددومواولنمونهواریانسهای
2

𝜎2
رابطهاز2

.میآیدبدستزیر

واریانسبراي نسبت دو فاصله اطمینان 

1

𝑓
(
𝛼
2
,𝑚,𝑛)

𝑆1
2

𝑆2
2 ≤

𝜎1
2

𝜎2
2 ≤

1

𝑓
(1−

𝛼
2
,𝑚,𝑛)

𝑆1
2

𝑆2
2
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2و1گروهدودرنویسبرنامهنمراتازنمونهایزیرنمرات:مثال
كیشودپذیرفتهگروهدودرنمراتبودننرمالفرضاگر.میباشد
.آوریدبدستجامعهدوواریانسنسبتبرای%90اطمینانفاصله

جواب:

واریانسبراي نسبت دو فاصله اطمینان 
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جواب:

واریانسبراي نسبت دو فاصله اطمینان 
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تصادفیمتغییراگرXمجهولپارامتربادوجملهایتوزیعدارای
pوnباشد،معلوم𝐸 𝑋 = 𝑛𝑝, 𝑉 𝑋 = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)است.

رابطهاز𝐸 𝑋 = 𝑛𝑝داریم:

تصادفیمتغیرXاست،برنولیتصادفیمتغیرچندمجموع𝑋

𝑛
یك

:لذااست،جامعهpبرایبرآوردگر

جامعهنسبت-دوجمله ايدر توزیع pفاصله اطمینان براي 

𝐸
𝑋

𝑛
= 𝑝 𝑉

𝑋

𝑛
=

𝑝(1 − 𝑝)

𝑛

 𝑝 =
𝑋

𝑛
𝐸(  𝑝) = 𝑝

𝑉(  𝑝) =
𝑝(1 − 𝑝)

𝑛
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وریمحکمیتباشد،بزرگترحدیازنمونهاخیررابطهبهتوجهبا
.بودخواهداستانداردنرمالتقریبیتوزیعدارایزیر

اخیررابطهاز:

جامعهنسبت-دوجمله ايدر توزیع pفاصله اطمینان براي 

𝑍 =

𝑋
𝑛 − 𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

𝑃 −𝑍𝛼
2
<

𝑋
𝑛 − 𝑝

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

< 𝑍𝛼
2

≈ 1 − 𝛼

𝑋

𝑛
− 𝑍𝛼

2

𝑝(1 − 𝑝)

𝑛
< 𝑝 <

𝑋

𝑛
+ 𝑍𝛼

2

𝑝(1 − 𝑝)

𝑛



81دکتر بهناز بیگدلیآمار و احتمالات مهندسی، نظریه برآورد

اگرxمشاهدهمقدارX،ارزیابیقابلاخیراطمینانفاصلهباشد

𝑋واریانسچوننیست

𝑛
𝑝 چون.استPپارامترشامل =

𝑋

𝑛
یك

𝑋واریانسنقطهایبرآورد.استpبراینقطهایبرآورد

𝑝
برابر

:بااست

برایتقریبیاطمینانفاصلهPبااستبرابر:

جامعهنسبت-دوجمله ايدر توزیع pفاصله اطمینان براي 

𝑋

𝑛
− 𝑍𝛼

2

𝑋
𝑛 (1 −

𝑋
𝑛)

𝑛
< 𝑝 <

𝑋

𝑛
+ 𝑍𝛼

2

𝑋
𝑛 (1 −

𝑋
𝑛)

𝑛

 𝑝(1 −  𝑝)

𝑛
=

𝑋
𝑛 (1 −

𝑋
𝑛)

𝑛
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اگرp1وp2وجامعهدونسبت𝑃1و𝑃2باشد،نمونهدرنسبت
1)100%اطمینانفاصلهیك − 𝛼)مجموعوتفاضلبرای

:بااستبرابرجامعهدونسبت

آنکهشرطبه𝑚,𝑛 ≥ 30

دو جامعهنسبت-دوجمله ايدر توزیع pفاصله اطمینان براي 

𝑃1 ± 𝑃2 −𝑍𝛼
2

𝑃1(1 − 𝑃1)

𝑚
+

𝑃2(1 − 𝑃2)

𝑛
< 𝑝1 ± 𝑝2 < 𝑃1 ± 𝑃2 +𝑍𝛼

2

𝑃1(1 − 𝑃1)

𝑚
+

𝑃2(1 − 𝑃2)

𝑛
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راگاست،نمونهتعدادتعیینآماری،مبحثهایمهمترینازیکی
قتدآمدهبدستنتایجنشود،گرفتهدرنظردرستنمونهتعداد
باطاستنونتیجهگیریآنبراساسنمیتوانونداشتهراکافی
.کرد

جامعهمیانگینبراینمونهتعدادتعیین

معلوم𝜎2جامعهواریانس:الف

برآورد تعداد نمونه

𝑛 ≥
𝜎

𝑒
× 𝑍𝛼

2

2
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وزنمیانگینبرآوردمیخواهدکارخانهایکیفیتمدیر:مثال
.میکندانتخابنمونهایاو.آوردبدستراکارخانهمحصولات

برآورددقتوباشدگرم12معیارانحرافوگرم50میانگیناگر
نهمچنیاست؟کداممناسبنمونهحجمشود،گرفتهنظردر1/4±

𝛼 = .باشدمی1%

جواب:

برآورد تعداد نمونه

𝑛 ≥
𝜎

𝑒
× 𝑍𝛼

2

2

=
12

1.4
× 2.57

2

= 486

𝛼 = 0.01 ⟹
𝛼

2
= 0.005, 𝑍0.005 = 2.57
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جامعهمیانگینبراینمونهتعدادتعیین

نامعلوم𝜎2جامعهواریانس:ب

°𝑛اگر-1 > .استنظرموردنمونهتعدادباشد30

°𝑛اگر-2 ≤ :آنگاهباشد،30

میکنیدمحاسبهرا𝑛1ابتدا:اولمرحله

°𝑛کهصورتیدر ≥ 𝑛1باشد𝑛°استنظرموردتعدادهمان.

°𝑛کهصورتیدر:دوممرحله < 𝑛1باشد 𝑛1 = 𝑛° + 1

𝑛1اگر ≥ 𝑛2،باشد𝑛1استنظرموردتعدادهمان.

𝑛1کهصورتیدر:سوممرحله ≥ 𝑛2نباشد 𝑛2 = 𝑛° + 2

𝑛2اگر ≥ 𝑛3،باشد𝑛2استنظرموردتعدادهمان.
.میکنیمتکرارشرطبرقرارتارافوقروش:چهارممرحله

برآورد تعداد نمونه

𝑛° =
𝑆

𝑒
× 𝑍𝛼

2

2

𝑛1 =
𝑆

𝑒
× 𝑡𝛼

2,𝑛°−1

2

𝑛2 =
𝑆

𝑒
× 𝑡𝛼

2
, 𝑛1−1

2

𝑛3 =
𝑆

𝑒
× 𝑡𝛼

2
, 𝑛2−1

2
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جامعهنسبتبراینمونهتعدادتعیین

نباشدمعلومجامعهنسبتبرآوردکهصورتیدر:توجه( 𝑃)،برایمقداربهترین
.میباشد0/5نیمعددآن

برآورد تعداد نمونه

𝑛 ≥  𝑃(1 −  𝑃)
𝑍𝛼

2

𝑒

2

𝑛 ≥
1

4

𝑍𝛼
2

𝑒

2
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تشکر از توجه شما


