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؟یزاسهیبشارچ

:یاربرتویپماککیردسناشدیلوتهبزاین

یاهیزاب،یداصتقاتایلمع،هکبشکیدننام(هدیچیپمتسیسکیراتفریبایزرا•

)هریغوهناخراککیدیلوتطخ،یرتویپماک

دیدجیرامآشورکییتلاامتحایاهیگژیوییاسانش•

)پرتساتوب(مولعمانعیزوتتحتیرامآشورکییاهیگژیوییاسانش•

یرامآلدمکییتسردیبایزرا•

لارگتناکیهبساحم•

•...

یرامآطابنتساردولراکتنومیزاسهیبشیاهشوریاهدربراکزایتمسقهبهسلجنیارد

میزادرپیم
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یزاسهیبشیحارط:πبیرقت

πرادقمدرومرددینکضرف = ٣٫ یاربشورکی.میشابهتشادنیعلاطا...١۴١۵٩٢۶۵٣۵

:تساهریادتحاسمزاهدافتسا،ددعنیابیرقت
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یزاسهیبشیحارط:πبیرقت

,x)دننامیاهطقن،میریگبرظنردارهریادعبررگا y)دنکیمقدصریزیواسمانردنآنورد:

x٢ + y٢ ≤ ١.
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πبیرقت
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estimate of π = 3.146

n <- 50000
x <- runif(n, -1, 1)
y <- runif(n, -1, 1)
isInCircle <- (x^2 + y^2 <= 1)
est <- 4 * sum(isInCircle) / n

plot(x, y, type = "n")
points(x[isInCircle], y[isInCircle],
col = "red", pch = ".")
points(x[!isInCircle], y[!isInCircle],
col = "black", pch = ".")
title(substitute(paste("estimate of ", pi,
" = ", x), list(x = est)))
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؟روطچیزاسهیبش؟یتسیندلبلامتحا

یکیرفنnابیسلاکیوجشنادودلقادحدلوتزورهکنآلامتحا:)دلوتزور(قابطناهلاسم
؟تساردقچ،دشاب

P( رفنودیاربناسکیدلوتلقادح ) = 1 − P( دشابنناسکیسکچیهدلوتزور )

= 1 − 365 × 364 × · · · × [365 − (n − 1)]
365n .

nیاربلاثم = ۶،

١− ((٣۶۵× ٣۶۴× ٣۶٣× ٣۶٢× ٣۶١× ٣۶٠)/(٣۶۵۶)) = ٠٫ ٠۴٠۴۶
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؟روطچیزاسهیبش؟یتسیندلبلامتحا

یکیرفنnابیسلاکیوجشنادودلقادحدلوتزورهکنآلامتحا:)دلوتزور(قابطناهلاسم
؟تساردقچ،دشاب

P( رفنودیاربناسکیدلوتلقادح ) = 1 − P( دشابنناسکیسکچیهدلوتزور )

= 1 − 365 × 364 × · · · × [365 − (n − 1)]
365n .

nیاربلاثم = ۶،

١− ((٣۶۵× ٣۶۴× ٣۶٣× ٣۶٢× ٣۶١× ٣۶٠)/(٣۶۵۶)) = ٠٫ ٠۴٠۴۶
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؟روطچیزاسهیبش؟یتسیندلبلامتحا

!دینادنارخساپلحهاردینکضرف

:تفایتسد)کیدزن(یبیرقتباوجکیهبناوتیمهداسیزاسهیبشکیاب

count = 0
for (i in 1:10^6) {

bdays = sample(1:365, 6, replace = T)
if (length(unique(bdays)) < 6)

count = count + 1
}
> count
[1] 40754
> p = count/(10^6)
> p
[1] 0.040754
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یعقاورادقمهبییارگمهشیامن
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)p = rep(0, 10000)

for (i in 1:10000) {
bdays = sample(1:365, 6, replace = T)
if (length(unique(bdays)) < 6)

p[i] = 1
}
#
plot(cumsum(p)/c(1:10000), type = "l")
abline(h = 0.04046248, col = "red")
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؟ناسکیدلوتزورابرفن٨نیبزارفنوداقیقدنتشادسناش

count2 = 0
for (i in 1:10^6) {

bdays2 = sample(1:365, 8, replace = T)
if (length(unique(bdays2)) == 7)

count2 = count2 + 1
}

p2 = count2/(10^6)
> p2
[1] 0.072501

.دینکهبساحمارلامتحانیایرظنرادقم.نیرمت

nیارب.نیرمت = هتشادفلاتخازورکیابیدلوتیاهزوررفن٢لقادحهکنیالامتحا٨

؟دنشاب
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؟ناسکیدلوتزورابرفن٨نیبزارفنوداقیقدنتشادسناش

count2 = 0
for (i in 1:10^6) {

bdays2 = sample(1:365, 8, replace = T)
if (length(unique(bdays2)) == 7)

count2 = count2 + 1
}

p2 = count2/(10^6)
> p2
[1] 0.072501

.دینکهبساحمارلامتحانیایرظنرادقم.نیرمت

nیارب.نیرمت = هتشادفلاتخازورکیابیدلوتیاهزوررفن٢لقادحهکنیالامتحا٨

؟دنشاب
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یلبقدیلاسامودنیرمتباوج

count3 = 0
for (i in 1:10^6) {
bdays3 = sample(1:365, 8, replace = T)
bdays3 = sort(bdays3)
if (min(bdays3[2:8] - bdays3[1:7]) == 1)

count3 = count3 + 1
}
count3
[1] 134238
p3 = count3/(10^6)
p3
[1] 0.134238
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هدیچیپاتهداسلیاسم

توافتمیگدیچیپیاههجردابفلتخملیاسمردهدافتسایاربیرازبادناوتیم،یزاسهیبش

دشاب
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یزاسهیبشویرامآطابنتسا

:زادنترابع،رظندرومیطابنتسایاهشورهعومجم

هریغواهکدنچ،MSE،هرامآکییاهنومنعیزوتیاهرتماراپدروآرب•

یمسانانیمطاحطسابهسیاقمروظنمهبنانیمطاهلصافکیششوپلامتحاهبساحم•

یرامآنومزآکیلواعونیاطخخرنهبساحم•

نومزآکیناوتدروآرب•

ضورفمهلاسمکییاربفلتخمیاهشوردرکلمعهسیاقم•
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تیعطقمدع

.دنتسهتیعطقمدعابهارمههشیمهاهدروآرب

تیعطقمدعنیادرومردقیقحتزایشان،اهرگدروآربیاهنومنیاهعیزوتهبساحمهبهقلاع

تسا

،درکیزاسهیبشاردناهدشدیلوتنآزااههدادهک)عجرممسیناکم(یفداصتدنیآرفناوتبرگا

رظندرومیاهتیمکیوجتسجودنیآرفراتفرهعلاطمهبنآزاهنومنررکمدیلوتابناوتیم

.تخادرپ

.دنیوگیمزینیرتماراپپرتساتوبارصخشم)یفداصتدنیآرف(یرامآلدمکیزاهنومندیلوت
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ییولراکتنومیبایدروآرب

,X١دینکضرف . . . ,XnیفداصتریغتمعیزوتزایفداصتهنومنکیXدشاب.

θ̂ = θ̂(X١, . . . ,Xn),

.تسایفداصتهنومنزایعباتθزایدروآربناونعهب

ربهکتشادمیهاوخزیناهرگدروآربزایاهلابند،میشابهتشادXزایفلتخمیاههنومنرگا

.درکدروآرب،یبرجتعیزوتهبساحماباررگدروآربعیزوتناوتیمنآساسا

Xدینکضرفلاثم = (X١, . . . ,Xn)،دینکضرفنینچمهX (١),X (٢), . . زایاهلابند.

نیاربانب.دنشابXعیزوتزاهدشدیلوتیفداصتیاههنومن

θ̂(j) = θ̂(X (j)
١ , . . . ,X (j)

n ), j = ١, ٢, . . . ,

درومیاهتیمکناوتیم)ییاتmلاثم(هلابندنیااب.دنشابیمθیاهرگدروآربزاهلابندکی

.درکدروآربار)θ̂یاهنومنعیزوت(رظن
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لاثم

X١,X٢ ∼ N (٠, ١).

E|X١ − X٢| = θ =?

x(j)هنومنmدیلوتاب = (x(j)
١ , x(j)

٢ ), j = ١, . . . ,mناوتیمmدروآربθدرکهبساحمار:

θ̂(j) = |x(j)
١ − x(j)

٢ |, j = ١, . . . ,m,

:درکهدافتساهاوخلدیاهتیمکدروآربیاربیاهنومنیاهتیمکزاناوتیمنونکا

θ̂ =
١

m

m∑
j=١

θ̂(j) =
١

m

m∑
j=١

|x(j)
١ − x(j)

٢ |.

ŝe(θ̂) = ١√
m

 ١

m − ١

m∑
j=١

(θ̂(j) − θ̂)٢


١/٢
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m <- 1000
g <- numeric(m)
for (i in 1:m) {

x <- rnorm(2)
g[i] <- abs(x[1] - x[2])

}
est <- mean(g)
> est
[1] 1.130063
> sqrt(sum((g-mean(g))^2))/m
[1] 0.02741058

E|X١لاثمنیارددیهدناشننیرمت − X٢| = ٢√
π
≈ ١٫ و١٢٨٣٧

Var(|X١ − X٢|) = ٢− ۴
π

se(θ̂) =
√

٢− ۴/π

m
≈ ٠٫ ٠٢۶٩۶
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MSEدروآرب

MSE(θ̂) = E
[
(θ̂ − θ)٢

]
.

ˆMSE =
١

m

m∑
j=١

(θ̂(j) − θ)٢

!!تسانکممانتیمکنیاهبساحم،تسامولعمانرتماراپهکیعقاویاههدادیارب:رکذت
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هتساریپنیگنایم:لاثم

درومدنمونتیرگدروآربناونعهب،دنراددوجوترپیاههدادهکیدراومردهتساریپنیگنایم

.دریگیمرارقهدافتسا

,(١)Xدینکضرف،ییاتnهنومنکییارب . . . ,X(n)نیگنایم.دنشابهنومنبترمیاههرامآ

.تساتادهاشمنیرتگرزبونیرتکچوکزجهباههدادمامتنیگنایم،هنومنهتساریپ

X̄[−k] =
١

n − ٢k

n−k∑
j=k+١

X(j).

لواحطسهتساریپنیگنایمMSEدروآربلابندهب،درادناتسالامرنعیزوتکییاربلاثمنیارد

)k = .میتسه)١

θزاتسترابعرظندرومرتماراپ)لامرنعیزوتیارب(یلبقلاثمرد = E(X̄[−١]) = ٠.
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همادا:لاثم

ارجادیابارریزلحارمMSE(T)دروآربیارب،میهدناشنTابارهنومنهتساریپنیگنایمرگا

:مینک

Tدروآربmدیلوت١ (j), j = ١, . . . ,m:

x(j)دیلوت•
١ , . . . , x(j)

nعیزوتزاX.

x(j)ندروآتسدهبواههنومنندرکبترم•
(١) ≤ . . . x(j)

(n)

Tهبساحم• (j) = ١
n−٢

∑n−٢
i=٢ x(j)

(i)

MSE(T)ˆهبساحم٢ = ١
m
∑m

j=١(T (j) − θ)٢ = ١
m
∑m

j=١(T (j))٢.

T،لبقلثمهکدینکتقد (١), . . . ,T (m)حطسهتساریپنیگنایمیاهنومنعیزوتزایاهنومن

.درکدروآرباهنآساساربارهقلاعدرومیاهتیمکناوتیموتسالامرنعیزوتکییاربلوا
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n <- 20
m <- 1000
tmean <- numeric(m)
for (i in 1:m) {

x <- sort(rnorm(n))
tmean[i] <- sum(x[2:(n-1)]) / (n-2)

}
mse <- mean(tmean^2)
> mse
[1] 0.05571728
> sqrt(sum((tmean - mean(tmean))^2)) / m #se
[1] 0.00745855
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هنایم

:درکلمعشورنیمههبناوتیممههنایمیارب

n <- 20
m <- 1000
tmean <- numeric(m)
for (i in 1:m) {

x <- sort(rnorm(n))
tmean[i] <- median(x)

}
mse <- mean(tmean^2)
> mse
[1] 0.07431353
> sqrt(sum((tmean - mean(tmean))^2)) / m #se
[1] 0.008613994

کیزجهباههدادهمههکیروطهبتساهتساریپنیگنایمکیعقاوردمههنایمهکدینکتقد

دنکیمشیاریپار)اههدادطسو(اراهنآزااتودای
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هدولآلامرن

لامرنولامرنهداوناخودردkحطسهتساریپنیگنایمیاربارMSEمیهاوخیملاثمنیارد

.مینکهسیاقم،هدولآ

:ًلاثم.تسالامرنعیزوتودزاهتخیمآکیعقاوردهدولآلامرنکی

pN (٠, σ٢ = ١) + (١− p)N (٠, σ٢ = ١٠٠)

θرظندرومرتماراپاجنیارد = .تسا٠

ربادتبادیاب،هتخیمآیاهعیزوتثحبملثم،هدولآلامرنعیزوتزادیلوتیاربهکدینکتقد

P(σلامتحاعیزوتبسح = ١) = p; P(σ = ١٠) = ١− pیارب١٠ای١رادقمσ

.دوشدیلوتهنومنσنآابرظانتملامرنعیزوتزاسپسودوشباختنا
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set.seed(522)
n <- 20
K <- n/2 - 1
m <- 1000
mse <- matrix(0, n/2, 6)
trimmed.mse <- function(n, m, k, p) {
# MC est of mse for k-level trimmed mean of contaminated normal pN(0,1) + (1-p)N(0,100)
tmean <- numeric(m)
for (i in 1:m) {

sigma <- sample(c(1, 10), size = n,
replace = TRUE, prob = c(p, 1-p))
x <- sort(rnorm(n, 0, sigma))
tmean[i] <- sum(x[(k+1):(n-k)]) / (n-2*k)

}
mse.est <- mean(tmean^2)
se.mse <- sqrt(mean((tmean-mean(tmean))^2)) / sqrt(m)
return(c(mse.est, se.mse))

}
for (k in 0:K) {

mse[k+1, 1:2] <- trimmed.mse(n=n, m=m, k=k, p=1.0)
mse[k+1, 3:4] <- trimmed.mse(n=n, m=m, k=k, p=.95)
mse[k+1, 5:6] <- trimmed.mse(n=n, m=m, k=k, p=.9)

}
> n*mse

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
[1,] 0.9758575 0.1396680 6.229283 0.3528182 11.484562 0.4792567
[2,] 1.0194569 0.1425744 1.954048 0.1976301 4.125681 0.2871660
[3,] 1.0091575 0.1420550 1.304154 0.1614779 1.956211 0.1975056
[4,] 1.0806823 0.1470113 1.168253 0.1528290 1.577817 0.1776404
[5,] 1.0478085 0.1446125 1.279664 0.1599728 1.452725 0.1700661
[6,] 1.1028720 0.1485146 1.395142 0.1670407 1.422924 0.1686735
[7,] 1.3157601 0.1621938 1.348891 0.1642456 1.574427 0.1773341
[8,] 1.3767837 0.1659384 1.503163 0.1733524 1.734379 0.1862460
[9,] 1.3815624 0.1662126 1.525009 0.1746251 1.693839 0.1840468
[10,] 1.4907734 0.1720630 1.646402 0.1814599 1.843068 0.1916661

١٣٩٣٢٣/۵٢نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



نانیمطاحطسدروآرب

مولعماناهنآیاهنومنعیزوتًلاومعمهکدنیآیمتسدهبییاههرامآبسحربنانیمطایاههلصاف

.تسایراوشدرایسبراکاهنآندروآتسدهبایدنتسه

هعماجعیزوتندوبلامرنهریذپساسارب،لومعمدروآربیاهشورزایرایسبلاثمناونعهب

هعماجعیزوتاهنآردهکدنیآیمشیپیددعتمدراوملمعردهکیلاحرد،دنوشیمهتخاس

.دشابلامرنریغ

.دشابنکمماناهرگدروآربیاهنومنعیزوتنتفایتسانکممیدراومنینچرد

حطستسانکمم،دنوشیمهتخاسهعماجلامرنعیزوتبسحربهکینانیمطالصاوفهجیتنرد

.دشابنیکییمسانانیمطاحطساباهنآیبرجتنانیمطا

.درکدروآربارلصاوفنیانانیمطاحطسناوتیمولراکتنومیاهشوراب
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نانیمطاحطس

U)دینکضرف ,V عیزوتهکدنتسهییاههرامآVوU.دشابθیاربیاهلصافدروآربکی(

.تساهتسباوFXهعماجعیزوتهباهنآیاهنومن

U)یفداصتهلصافهکتسایلامتحا،نانیمطاحطس ,V .دریگیمربردارθیعقاورادقم(

.تسایریگلارگتناهلاسمکی،نانیمطاهلصافکینانیمطاحطسهبساحمنیاربانب

.میروآتسدهبسنایراویاربیاهلصافدروآربکیمیهاوخبدینکضرف

ینعی.تساساسحیلیخهعماجیاربلامرنعیزوتهریذپهبیدروآربنینچهکتساروهشم

.دشابهتشادربردیاهدننکهارمگتدشهبجیاتندناوتیملامرنعیزوتزایطخت

ابنانیمطاهلصافکییعقاونانیمطاحطسدروآربیاربناوتیمولراکتنومیریگهنومنزا

.درکهدافتسا،تسینلامرناعقاوهعماجعیزوتهکیتقوهعماجلامرنعیزوتضرف
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سنایراویاربنانیمطاهلصاف

.مینکیمیسرربارهلاسملامرنیعقاوعیزوتساساربادتبا

X١, . . . ,Xn ∼ N (µ, σ٢)

V =
(n − ١)S٢

σ٢
∼ χ٢(n − ١).

−١)١٠٠حطسردهفرطکینانیمطاهلصافکی α)٪٠)زاتسترابع, (n−١)S٢

χ٢
α

نآردهک(

χ٢
αکدنچαعیزوتماχ٢(n − .تسا(١

ارσ٢یعقاورادقمهلصافهکنآلامتحاهاگنآ،دشابσ٢سنایراوابلامرنهعماجعیزوترگا

−١رباربدهدششوپ αتسا.
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همادا:سنایراویاربنانیمطاهلصاف

Nیاربهلصافیلاابنارکدروآرب (٠, σ٢ = :تساماجنالباقریزتروصهب(۴

n <- 20
alpha <- .05
x <- rnorm(n, mean=0, sd=2)
UCL <- (n-1) * var(x) / qchisq(alpha, df=n-1)

لباققیقدروطهبنانیمطاحطس،تسالامرناعقاوهعماجعیزوتهکیتقو،لاثمنیارد

:تسایریگهزادنا

P(
١٩S٢

χ٢
٠٫٠۵(١٩)

> ۴) = P(
(n − ١)S٢

σ٢
> χ٢

٠٫٠۵(n − ١)) = ٠٫ ٩۵.

یاههلصاف٪٩۵ًابیرقت،دوشرارکتیدایزتاعفدهبهلصافنیاهبساحموهنومندیلوترگا

σ٢یعقاورادقمدیابهدشهتخاسیددع = .دنشابهتشادربردار۴
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یبرجتنانیمطاحطسدروآرب

Xدینکضرف ∼ FXوθریزلحارمدیابنانیمطاحطسدروآربیارب.دشابرظندرومرتماراپ

:دنوشارجا

j،ولراکتنومرارکترهیارب١ = ١, . . . ,m:

Xهنومن• (j)
١ , . . . ,X (j)

nنکدیلوتار

نکهبساحمارCjنانیمطاهلصاف•

yjرگناشنریغتم• = I (θ ∈ Cj)نکهبساحمار

ȳتیمکابیبرجتنانیمطاحطس٢ = ١
m
∑m

j=١ yjدوشیمهبساحم

−١یعقاونانیمطاحطسدروآربیاربیاهنومنتبسنȳرگدروآرب α∗نوچنیاربانب.تساyj

Var(ȳ)،دنتسهیلونربیاهریغتماه = (١−α∗)α∗

m.رایعمیاطخیاربیدروآربهجیتنرد

زاتسترابعزیندروآرب

ŝe(ȳ) =
√

(١− ȳ)ȳ
m

.
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لامرنعیزوتسنایراولاثمردولراکتنومدروآرب

n <- 20
alpha <- .05
UCL <- replicate(1000, expr = {

x <- rnorm(n, mean = 0, sd = 2)
(n-1) * var(x) / qchisq(alpha, df = n-1)
} )

# compute the mean to get the confidence level
> mean(UCL > 4)
[1] 0.95

دینکحیرشتلاثمابهارمهارتاییزجreplicateروتسددرومرد.نیرمت
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لامرنهریذپزایطخت

ینعمنیاهب.تساساسحهعماجعیزوتندوبلامرنهریذپهبتبسنسنایراویاهلصافدروآرب

.درادفلاتخانآیمسارادقمابیعقاونانیمطاحطس،دشابنلامرنهعماجعیزوترگاهک

.درادیگتسبS٢هرامآعیزوتهبیعقاونانیمطاحطس

P(
(n − ١)S٢

χ٢
α

> σ٢) = P(S٢ >
σ٢χ٢

α

n − ١
) = ١− G(

σ٢χ٢
α

n − ١
),

.تساS٢هرامآعیزوتعباتGنآردهک

یریگلارگتناهلاسمکیهبنانیمطاحطسدروآربهلاسم،دشابنلامرنهعماجیعقاوعیزوترگا

:دوشیمیهتنم

G(t) = P(S٢ ≤ cα) =
∫ cα

٠

g(x)dx,

cαوS٢)مولعمان(یلاگچعبات(·)gهکیروطهب = σ٢χ٢
α

n−١.

١٣٩٣٣٠/۵٢نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یبرجتنانیمطاحطس

ندوبمولعمطرش،لاابلارگتناولراکتنومهبساحمیارباجنیاردهکدیشابهتشادهجوت

درکدیلوتییاههنومنعیزوتنیازاناوتبتسایفاکاهنتوتسینمزلا(·)gهطباض

عیزوتاماتسا۴هعماجسنایراو(دشاب(٢)χ٢هعماجیعقاوعیزوتدینکضرفلاثمناونعهب

.)تسینلامرن

n <- 20
alpha <- .05
UCL <- replicate(1000, expr = {

x <- rchisq(n, df = 2)
(n-1) * var(x) / qchisq(alpha, df = n-1)
} )

> mean(UCL > 4)
[1] 0.777
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اههیضرفنومزآ

H٠ : θ ∈ Θ٠ vs H١ : θ ∈ Θ١

Θ٠ ∪Θ١ = Θ, Θ٠ ∩Θ١ = ∅

عونیاطخدادخرلامتحایاربلاابنارکهکدنهدیمناشنαابارنومزآکییرادینعمحطس

.تسالوا

نیاربانب.تساH٠هیضرفدرلامتحا،π(θ)،نومزآکیناوتعبات

α = sup
θ∈Θ٠

π(θ).

دوشیمهتفگرادینعم∗Tهاگنآ،دشابهرامآنیاهدشهدهاشمرادقم∗TونومزآهرامآTرگا

.دوشH٠هیضرفدرهبرجنمنآربینتبممیمصترگا

هرامآهکیروطهبتساαنکممرادقمنیرتکچوک،رادقم‐pنامهاییرادینعملامتحا

.دشابرادینعم،هدشهدهاشمنومزآ

!!!دریگتروصهظحلامابدیابرادقم‐pزاهدافتسا
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یبرجتلواعونیاطخخرن

.دشابتسردهیضرفنیاهکینامزتساH٠هیضرفدریطرشلامتحا،لواعونیاطخلامتحا

لواعونیاطخخرن،دوشرارکتتاعفدهب،H٠،رفصهیضرفطیارشتحتنومزآرگانیاربانب

.دشابαرثکادحًابیرقتدیابهدشهدهاشم

رادینعمنومزآیاههرامآتبسن،ولراکتنومیزاسهیبشکیرد،یبرجتلواعونیاطخخرن

.تساهدشدیلوتیولراکتنومیاههنومنرد

:تساریزتروصهبیبرجتلواعونیاطخخرندروآربلحارم

jولراکتنومرارکترهیارب١ = ١, . . . ,m:

x(j)هنومن•
١ , . . . , x(j)

nنکدیلوترفصهیضرفتحتار

نکهبساحمارTjنومزآهرامآ•

Ijهدبرارق،دوشیمدرH٠هیضرفرگا• = Ijهدبرارقتروصنیاریغرد١ = ٠

١تیمکاباررادینعمیاهنومزآتبسن٢
m
∑m

j=١ Ijنکهبساحم
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دروآربدرادناتسایاطخ

،p̂،هنومنتبسنابهکتسایلامتحا،یبرجتلواعونیاطخخرنینعی،هدشدروآربرتماراپ
زاتسترابعدرادناتسایاطخیاربیدروآربنیاربانب.دوشیمدروآرب

ŝe(p̂) =
√

p̂(١− p̂)
m

≤ ٠٫ ۵√
m
.
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tنومزآ:لاثم

X١, . . . ,X٢٠ ∼ N (µ, σ٢),

H٠ : µ = ۵٠٠ vs H١ : µ > ۵٠٠ & α = ٠٫ ٠۵

:دوشیمهدافتساtهرامآزااههیضرفنیانومزآیارب

T∗ =
X̄ − ۵٠٠

S/
√
٢٠

∼ t(١٩).

.دننکیمینابیتشپH١نیشناجهیضرفزا∗Tگرزبریداقم

σهکیتقولواعونیاطخخرندروآربیاربولراکتنومیاههنومنزا،لاثمنیارد = ١٠٠

.مینکیمهدافتسا،تسا

هبکیدزندیابلواعونیاطخخرندروآربدرادناتسایاطخدروآرب
√

٠٫٠۵×٠٫٩۵
m ≈ ٠٫ ٠٠٢٢

.دشاب
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همادا:لاثم

n <- 20
alpha <- .05
mu0 <- 500
sigma <- 100
m <- 10000 # number of replicates
p <- numeric(m) # storage for p-values
for (j in 1:m) {

x <- rnorm(n, mu0, sigma)
ttest <- t.test(x, alternative = "greater", mu = mu0)
p[j] <- ttest$p.value

}
p.hat <- mean(p < alpha)
se.hat <- sqrt(p.hat * (1 - p.hat) / m)
> print(c(p.hat, se.hat))
[1] 0.055700000 0.002293415
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یگلوچساساربندوبلامرننومزآ:لاثم

:تسایگلوچرتماراپربینتبم،هنومنکیندوبلامرنیسرربیاهنومزآزایکی

γ١ =
E[(X − µX)٣]

σ٣X
,

γ١نآیاربرگاتسانراقتم،عیزوتکی = تسدهبریزتروصهبهنومنیگلوچبیرض.٠

:دیآیم

b١ =
١
n
∑n

i=١(Xi − X̄)٣

( ١n
∑n

i=١(Xi − X̄)٣/٢(٢
.

نیگنایمابلامرنزینb١یبناجمعیزوتهاگنآ،دشابلامرنXعیزوترگاتساهدشهدادناشن

۶سنایراوورفص
nدوبدهاوخ.

یاههیضرفنومزآرد

H٠ : γ١ = ٠ vs H١ : γ١ 6= ٠,

.دوشیمدرندوبلامرنهیضرف،|b١|گرزبریداقمیازاهب
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همادا:لاثم

.دیآیمتسدهبهعماجندوبلامرنهریذپساساربیگلوچهرامآیاهنومنعیزوت،نومزآنیارد

تعرسوتسینبوخطسوتمومکیاههنومنمجحیارب،یبیرقتیاهنومنعیزوتنیا

.تسادنکلامرنهبیگلوچعیزوتییارگمه

αحطسرداریگلوچربینتبمنومزآلواعونیاطخخرن،لاثمنیارد = ٠٫ یاربو٠۵

nیاههنومن = ١٠, ٢٠, ٣٠, ۵٠, ١٠٠, یبایزرا،یگلوچهرامآیبناجمعیزوتساسارب،۵٠٠

.مینکیم

:دنوشیمهبساحمریزتروصهبهنومنیاهمجحنیایاربنومزآینارحبریداقم

n <- c(10, 20, 30, 50, 100, 500) #sample sizes
cv <- qnorm(.975, 0, sqrt(6/n)) #crit. values for each n
> n
[1] 10 20 30 50 100 500
> cv
[1] 1.5181816 1.0735165 0.8765225 0.6789514 0.4800912 0.2147033
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همادا:لاثم

sk <- function(x) {
# computes the sample skewness coeff.
xbar <- mean(x)
m3 <- mean((x - xbar)^3)
m2 <- mean((x - xbar)^2)
return( m3 / m2^1.5 )

}
####
p.reject <- numeric(length(n)) #to store sim. results
m <- 10000
for (i in 1:length(n)) {

sktests <- numeric(m) #test decisions
for (j in 1:m) {

x <- rnorm(n[i])
# test decision is 1 (reject) or 0
sktests[j] <- as.integer(abs(sk(x)) >= cv[i] )
}

p.reject[i] <- mean(sktests) # proportion rejected
}
> p.reject
[1] 0.0141 0.0287 0.0358 0.0382 0.0406 0.0477

nیاههنومنیاربیگلوچهرامآعیزوتیاربلامرنبیرقتزاهدافتسا،دهدیمناشنجیاتن ≤ ۵٠

nیتح،گرزبیاههنومنیاربوتسینبسانم = .تسادیدرتوکشدروممه،۵٠٠
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همادا:لاثم

:درکهدافتساهرامآقیقدسنایراوزادیابکچوکیاههنومنیارب

Var(b١) =
۶(n − ٢)

(n + ١)(n + ٣)
.

cv <- qnorm(.975, 0, sqrt(6*(n-2)/((n+1)*(n+3))))
> round(cv, 4)
[1] 1.1355 0.9268 0.7943 0.6398 0.4660 0.2134
> n
[1] 10 20 30 50 100 500
> p.reject
[1] 0.0540 0.0548 0.0504 0.0495 0.0491 0.0535

٠٫یمساحطسهبرتکیدزناهدروآربنیا .دنتسه٠۵
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نومزآناوت

یتسردهبH٠درلامتحاهکدوشیمنایبناوتعباتاب،تسردیریگمیمصتردنومزآکیناوت

.دشابیم

:دوشیمفیرعترتماراپیاضفلکیاربناوتعباتهتبلا

π : Θ → [٠, ١], π(θ) = Pθ(RH٠).

θ١رهیاربنیاربانب ∈ Θ١مودعونیاطخدادخرلامتحا١− π(θ١)تسا.

حطسردهکلواعونیاطخ.دشابیرتمکیاطخلامتحایارادهکدوشیمهدادحیجرتینومزآ

αرد،رباربحطسردوناسکییاههیضرفیارباهنومزآهسیاقمنیاربانب.تساهدشلرتنک

.تساΘ١یاضفریزرداهنآناوتهسیاقمعقاو

ناوتیم،)تسالومعممهیلیخهک(درکهبساحمناوتنیلیلحتروطهبارنومزآکیناوترگا

.دزبیرقتارنآولراکتنومشورزا
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نومزآناوتیولراکتنومدروآرب

:درکلمعریزتروصهبدیابΘ١یاضفزاهطقنکیردنومزآناوتهبساحمیارب

θ١،نیشناجهیضرفتحترتماراپیاضفزاصخشمرادقمکیباختنا١ ∈ Θ١

jولراکتنومرارکترهیارب٢ = ١, . . . ,m:

x(j)هنومندیلوت)فلا
١ , . . . , x(j)

nنیشناجهیضرفتحتθ = θ١

Tjنومزآهرامآهبساحم)ب

IjهدبرارقدوشدرH٠رگاینعی،نومزآمیمصتتبث)ج = ردو١

Ijهدبرارقتروصنیاریغ = ٠

(θ١)π̂ینعیرادینعمیاهنومزآتبسنهبساحم٣ =
١
m
∑m

j=١ Ij
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یبرجتناوت
:مینکیمهبساحم،Θ١زاهطقندنچردارنومزآناوت،tنومزآلاثمیارب

n <- 20
m <- 1000
mu0 <- 500
sigma <- 100
mu <- c(seq(450, 650, 10)) # alternatives
M <- length(mu)
power <- numeric(M)
for (i in 1:M) {

mu1 <- mu[i]
pvalues <- replicate(m, expr = {

# simulate under alternative mu1
x <- rnorm(n, mean = mu1, sd = sigma)
ttest <- t.test(x,
alternative = "greater", mu = mu0)
ttest$p.value } )

power[i] <- mean(pvalues <= .05)
}
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همادا:لاثم

،تساهدشهبساحمناوتهکیطاقنردرظانتمیاهاطخهارمههبنومزآناوترادومنمسریارب

∓π̂(θ)ینعی ŝe(π̂(θ))،روتسدزاerrbarهتسبردHmiscدرکهدافتساناوتیم:

par(ask = TRUE)
library(Hmisc) #for errbar
plot(mu, power, xlab = bquote(mu))
abline(v = mu0, lty = 1)
abline(h = .05, lty = 1)
lines(mu, power, lty=3)
# add standard errors
se <- sqrt(power * (1-power) / m)
errbar(mu, power, yplus = power+se, yminus = power-se,
xlab = bquote(theta))
lines(mu, power, lty=3)
detach(package:Hmisc)
par(ask = FALSE)
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یگلوچساساربندوبلامرننومزآناوت

هدولآلامرنعیزوتیارب

(١− p)N (٠, σ٢ = ١) + pN (٠, σ٢ = ١٠٠),

pرگا = pای٠ = ٠رهیاربیلوتسالامرنعیزوت،١ < p < .دوبدهاوخلامرنانعیزوت١

ابنیشناجیاههیضرفزایاهلابندیارباریگلوچساساربلامرنشجنسنومزآناوتناوتیم

.درکمسرارنآرادومنودرکدروآربpرییغت

αدینکضرف = ٠٫ nهنومنمجحو١ = .دوشباختنا٣٠

alpha <- .1
n <- 30
m <- 5000
p <- c(seq(0, .15, .01), seq(.15, 1, .05))
N <- length(p)
pwr <- numeric(N)
# critical value for the skewness test
cv <- qnorm(1-alpha/2, 0, sqrt(6*(n-2) / ((n+1)*(n+3))))
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for (j in 1:N) { # for each p
e <- p[j]
sktests <- numeric(m)
for (i in 1:m) { # for each replicate

sigma <- sample(c(1, 10), replace = TRUE,
size = n, prob = c(1-e, e))
x <- rnorm(n, 0, sigma)
sktests[i] <- as.integer(abs(sk(x)) >= cv)
}

pwr[j] <- mean(sktests)
}
# plot power vs p
plot(p, pwr, type = "b",
xlab = bquote(p), ylim = c(0,1))
abline(h = .1, lty = 3)
se <- sqrt(pwr * (1-pwr) / m) # add standard errors
lines(p, pwr+se, lty = 3)
lines(p, pwr-se, lty = 3)
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اهنومزآناوتهسیاقم

.دوشیمهدافتسافلتخمیاهشوردرکلمعهسیاقمیارببلغا،ولراکتنومیزاسهیبشزا

هسیاقمرگیدفورعمنومزآوداباریگلوچربینتبمنومزآدرکلمع،لامرنشجنسنومزآیارب

:مینکیم

دادماجناshapiro.testعباتابناوتیمRردارنومزآنیا:کلیو‐وریپاشنومزآ١

کیربینتبموتساهدشیفرعمهریغتمدنچلامرنشجنسیاربنومزآنیا:یژرنانومزآ٢

هبهیبشیلیخهریغتمکییاربنومزآنیا.تسایژرناهلصافهبفورعمهلصافرایعم

هکmvnorm.etestروتسدطسوتنومزآنیا.دنکیملمعگنیلراد‐نوسردنانومزآ

.تسارجالباق،تسادوجومenergyهتسبرد

.دینکهعجارمباتکهباهنومزآنیادرومردرتشیبتاعلاطایارب

α،لاثمنیایارب = ٠٫ .دوشیممیظنتهدولآلامرنعیزوتساساربنیشناجهیضرفو١
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library(energy)
alpha <- .1
n <- 30; m <- 500 # try small m for a trial run
test1 <- test2 <- test3 <- numeric(m)
# critical value for the skewness test
cv <- qnorm(1-alpha/2, 0, sqrt(6*(n-2) / ((n+1)*(n+3))))
sim <- matrix(0, 11, 4)
# estimate power
for (i in 0:10) {

p <- i * .1
for (j in 1:m) {

e <- p
sigma <- sample(c(1, 10), replace = TRUE,
size = n, prob = c(1-e, e))
x <- rnorm(n, 0, sigma)
test1[j] <- as.integer(abs(sk(x)) >= cv)
test2[j] <- as.integer(

shapiro.test(x)$p.value <= alpha)
test3[j] <- as.integer(

mvnorm.etest(x, R=200)$p.value <= alpha)
}

print(c(p, mean(test1), mean(test2), mean(test3)))
sim[i+1, ] <- c(p, mean(test1), mean(test2), mean(test3))

}
[1] 0.000 0.080 0.108 0.112
[1] 0.100 0.838 0.892 0.874
[1] 0.200 0.784 0.994 0.994
[1] 0.300 0.668 0.992 0.996
[1] 0.400 0.592 0.982 0.998
[1] 0.500 0.424 0.916 0.984
[1] 0.600 0.338 0.750 0.888
[1] 0.700 0.252 0.510 0.684
[1] 0.800 0.202 0.266 0.384
[1] 0.900 0.130 0.134 0.162
[1] 1.000 0.084 0.102 0.098
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# plot the empirical estimates of power
plot(sim[,1], sim[,2], ylim = c(0, 1), type = "l",
xlab = bquote(p), ylab = "power")
lines(sim[,1], sim[,3], lty = 2)
lines(sim[,1], sim[,4], lty = 4)
abline(h = alpha, lty = 3)
legend("topright", 1, c("skewness", "S-W", "energy"),
lty = c(1,2,4), inset = .02)
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